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Parte I 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRÍA 


Capítulo I 

BREVE RESEÑA DE LAS INVESTIGACIONES 
SOBRE LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 

1. Axiomas de Euclides 

5 1. El surgimiento de las ideas geométricas se remonta a épocas muy lejanas. 
Las primeras formulaciones de las mismas son comúnmente adjudicadas a las anti¬ 
guas culturas de Babilonia y de Egipto. 

A partir del siglo Vil antes de nuestra era comienza el periodo del desarrollo de 
la geometría en los trabajos de los científicos griegos. En los siglos VI y V se obtu¬ 
vieron muchos resultados geométricos fundamentales. Hacia esta época, por lo vis¬ 
to, se consolidó el concepto de demostración de teoremas. 

En el siglo III los griegos ya poseían conocimientos geométricos profundos; ellos 
no sólo tenían acumulada una buena cantidad de resultados, sino que también 
disponían de métodos de demostraciones geométricas. Resulta natural, por ello, que 
en este periodo aparecieran tentativas de reunir todo este material y disponerlo en 
un orden lógico coherente. 

Muchos autores griegos, cuyas obras no han llegado hasta nosotros, acome¬ 
tieron la tarea de exponer los principios de la geometría. Por lo visto, fueron olvida¬ 
dos luego de la aparición de los famosos «Elementos» de Euclides. 

i 2. Euclides, uno de los grandes geómetras de la antigüedad, vivió en un 
periodo que se extiende aproximadamente del año 330 al 275 antes de nuestra era. 
Sus «Elementos» fueron divididos en 13 libros, de los cuales el quinto, el séptimo, el 
octavo, el noveno y el décimo están dedicados a la teoría de las proporciones y a la 
aritmética (expuestas en forma geométrica); los restantes son propiamente geo¬ 
métricos. 

El libro primero contiene las condiciones de igualdad de triángulos, las rela¬ 
ciones entre lados y ángulos de triángulos, la teoría de lineas paralelas y criterios de 
equivalencia de triángulos y polígonos. En el segundo libro se expone la transforma¬ 
ción de un polígono en un cuadrado equivalente. El libro tercero está dedicado a la 
circunferencia. En el cuarto se consideran los polígonos inscritos y circunscritos. El 
libro sexto analiza la semejanza de polígonos. En los tres últimos libros se exponen 
los fundamentos de la estereométria. 

Asi, pues, los «Elementos» contienen el material correspondiente a la geometría 
elemental propiamente dicha. Mucho de lo que ya se sabia en los tiempos de Eucli¬ 
des (por ejemplo, la teoría de las secciones cónicas) no se halla expuesto en los «Ele¬ 
mentos». 

Euclides comienza cada libro definiendo los conceptos que tendrá que manejar 
en él. ' 
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El primer libro está precedido de 23 definiciones. Transcribimos las primeras 
odio. 

Definición I. El punto es aquello que no tiene partes. 

Definición 11. La línea es longitud sin ancho. 

Definición III. Las fronteras de una línea son puntos. 

Definición IV. La recta es aquella línea que se halla igualmente dispuesta con 
respecto a todos sus puntos. 

Definición V. La superficie es lo que posee únicamente longitud y ancho. 

Definición VI. Las fronteras de una superficie son lincas. 

Definición VII. E! plano es una superficie que se halla igualmente dispuesta con 
respecto a todas las rectas que se encuentran en ella. 

Definición VIH. Un ángulo plano es la inclinación mutua de dos lincas que se 
encuentran, y que están situadas en un mismo plano. 

Inmediatamente despulís de las definiciones, Euclidcs expone los postulados y 
los axiomas, es decir, afirmaciones que se aceptan sin demostración*’. 


Postulados 

I. Se exige que de cada punto a cualquier otro se pueda trazar una linca recta. 

II. Y que cada recta pueda ser continuada indefinidamente. 

III. Y que de cualquier centro se pueda trazar una circunferencia de radio ar¬ 
bitrario. 

IV. Y que todos los ángulos rectos sean iguales. 

V. Y que cada vez que una recta, al intersecar otras dos, forme a un mismo lado 
ángulos internos cuya suma se» menor que dos rectos, y que dichas dos rectas se in¬ 
tersequen en aquel lado en el cual esta suma sea menor que dos rectos. 

Axiomas 

I. Dos cosas iguales separadamente a una tercera son ¡guales entre si. 

[I. Y si a iguales agregamos ¡guales, obtenemos iguales. 

III. Y si de iguales quitamos iguales, obtenemos iguales. 

IV. Y si a desiguales agregamos iguales, obtenemos desiguales. 

V. Y si duplicamos ¡guales, obtenemos iguales. 

VI. Y las mitades de iguales son iguales entre si. 

VIL Y cosas que se pueden superponer son iguales. 

VIII. Y el todo es mayor que una parte. 

IX. Y dos rectas no pueden encerrar espacio. 

Se duda que algunos de los axiomas referidos (ios IV, V, VI y IX) pertenezcan 
realmente a Euclides. En otras ediciones de los «Elementos» los postulados IV y V 
se incluyen entre los axiomas; a esto se debe que el quinto postulado a veces se men¬ 
cione como el axioma XI. En cuanto al principio por el cual las premisas básicas se 


*> En distintas ediciones de tos «Elementos» las listas de postulados y axiomas no coinci¬ 
den. Aqui reproducimos una de las listas más difundidas. 
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ponían enlrc los postulados o entre los axiomas, este ha quedado en esencia sin acla¬ 
rar. 

A continuación de los. axiomas, Éucüdes expone los teoremas de la geometría, 
disponiéndolos en orden lógico, de forma que cada proposición pueda demosirarse 
a base de las proposiciones, los postulados y los axiomas precedentes. 

§ 3. La enumeración de definiciones y axiomas, suficientes para la demostración 
lógica rigurosa de todos los teoremas subsiguientes se denomina fundamentación 
(axiomática) de la geometría. 

El problema de fundamentar la geometría fue planteado claramente por Eucli- 
des en sus «Elementos» y resuello con el grado de precisión que se podía alcanzar en 
la antigüedad. Es más, posteriormente, durante muchos siglos, el rigor de las de¬ 
mostraciones eudidianas se reconoció invariablemente como un modelo a imitar. 

Sin embargo, si consideramos la exposición de los «Elementos» desde el punto 
de vista de las matemáticas modernas, habrá que reconocer que es insatisfactoria en 
varios aspectos. 

Analicemos ante todo las definiciones de Euclidcs; algunas han sido expuestas 
más arriba. 

Los enunciados de estas definiciones operan con conceptos que, a su vez, 
deberían ser también definidos, tales como «frontera», «longitud», etc. Ninguna de 
las definiciones I — VIII es utilizada en la demostración de teorema alguno; por en¬ 
de, al no estar relacionadas con el resto del libro son, en esencia, inútiles, y pueden 
ser omitidas sin dañar lo más mínimo los razonamientos ulteriores. Estas defini¬ 
ciones son tan sólo descripciones de las figuras geométricas, expuestas, por lo de¬ 
más, en forma extremadamente ingenua. 

Por el contrario, los postulados y axiomas son, en general, esenciales; al de¬ 
mostrar muchas proposiciones geométricas hay que tomar en consideración, por 
ejemplo, que la recta se determina por dos de sus puntos, que existe una circunfe¬ 
rencia de radio arbitrario, etc. Pero aquí hay que destacar otro problema; inclusive 
un análisis superficial pone al descubierto que la lista de proposiciones básicas 
adoptadas por Eu'clides sin demostración es demasiado pobre para servir de base a 
un desarrollo lógico de la geometría. Daremos algunos ejemplos, a fin de aclarar es¬ 
te juicio. 

En los razonamientos geométricos hay que operar a cada paso con conceptos 
que habitualmcntc expresamos con la frase «el punto dado de la recta se encuentra 
entre otros dos puntos de ésta», «dos puntos se encuentran a un lado con respecto 
de una rccta».o también «dos puntos se encuentran en lados diferentes con respecto 
a una recta», «el pumo se encuentra dentro del polígono», etc. Los postulados de 
Euclides no suministran ningún dato para fundamentar estos conceptos. Cuando 
los utilizamos en la demostración de algún teorema, si disponemos únicamente de 
los postulados de Euclides, nos vemos obligados a apelar a la intuición geométrica 
sobre la base de la figura dibujada. Sin embargo, en una construcción lógica riguro¬ 
sa de la geometría, cada proposición no contenida en los axiomas debe ser de¬ 
mostrada, por más evidente que parezca. 

Cabe observar, además, que, según el significado del axioma Vil, la igualdad de 
magnitudes y figuras geométricas se define mediante movimientos. Por otra parte, 
el propio concepto de movimiento no está definido en los libros de Euclides, y sus 
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propiedades no se enumeran en ningún axioma. Por último, cada vez que Euclides 
considera dos circunferencias, una de las cuales pasa por un punió interior y otro 
exterior con respecto a la otra, él asume sin más la existencia de puntos de intersec¬ 
ción de éstas; asimismo, cuando se trata de una recta que pasa por un punto interior 
de alguna circunferencia, se acepta que la recta y la circunferencia se cortan en dos 
puntos. A pesar de la evidencia intuitiva de estos hechas, ellos deben ser demostra¬ 
dos. Pero no hay entre los postulados y axiomas de Euclides ninguna proposición 
que permita fundamentar tales demostraciones. 

Resulta ser, entonces, que el rigor de la lógica de Euclides se basa, en muchos ca¬ 
sos, en la intuición adquirida por el hábito de nuestras representaciones espaciales. 
Esto quiere decir que los «Elementos» no contienen una fundamcntación lógica ri¬ 
gurosa de la geometría. 

5 4. Algunas de las fallas de los «Elementos» de Euclides fueron observadas ya 
por los cicntificos de la antigüedad. En particular, Arquímedes amplió la lista de los 
postulados geométricos, y completó mucho la exposición de Euclides en la teoría de 
medición de longitudes, áreas y volúmenes. Mientras Euclides establece únicamente 
relaciones entre longitudes, áreas y volúmenes, mostrando, por ejemplo, que las 
áreas de los círculos son como los cuadrados de los radios, y los volúmenes de esfe¬ 
ras como los cubos de los radios, Arquímedes presenta expresiones que permiten 
calcular prácticamente las magnitudes correspondientes. Este último introdujo los 
cinco postulados siguientes, a fin de fundamentar la geometría métrica: 

I. Entre todas las líneas con extremos comunes la recta es la más corta. 

II. Otras dos lineas cualesquiera que tengan extremos comunes y se hallen en un 
mismo plano no son iguales, si ambas son convexas y una de ellas es encerrada por 
la otra y por la recta que une los extremos, así como tampoco lo son si las curvas 
tienen una parte común, y de las parles restantes una encierra a la otra; en este caso, 
la encerrada es menor que la que encierra. 

III. Asimismo, de todas las superficies con una misma periferia plana, el plano 
es menor que todas las demás. 

IV. Cualesquiera otras dos superficies con periferia plana común no son iguales, 
si ambas son convexas y una de ellas (o una parte de ésta) está encerrada por la otra 
y por el plano de la periferia; en este caso, la superficie encerrada es menor que la 
que encierra. 

V. Además, de dos Ifneas desiguales, dos superficies desiguales, o dos cuerpos 
desiguales, la mayor resultará ser menor que la magnitud que se obtiene si se repite 
la menor un número adecuado de veces. 

Las primeras cuatro proposiciones de Arquímedes no sirven para tomarse como 
postulados en una fundamentación lógica de la geometría métrica, pues se refieren a 
la longitud de una linea, el área de una superficie y el volumen de un cuerpo, 
mientras que estos conceptos deben ser, en rigor, definidos a partir de otras 
categorías geométricas más simples. Si se enuncian estas definiciones de manera 
adecuada, las afirmaciones de Arquímedes pueden ser demostradas; es por ello que 
no tiene sentido considerarlas como postulados. 

Por el contrario, la última afirmación, que es llamada comúnmente postulado 
de Arquímedes, es extremadamente importante. Se la puede expresar brevemente 
como sigue: para cualesquiera ay b,o < b, existe un entero n tal que na > b. Este 
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postulado sirve de base a la medición de magnitudes geométricas, como se mostrará 
en detalle en el capitulo II, § 20. 

Después de Arquímedes también continuaron los intentos de precisar los postu¬ 
lados básicos de la geometría. Sin embargo, durante muchos siglos nadie agregó na¬ 
da nuevo en principio a lo que ya había sido hecho por Euclides. El rigor de las de¬ 
mostraciones euclidianas se consideraba en general suficiente, hasta el siglo XIX. 
Sólo a fines de dicho siglo fue cristalizada definitivamente la idea de una construc¬ 
ción lógica exacta de la geometría, e indicado un sistema completo de axiomas de los 
cuales se deducen lodos los teoremas sin apelación alguna a nuestra intuición en las 
representaciones espaciales. 

Muy pocos geómetras sentian la necesidad de completar la lista de los postulados 
de Euclides. Por el contrario, la mayoría de las obras relacionadas con los «Elemen¬ 
tos» de Euclides se proponían disminuir el número de afirmaciones geométricas que 
se asumían sin demostración. Esto era dictado por un deseo completamente natural 
de poner en claro bajo qué premisas mínimas puede ser desarrollado de modo lógico 
todo el material de la geometría. 

En esta dirección se obtuvo un resultado sin trabajo alguno: precisamente, se 
observó que el IV postulado de Euclides es superfluo, pues la igualdad de los ángu¬ 
los rectos puede ser demostrada con el mismo rigor que muchas otras proposiciones. 

La mayoría de las obras dedicadas a los fundamentos de la geometría se 
reduelan a la tentativa de eliminar de la lista de suposiciones básicas el V postulado 
de Euclides, que parecía ser demasiado complicado para ser referido a los postula¬ 
dos. 

Los estudios dedicados al V postulado son tan antiguos como los propios «Ele¬ 
mentos» de Euclides. Sólo fueron concluidos hacia fines del siglo XIX, y conduje¬ 
ron a descubrimientos de gran importancia. 

Pasamos a referir algunas páginas de la historia del V postulado; esto facilitará 
al lector la comprensión de los problemas modernos de los fundamentos de la 
geometría. 


2. El quinto postulado 

S 5, Para cualquiera que haya estudiado la geometría elemental le resultará claro 
el papel fundamental del V postulado; en él se basa la teoría de las paralelas y todas 
las secciones relacionadas con ésta: la semejanza de figuras, la trigonometría, ele. 

Recordemos la sucesión de proposiciones de partida de la planimetría, a fin de 
observar dónde se utiliza por primera vez el V postulado. 

En los manuales escolares se introduce, ante todo, la comparación de figuras 
geométricas: segmentos, ángulos, triángulos se consideran iguales si pueden ser su¬ 
perpuestos por medio de un movimiento; un segmento (ángulo) es mayor que otro, 
si el segundo puede ser superpuesto a una parte del primero. El propio concepto de 
movimiento queda, en esencia, sin definir. 

A continuación se muestra una serie de teoremas básicos, entre ellos: 

Teoremas de igualdad de triángulos. 

Teorema: en un triángulo isósceles los ángulos adyacentes a la base son iguales. 
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Teorema: el ángulo externo de un triángulo es mayor que cada uno de los inter¬ 
nos no adyacentes. 

Teorema: en un triángulo, a mayor lado le corresponde mayor ángulo opuesto (y 
reciprocamente). 

Teoremas sobre rectas perpendiculares y oblicuas. 

Teorema: cada lado de un triángulo es menor que la suma de los otros dos. 

Es de particular interés para nuestra exposición el teorema sobre los ángulos in¬ 
terno y externo de un triángulo; más adelante nos referiremos con frecuencia a él. 
Pasamos a demostrarlo. Sea dado el triángulo ABC (fig. I); hay que mostrar que 
cada ángulo externo es mayor que cualquier interno no adyacente. Probemos esto 
para el ángulo externo correspondiente al vértice C y para el interno en el vértice B. 

Sea O el pumo medio del lado BC\ construimos el segmento AO y, sobre su pro¬ 
longación, determinamos el punto A ' de forma que se cumpla AO = OA '. Ahora 
unimos el pumo/!' con elC, y pasamos a considerar los triángulos AOB y A'OC. 
Estos son iguales, por contener ángulos iguales determinados por lados respectiva¬ 
mente iguales. De la igualdad de dichos triángulos sigue que /. ABC = ¿ BCA'. 
De aquí ya se deduce el teorema, pues ¿ BCA' es una parte del ángulo externo en 
cuestión. 

El último paso de la demostración debe considerarse con más cuidado. Precisa¬ 
mente, el hecho de que ¿ BCA' sea parte de ¿ BCC', o bien que el punto A' se 
encuentre dentro de í BCC' (donde C’ es un punto arbitrario.sobre la prolonga¬ 
ción del segmento AC), se establece, en esencia, a partir de la intuición geométrica, 
mirando la figura. Como ya hemos indicado, los axiomas de Euclides no permiten 
fundamentar con todo rigor los conceptos «entre», «dentro de», etc. 

Además, hemos utilizado el concepto de igualdad de triángulos, que tampoco 
está fundamentado, pues Euclides no define movimiento. 

En resumen, el razonamiento expuesto se basa fuertemente en la intuición geo¬ 
métrica aplicada al dibujo hecho. 

Por supuesto, podríamos hacer observaciones similares en la deducción de casi 
cualquier teorema geométrico. Pero es, con todo, importante observar que tanto el 
teorema sobre los ángulos externo e interno de un triángulo como las otras proposi¬ 
ciones enumeradas más arriba no requieren el V postulado para ser demostrados. 

Después de establecidas estas proposiciones, se da la definición de paralelas: dos 
rectas se dicen paralelas si no tienen ningún punto común*'. 


*1 Recuérdese que estamos tratando la planimetría. 
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Para que esta definición tenga sentido, debe demostrarse la existencia de parale¬ 
las. La demostración se obtiene fácilmente mediante el conocido teorema: dos rec¬ 
tas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si, cosa que sigue de inmediato 
de la proposición sobre los ángulos externo e interno de un triángulo. 

En efecto, supongamos que las rectas ayb forman ángulos rectos con la recta c, 
en los puntos A y B (fig. 2). Supongamos que o y ó no son paralelas, y denotemos 
por C su punto común. Pero entonces el ángulo externo del triángulo ABC corres¬ 
pondiente al vértice A debe ser mayor que el interno del vértice B, lo que contradice 
la hipótesis hecha con respecto a estos ángulos. Con esto concluye la prueba de 
nuestra afirmación, por reducción al absurdo. 

De aquí sigue inmediatamente que por cada punto M se puede trazar una parale¬ 
la a cualquier recta u que no pase por él (fig. 3). Para esto basta trazar por M la per¬ 
pendicular MN a u, y construir la recta «', perpendicular a MN en el punto M. La 
recta «' será paralela a u, en virtud de lo que acabamos de ver. 

Una vez demostrada la existencia de paralelas y establecido que por cada punto 
se puede trazar una recta paralela a otra dada, debe resolverse, naturalmente, el si¬ 
guiente problema: ¿por cada punto del plano pasa una única paralela a una recta 
dada, o hay un conjunto de ellas? 

En la teoría de las paralelas se demuestra que por cada punto exterior a una recta 
dada pasa una única recta paralela a ella. Vamos a reproducir esta demostración 
(fig. 3). 

Sea u una recta arbitraria, y M algún punto que no le pertenece; sea MN la per¬ 
pendicular a u. Denotemos por u' la recta perpendicular a MN en M, Ya sabemos 
que u' es paralela a u. Tracemos una recta arbitrarla u" que pase por Ai y no coinci¬ 
da con u '; mostraremos que u * no puede ser paralela a u. Como «'no coincide con 
«', debe formar un ángulo agudo con el segmento MN para alguno de los dos lados. 
Entonces, las rectas ityu' forman con MN al intersecaría ángulos internos a un 
mismo lado de MN, cuya suma es menor que dos rectos; de aquí sigue, en virtud del 

V postulado, que u y u" deben intersecarse. 

Como vemos, esta prueba de unicidad de la paralela utiliza de manera esencial el 

V postulado. Es fácil advertir que, recíprocamente, el V postulado puede ser de¬ 

mostrado. ya como teorema, si se considera que por cada punto exterior a una recta 
dada pasa una única paralela a ella. ' 
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En efecto, supongamos que las rectas a y b (fig. 4) al ser intersecadas por la ter¬ 
cera c forman a un mismo lado ángulos internos cuya suma sea menor que 2d‘\ De¬ 
bemos probar que a y b tienen un punto común, en este mismo lado de la recta c. 

Denotemos con a y 0 los ángulos que las rectas a y b forman con c y suponga¬ 
mos, de acuerdo con nuestra hipótesis, que 

a + 0 < Id. (.) 

Sea, además, y el ángulo adyacente a a. Tracemos una recta a' que pase por el pun¬ 
to de intersección de a y c, de modo que forme con c un ángulo y' = 0. 

Entonces las rectas a' y b son paralelas, pues si suponemos que se cortan, llega¬ 
remos a una contradicción con el teorema sobre los ángulos externo e interno de un 
triángulo. Pero, al tomar como postulado la unicidad de la paralela, debemos 
concluir que la recta a (por ser diferente de o') no es paralela a b. Sólo queda probar 
que o y ó se cortan del lado en que se hallan los ángulos a y 0. Con este fin, observe¬ 
mos que a + y = 7d\ de aquí y de la desigualdad (* ) sigue que y > 0. En conse¬ 
cuencia, o y ó no pueden cortarse del lado en que está y, pues en este caso y será un 
ángulo interno del triángulo obtenido, y 0, externo, resultando imposible la desi¬ 
gualdad y > 0. 

Asi, pues, el V postulado es equivalente a afirmar que existe una única recta pa¬ 
ralela a una dada, que pase por un punto determinado; a su vez, la última afirma¬ 
ción determina toda la construcción de la geometría de Euclides. De aqui sigue, en 
particular, que dos paralelas, al cortarse con una tercera recta, forman ángulos 
correspondientes iguales, que la suma de los ángulos internos de un triángulo es 
igual a dos rectos, y muchos otros teoremas. De este modo, el V postulado o, como 
también se lo llama, el postulado sobre las paralelas, constituye la base de la 
mayoría de las proposiciones importantes de la geometría elemental. 

S 6. Es posible que incluso el propio Euclides tratase de demostrar el postulado 
sobre las paralelas. Un argumento a favor de esto es que las primeras 28 proposi- 


I El autor denota por d la magnitud del ángulo recto. (N. del Tr.). 
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dones de los «Elementos» no se basan en el V postulado. Parecería ser que Euclides 
trató de aplazar la aplicación de este postulado hasta que fuese imprescindible utili¬ 
zarlo. 

Desde Euclides hasia fines del siglo XIX el problema del V postulado era uno de 
los más populares de la geometría. Durante todo ese periodo se propusieron 
muchas demostraciones diferentes del V postulado. Todas eran, sin embargo,' 
equívocas. Por lo común, sus autores utilizaban alguna afirmación geométrica quc ! 
resultaba tan evidente en el dibujo, que se deslizaba en los razonamientos sin que el 
propio autor se diese cuenta. Pero al tratar de dar una prueba lógica de esta afirma¬ 
ción, no basada en el V postulado, se fracasaba invariablemente. 

Tales análisis no alcanzaron entonces la meta propuesta, ya que el problema 
consistía en liberar la teoría cuotidiana de las paralelas de ese poslulado especia!; no 
se trataba, entonces, de sustituir el V postulado por otra afirmación, por evidente 
que ésta fuera, sino más bien de demostrarlo, partiendo de los restantes postulados 
de la geometría - *. 

Con todo, cabe destacar que las numerosas tentativas de demostrar el V postula¬ 
do, a pesar de su fracaso, condujeron a varios resultados positivos. 

Gracias a ellas, precisamente, se puso en claro la interdependencia lógica entre 
diversas proposiciones geométricas; en particular, se estableció toda una serie de 
proposiciones equivalentes al postulado cuotidiano sobre las paralelas (es decir, afir¬ 
maciones que, habiéndose adoptado sin demostración, junto con otras premisas bá¬ 
sicas de la geometría euclidiana permiten demostrar el V postulado). 

Podemos exponer los siguientes ejemplos de afirmaciones equivalentes al V pos¬ 
tulado: 

1. Por cada punto exterior a una recta pasa una única paralela a ella. 

2. Dos rectas paralelas al intersecarse con una tercera forman ángulos corres¬ 
pondientes iguales. 

3. La suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos rectos. 

4. Los puntos situados a un mismo lado de una recta dada, a una misma distan¬ 
cia de ésta, forman una recta. 

5. Dadas dos rectas paralelas, las distancias de los pumos de una de ellas a la se¬ 
gunda están acotadas. 

6. Existen triángulos con área arbitrariamente grande. 

7. Existen triángulos semejantes. 

Cada una de estas proposiciones puede ponerse como base de la teoría sobre las 
paralelas; en otras palabras, si se acepta cualquiera de ellas como verdadera por evi¬ 
dencia, se puede demostrar rigurosamente el V poslulado y luego, siguiendo a Eucli¬ 
des, demostrar todos los teoremas ulteriores. La equivalencia del V postulado con 
las proposiciones enumeradas, asi como también con algunas otras, se mostrará en 
la exposición que sigue. 

§ 7. De los múltiples trabajos dedicados al V poslulado, cabe destacar los de 
Saccheri y Lamber!, que dejaron una huella significativa en el camino de la funda- 
mentación de la teoría de las paralelas. 


"l Más adelante plantearemos con toda precisión este problema. 


2 — 13,1 
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Los estudios Uc Sacchcri fueron publicados en 1733, bajo el lilulo «Euclides de¬ 
purado de toda mácula, o la experiencia que esiablece los principios primordiales de 
la geometría universal». En esla obra Sacchcri hace un imenlo de demostrar el V 
postulado por reducción al absurdo. 

Sacclteri parre del cuadrilátero AA 'B'B (fig. 5) con dos ángulos recios en la ba¬ 
se AB y dos lados iguales, AA ' y BB'. De la simetría de la figura con respecto a la 
perpendicular HH‘ a la mitad de la base AB, sigue que los ángulos en los vértices 
A ' y B' son iguales entre si. Si se acepta el V postulado y, en consecuencia, la teoría 
cuclidiuna de las paralelas, se puede establecer inmediaiamentc que los ángulos A ' y 
B' son recios, y AA ' B'B es un reclángulo. Recíprocamente, como muestra Sacche- 
ri, si al menos en un cuadrilátero del tipo indicado los ángulos de la base superior re- 
sullan ser rectos, tendrá lugar el poslulado euclidiano de las paralelas. Con el objeto 
de demostrar este poslulado, Saccheri considera tres casos posibles: o bien los ángu¬ 
los A' y B‘ son recios, o bien obtusos, o bien agudos. Estas tres hipótesis las llama, 
respectivamente, hipótesis del ángulo recto, del obtuso y del agudo. Como la hipó¬ 
tesis del ángulo recto equivale al V postulado, a fin de demostrar esce último hay 
que descartar las otras dos hipótesis. Con razonamientos totalmente rigurosos 
■Sacchcri llega, ame todo, a una contradicción con la hipótesis del ángulo obtuso. A 
'continuación, adoptando la hipótesis del ángulo agudo, deduce consecuencias 
extremadamente elaboradas de tal premisa, a fin de obtener también aquí dos afir¬ 
maciones contradictorias. Al desarrollar estas consecuencias, Sacchcri construye un 
sistema geométrico complejo, algunas de cuyas proposiciones son tan contradicto¬ 
rias con nuestras ideas habituales sobre la disposición de las rectas en el plano, que 
podrían ser consideradas absurdas. Por ejemplo, en el sistema geométrico corres¬ 
pondiente a la hipótesis del ángulo agudo, dos paralelas tienen o bien una única per¬ 
pendicular común, a ambos lados de la cual éstas se alejan indefinidamente una de 
la otra, o bien no poseen ninguna, en cuyo caso convergen asintóticamente en un 
sentido y divergen indefinidamente en el otro. 

Sacchcri, con justeza, no considera que la sola contradicción con las ideas in¬ 
tuitivas de las representaciones habituales en el espacio sea un argumento para la in¬ 
validación lógica de estas premisas. Pero, al cabo de una serie de razonamientos 
precisos, Saccheri concluye la falsedad de la hipótesis del ángulo agudo, basándose 
en que dos rectas que convergen asintóticamente deben tener una perpendicular co¬ 
mún en el pumo del infinito, cosa que «contradice la naturaleza de la recta». Acep¬ 
tando que, de este modo, las hipótesis del ángulo obluso y del ángulo agudo condu¬ 
cen a contradicciones, Sacchcri concluye que la única verdadera es la hipótesis del 
ángulo recto, con lo que queda demostrado el V postulado. Evidentemente, el pro¬ 
pio Saccheri siente aquí que no pudo reducir la hipótesis del ángulo agudo a una 
contradicción lógica, y él regresa a ella, a fin de demostrar que «contradice a si mis¬ 
ma». Con este fin, calcula de dos maneras diferentes la longitud de cierta línea, y 
obtiene dos valores distintos para ella. Esto seria, eri efecto, una contradicción, pero 
Saccheri llegó a ella habiendo cometido un error de cálculo. 

Las ideas de Lamben, desarrolladas en la obra «Teoría de las líneas paralelas» 
(1766) se aproximan a los razonamientos de Saccheri. 

Lambert considera el cuadrilátero ABCD con los tres ángulos A, B y C rectos 
(fig. 6); con respecto al cuarto también se pueden efectuar tres supuestos: o bien es 
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agudo, o bien recto, o bien obtuso. De este modo, aquí nuevamente surgen tres hi¬ 
pótesis. Una vez establecida la equivalencia de la hipótesis del ángulo recto con el V 
postulado, y habiendo reducido a una contradicción la hipótesis del ángulo obtuso, 
Lambert, como Saccheri, se ve obligado a analizar más la hipótesis del ángulo agu¬ 
do. Y nuevamente esta hipótesis conduce a Lambert a un sistema geométrico 
complicado. Sin embargo, a pesar de que este sistema fue profundamente de¬ 
sarrollado por Lambert, no le fue posible hallar en él contradicción lógica alguna. 
También en el trabajo de Lambert se encuentran las particularidades, paradójicas a 
primera vista, de la disposición de las rectas en el sistema basado en la hipótesis del 
ángulo agudo, que expusimos más arriba, al describir las ideas de Saccheri. Lam¬ 
ber!, al igual que Saccheri, no dedujo la falsedad de la hipótesis del ángulo agudo 
basándose únicamente en que estas particularidades contradicen nuestras ideas in¬ 
tuitivas sobre las propiedades de las rectas. Pero, a diferencia de Saccheri, él no co¬ 
metió error alguno, que lediera pie para considerar descartada lahipótesis del ángu¬ 
lo agudo y, por ende, demostrado el V postulado. Lambert no afirma, en ninguna 
parle de su obra, haber demostrado el V postulado, y llega a la firme conclusión de 
que las restantes tentativas en esta dirección no llevaron a la meta deseada. 

«Las demostraciones del postulado euclidiano —escribe Lambert— pueden 
ser llevadas tan lejos que, a primera vista, sólo queda un detalle insignificante. Pero 
al hacer un análisis escrupuloso, resulta que en esta insignificancia aparente reside, 
precisamente, la esencia del problema; comúnmente ésta contiene o bien la proposi¬ 
ción a demostrar, o bien un postulado equivalente a ella». 

Es más, al desarrollar el sistema de corolarios de la hipótesis del ángulo agudo, 
Lambert descubre una analogía de este sistema con la geometría esférica, y ve en es¬ 
to una posibilidad de su existencia. 

«Inclusive yo me indino a pensar que la tercera hipótesis es válida en alguna es¬ 
fera imaginaria. Al fin de cuentas, debe existir una causa por la cual en d plano se 
resiste altamente a ser refutada, cosa que puede hacerse fácilmente con la segunda 
hipótesis». 

Más adelante veremos que Lambert predijo genialmente la verdadera solución 
del problema del V postulado. En todo caso, él siguió el camino correcto mucho 
más iejos que cualquiera de ios que lo precedieron. 

§ 8. Ahora nos detendremos a analizar las invesligadones de Legendre 
(1752—1833), que es bien conocido por sus trabajos en análisis y en mecánica y de¬ 
jó, asimismo, una herencia importante en geometría. 
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Legendre intentó, durante mucho tiempo, demostrar el V postulado, y llegó a 
publicar algunas variantes de su «demostración». Aunque ninguna resultó correcta, 
de todos modos los razonamientos de Legendre tienen interés, pues ponen en claro 
la relación existente entre el V postulado y la proposición relacionada con la suma 
de los ángulos internos de un triángulo. 

En la geometría de Euclides es bien conocida la demostración, basada en el V 
postulado, de que la suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos rec¬ 
tos. 

Legendre muestra, primeramente,, que, reciprocamente, si se admite sin de¬ 
mostración que la suma de los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos, el V 
postulado puede ser demostrado como un teorema. 

Luego, con el fin de obtener una demostración del V postulado sin introducir 
otros nuevos, Legendre considera tres hipótesis cxcluyentes: 

I. La suma de los ángulos de un triángulo es mayor que dos rectos. 

II. La suma de los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos. 

III. La suma de los ángulos de un triángulo es menor que dos rectos. 

La primera es reducida a una contradicción por Legendre, mediante razona¬ 
mientos exactos. Si pudiese hacer lo mismo con la tercera, sin usar el V postulado, 
habría demostrado que la suma de los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos, 
con lo cual habría demostrado el V postulado. Sin embargo, al efectuar la reducción 
de la tercera hipótesis a una contradicción, Legendre utilizó, sin darse cuenta, una 
de las proposiciones equivalentes al V postulado. 

El saldo positivo del trabajo de Legendre se encuentra en las proposiciones si¬ 
guientes. 

proposición t. Si la suma de los ángulos de cada triángulo es igual a dos rectos, 
tiene lugar el V postulado. 

Para probarlo, tomemos una recta arbitraria a y algún punto A que no le perte¬ 
nece (fig. 7). 

" Sea AB la perpendicular a la recta a que pasa por A. Sabemos que la recta o', 
que pasa por A y es perpendicular al segmento AB. no interseca a o. Debemos 
mostrar que cualquier otra recta que pase por A corta a a. En la demostración que 
sigue utilizaremos la hipótesis adoptada de que la suma de los ángulos de cualquier 
' triángulo es igual a dos rectos. 

Sea b alguna recta que pase por A , y 0, el ángulo agudo que esta recta forma con 
el segmento AS. Probemos que b corta a a del lado del ángulo agudo. Con este fin, 
determinemos sobre la recta a. del lado del ángulo agudo, un punto B¡ de forma 
que el segmento BB, sea Igual al AB. Del mismo lado a partir de 8, determinemos el 
punto fljde manera que B|B 2 sea igual a AS,, etc. Determinemos, por fin, el punto 
B n de modo que B ll _ l B n sea igual al segmento AB n _ ¡. 

Consideremos los triángulos A8B,,A8 1 S 2 , ...,AB n _ l B n . Como admitimos que 
la suma de los ángulos de cada triángulo es igual a dos rectos, tendremos que en el 
triángulo isósceles ASS, los ángulos internos en los vértices A y 8, son iguales a —. 

Luego, el ángulo interno correspondiente a 8j en el triángulo ABB¡ es externo 
con respecto al triángulo A8,B 2 , y como este último es asimismo isósceles, sus án¬ 
gulos internos no adyacentes al 8, serán iguales entre sí. Pero de la hipótesis hecha 
acerca de la suma de los ángulos de un triángulo se desprende que un ángulo externo 
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de un triángulo es igual a la suma de los dos internos no adyacentes a ¿I; por csio, 

los ángulos internos del triángulo Ati x ü- l en los vértices A y son ¡guales a * cada 

8 

uno. Continuando este proceso, hallamos que el ángulo interno correspondiente a 
B n en el triángulo AB n _ l B a es igual a 


De aqui sigue que 


1 * 
2 " 2 ' 


ai BAB„ = - - - 
2 2 " 


Como ¡i es un ángulo agudo, podemos poner 




donde c > 0. Escojamos n tan grande como para que se cumpla 


x 

T <£ - 


Entonces tendremos que 3 < i. UAB n . 

En este caso, la recta b pasa entre los lados AH y AB n del triángulo BAB n y, en 
consecuencia, tendrá un punto común con la recia o, simado cnirc los pumos B y 
B„’\ Eslo prueba nuestra afirmación, 

Pasemos ahora a discutir el problema sobre los valores posibles de la suma de los 
ángulos internos de un triángulo. Para mayor comodidad, designaremos por 5(4) la 
suma de los ángulos inlcrnos de un iriángulo 4, y por D(4), la diferencia entre dos 
rectos y dicha suma, de forma que 


0(4) = ir - 5(4); 


esta diferencia suele llamarse defecto del triángulo. 
proposición it. En cada triángulo 

5(4) $ *. 

La demostración se basa en los dos lemas siguientes; 

I. En cada triángulo la suma de dos ángulos internos es menor que dos rectos. 

II. Pura cada triángulo es i>osible construir uno nuevo que tenga la misma suma 
de ángulos internos que el dado y con uno de sus ángulos al menos dos veces menor 
que ulgún ángulo prefijado del triángulo dado. 

Demostremos estos lemas. 


•’ La demostración rigurosa de la última afirmación puede efectuarse utilizando el axioma 
de Pascli (véase el § 13). 
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El primero signe directamente de la proposición que se refiere a los ángulos 
interno y externo de un triángulo. En efecto, sean a y 0 ángulos internos de cierto 
triángulo, y «', el ángulo externo de este triángulo que es adyacente al a. Entonces 

Oí + «’ — x. 

Pero el ángulo externo de un triángulo es mayor que el interno no adyacente. (Esta 
proposición, como recordará el lector, se demuestra sin recurrir al V postulado.) 
Asi, pues, 

o' > 0 

y, por consiguiente, 

. a + 0 < x. 

para demostrar el segundo lema, consideremos algún triángulo ABC y mostre¬ 
mos que es posible construir uno nuevo que tenga la misma suma de ángulos que el 
dado, y que posea un ángulo al menos dos veces menor que, digamos, el ángulo del 
vértice A del triángulo dado (fig. 8). 

Designamos con O el punto medio de BC, unimos A con O y prolongamos el 
segmento A O hasta el punto A ", de forma que sea AO = OA '. Entonces el trián¬ 
gulo AA'C tendrá la propiedad requerida. En efecto, con las notaciones de la 
fig. 8, tenemos: 

S(ABC) = a,+ a 2 + /3 + 7,, 

S(AA'C) = «, + «'+ 7| + 72- 

De la igualdad de los triángulos ABO y COA '. que se considera de inmediato, sigue 
que 

«' = «2. 72 = 0- 

De aquí se desprende, ante todo, que los triángulos ABC y AA'C tienen igual suma 
de ángulos. 

Además, los ángulos internos del segundo triángulo correspondientes a los vérti¬ 
ces A y A' forman, sumados, el ángulo al vértice A del primero. Por esto alguno de 
ellos es al menos dos veces menor que el ángulo prefijado A del triángulo ABC, que 
es lo que se deseaba mostrar. 

Vamos altora a demostrar la proposición básica. Haremos la demostración por 
reducción al absurdo. 

Supongamos que algún triángulo ó tiene suma de ángulos internos mayor que 
dos rectos, de forma que S(A) = x + c, donde c > 0. 

Denotemos alguno de los ángulos ¡memos de A con a. Según el lema II, pode¬ 
mos construir un nuevo triángulo A,, tal que uno de sus ángulos internos a, sea al 
.menos dos veces menor que o, y que S(A,) = S(A). Construyamos ahora un trián¬ 
gulo A 2 de manera que uno de sus ángulos internos a 2 sea al menos dos veces menor 
que a, y que S(A 2 ) = S(A,). Continuando este proceso, construimos un triángulo 
A„, tai que uno de sus ángulos internos «„ será al menos dos veces menor que a „_,, 
y que S(A„) = S(A„_,). De este modo, 

S(A„) = x + £ y «„ « - 
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Fig.S 


Escogemos n tan grande como para que sea < c y, consecuentemente. 


a n < e. Pero entonces la suma de los otros dos ángulos internos del triángulo A,, se¬ 
rá mayor que te, lo cual contradice el lema I. 

Queda asi probada la proposición II. 

Podemos, pues, afirmar, sin basarnos en el V postulado, que la suma de los án¬ 
gulos internos de un triángulo no supera dos rectos. 


Esto resulta ser de extremada importancia para lo que sigue. 

Siguiendo a Legendre, ahora mostraremos, sin recurrir al V postulado, que si su¬ 
ponemos que al menos para un triángulo la suma de sus ángulos internos es igual a 
dos rectos, entonces para todo otro triángulo la suma de sus ángulos también será 
igual a dos recios. 

Establezcamos algunos lemas previos. 

lema i. Si el triángulo ABC se divide en dos por la transversal BP, el defecto de 
ABC será Igual a la suma de los defectos de los triángulos ABP y BPC. 

La demostración se ve en seguida. En efecto, en las notaciones de la fig. 9, 


D(ABP) ■= ir - (cr + 0, + ó,), 

D(BPC) = ir - (0j + i 2 + y). 

De aquí sigue que 

D(ABP) + D(BPC) =■ 2t - (a + 0, + B 2 + i, + S 2 + y) = 

= x - (a + 0, + 0 2 + y) « D(ABC). 

lema it. Sean dados dos triángulos ABC y A B t C } con vértice común A y tales 
que los vértices B,y C ( del segundo se encuentren respectivamente en los lados AB y 
AC de! primero. Entonces el defecto del segundo triángulo no supera el del primero 

(rig. 10 ). 

La demostración se obiicnc inmediatamente utilizando la proposición II y el le¬ 
ma precedente. 

En efecto, unamos los puntos B y C,; entonces, según el lema anterior, 

D(A BC) = D(AB¡C¡) + D{B,BC,) + D(flC,C). 

Pero de la proposición II sigue que el defecto de cada triángulo es o bien un número 
positivo, O bien cero. De aquí y de la igualdad que acabamos de escribir se tiene que 
D(^5,C,) s: D(ABC). 

lema tu. Sean dados dos triángulos rectángulos ABC y A' B'C' , tales que los 
catetos AC y BC del triángulo ABC son mayores que los catetos A'C' y B'C' res- 



24 


Cap. 1. Breve reseña de las invesligaciones 



pectivumente. Entonces, si la suma de los ángulos internos del triángulo ABC es 
igual it dos rectos, también lo será la suma de los ángulos Internos de A' B'C '. 

Para probar esto, traslademos A'B'C' hasta que su vértice C' coincida con C, 
el cateto A ‘C esté sobre el AC, y el B'C' , sobre el cateto BC del triángulo ABC. 
Entonces, en virtud del lema precedente. 

DIA'B'C') sí D(ABC). 

Pero como lientos adoptado D(ABC) = 0 y, por la proposición II, 
D(A'B'C') > 0. de la desigualdad de arriba se deduce que D(A‘B'C') = 0, lo 
cual deseábamos demostrar. 

I.lma iv Si ¡a suma de los ángulos internos de cierto triángulo rectángulo es igual 
a dos rectos, también lo será la de cualquier otro triángulo rectángulo. 

Consideremos dos triángulos rectángulos ABC y A 'B'C'. Supongamos que la 
suma de los ángulos del triángulo A BC es igual a dos rectos. Demostremos que tam¬ 
bién lo será la suma de los ángulos de A B'C'. Si los catetos AC y BC del primer 
triángulo son respectivamente mayores que los catetos A ’C' y B'C' del segundo, la 
afirmación es confirmada por el lema III. Si al menos uno de los catetos de ABC es 
más corto que un cateto de A'B'C'. para probar el lema mostremos que se puede 
construir un nuevo triángulo rectángulo cuya suma de los ángulos sea, como la de 
ABC, igual a dos rectos, y cuyos catetos sean arbitrariamente grandes. Con este fin, 
sobrepongamos al triángulo ABC otro igual a él, de forma que su hipotenusa coinci¬ 
da con la de ABC y que en el cuadrilátero asi obtenido los lados iguales resulten 
opuestos. Denotemos por D el vértice del ángulo recto del nuevo triángulo (fig. 11). 
Como la suma de los ángulos internos de cada uno de los triángulos rectángulos 
ABC y ABDes igual a dos rectos, resulta evidente que todos los ángulos internos del 
cuadrilátero ACBD serán rectos. 

Desplazando ABCD, podemos «pavimentar» el plano con rectángulos iguales, 
tal como se muestra en la fig. II. 

Es fácil ver que la parte del plano indicada en esta figura representa un rectángu¬ 
lo. Dividiéndolo por medio de una diagonal, obtenemos dos triángulos rectángulos 
iguales, cuya suma de ángulos internos es igual a dos rectos. Los catetos de estos 
triángulos, evidentemente, pueden hacerse tan largos como se desee • ) . 

Resulta asi posible construir un triángulo rectángulo cuya suma de ángulos sea 
de dos rectos, y cuyos catetos sean mayores que los del triángulo rectángulo 


• *l Aqui se utiliza el axioma de Arquímedes (véase e! § 4). 
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A'B'C'. De aquí y del lema 111 sigue que la suma de los ángulos del iriángulo rec¬ 
tángulo (arbitrario) A'B'C' es igual a dos recios. 

Ahora, utilizando el ultimo lerna, estamos en condiciones de probar la proposi¬ 
ción enunciada más arriba. 

PROPOSICIÓN III. Si la suma de los ángulos de al menos un triángulo es tguul a dos 
rectos, también lo será la de cualt/uier otro triángulo. 

Sean dados los triángulos ABC, A'B'C', y se sabe que la suma de los ángulos 
de ABC es igual a dos rectos. Mostremos que la suma de los ángulos de A'B'C’ 
también será de dos rectos. 

Tracemos las alturas de los dos triángulos dados. Cada uno de ellos tendrá al 
menos un vértice tal que la altura trazada por el mismo caerá dentro del lado opues¬ 
to. Sin restricción de la generalidad, podemos suponer que tal vértice es A para el 
triángulo ABC y A' para el A'B'C (esto siempre puede conseguirse escogiendo 
adecuadamente la notación). 

Sea P el pie de la altura del (riángulo ABC correspondiente al vértice A , y P ', el 
de la altura de A 'B'C' que corresponde a A'. Según el lema II, 

D(ABP) £ D(ABQ-, 

por hipótesis, D(ABC) = 0, y como, en virtud de la proposición II, D(ABP) ^ 0, 
concluimos que D(ABP) = 0. 

Asi, pues, la sumtf de los ángulos del triángulo rectángulo ABP es igual a dos 
recios. Entonces, por el lema IV, cada triángulo rectángulo tendrá suma de ángulos 
igual a dos rectos. Pero, según el lema I, 

D(A'B'C') = D(A'B'P') + DIB'P'C '); 

como los triángulos A'B'P' y B'P'C' son rectángulos, de lo que acabamos de de¬ 
mostrar se desprende que D(A'B'P') = 0 y D(B'P'C') = 0. 

Por ende, D(A 'B'C') = 0 y, en consecuencia, la suma de los ángulos internos 
de A'B'C' es igual a dos rectos. La proposición queda asi demostrada. 

Una vez establecidas las proposiciones I — III, se puede ¡mentar probar que 
existe al menos un triángulo cuya suma de ángulos internos es igual a dos rectos. Si 
pudiese hacerse esto, entonces, en virtud de la proposición III, cada triángulo 
tendría la suma de sus ángulos internos igual a dos rectos y, por la proposición I, se 
verificaría el V postulado. 



Fig.ll 
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Fig. n 


He aquí un ejemplo de una pscudo-dcinoslración. 

Sea dado un ángulo agudo arbitrario con vértice en el punto O (flg. 12). Tome¬ 
mos en uno de sus lados un punto B, y tracemos por él la perpendicular BA al otro 
lado. Según la proposición II, la suma de los ángulos del triángulo OAB no supera 
dos rectos, es decir, D(OAB) > 0. 

Para conseguir nuestro objetivo basta mostrar que no puede ser D(OAB) > 0, 

Admitiendo lo contrario, pongamos D(OAB) = c > 0. Determinemos sobre el 
lado OA de nuestro ángulo el punto A , de forma que sea OA = AA y Unamos el 
pumo B con el punto A ( y levantemos por A , la perpendicular a la recta OA . Deno. 
temos por B t el pumo de intersección de esta perpendicular con la recta OB. En vir¬ 
tud del lema I, 

D(OA ,B,) = D(OAB) + D(BAA¡) + D{BA { B t ). 

Pero es fácil ver que el triángulo OAB es igual al BAA , y, en consecuencia, 
D(OAB) = D(BAA¿ > e. 

De aquí y de la igualdad precedente sigue que 

D{OA,B t ) ü 2c. 

Fijemos ahora sobre el lado OA el punto A 2 , de forma que sea OA , = A ¡A 2 . Le- 
vantemos por A¡ la perpendicular a OA y denotemos por B¡ el punto de intersección 
de ésta con OB. Por razonamientos análogos a ios precedentes se concluye que 

D{OA 2 B 2 ) 7s 4c. 

Continuando este proceso, obtendremos un triángulo OA n B„, cuyo defecto sa¬ 
tisfará la desigualdad £>(0/l„/j„) ^ 2 n r.. Escogiendo n sulícicnicmcntc grande, 
podremos satisfacer la desigualdad 2”e > x. Sin embargo, el significado mismo de 
la definición de defecto de un triángulo nos dice que éste no puede ser mayor que ir. 

Asi, pues, al admitir que e > 0, hemos llegado a una contradicción. Queda en¬ 
tonces establecido que el defecto del triángulo OAB es igual a 0, es decir, que la su¬ 
ma de los ángulos de este triángulo es igual a dos rectos. Con esto lientos probado, 
asimismo, el V postulado. 

No es difícil percibir el punto débil de este razonamiento. Precisamente, el razo¬ 
namiento seria totalmente riguroso, sise probase que las perpendiculares a la recta 
OA levantadas cu todos los puntos A,, A 2 . etc. deben encontrar a la recta OB. No- 
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sotros, en cambio, hemos utilizado los puntos B¡, B 2 , etc. sin establecer su existen¬ 
cia, confiados en la evidencia. 

Un análisis dctalladó revela que no se puede hacer la demostración de la existen¬ 
cia de los puntos fl,, fi 2 , etc. sin recurrir al V postulado (esto lo discutiremos en de¬ 
talle más tarde). 

De este modo, el razonamiento efectuado sólo descubre un nuevo equivalente 
del V postulado. Por cuanto este resultado será esencial en lo sucesivo, lo enunciare¬ 
mos como una proposición particular. 

PROPOSICIÓN ív. Si existe un ángulo agudo laI que la perpendicular levantada en 
cualquier punto de uno de sus lados corla al otro lado, entonces tiene lugar el V pos¬ 
tulado. 

Es fácil percibir una relación estrecha entre los razonamientos de Legendre y los 
de Sacclieri y Lamben. 

• En efecto, las tres hipótesis de Legendre sobre los posibles valores de la suma de 
los ángulos de un triángulo corresponden a las hipótesis del ángulo obtuso, del recto 
y del agudo de Sacchcri. 

Si se acepta la hipótesis del ángulo obtuso, para algún cuadrilátero de Sacchcri, 
entonces, dividiéndolo por medio de una diagonal, obtendremos dos triángulos, de 
los cuales al menos uno tendrá la suma de sus ángulos mayor que dos rectos. Y, 
recíprocamente, si asumimos que la suma de los ángulos de algún triángulo es ma¬ 
yor que dos rectos, habrá que aceptar la hipótesis de Sacclteri del ángulo obtuso. 

La proposición H viene a expresar así EL carácter contradictorio de la hi¬ 
pótesis DEL ÁNGULO OBTUSO. 

Si suponemos que la suma de los ángulos de un triángulo es menor que dos rec¬ 
tos, resulta evidente que para cada cuadrilátero de Sacclieri habrá que aceptar la hi¬ 
pótesis de) ángulo agudo. Y recíprocamente si aceptamos la hipótesis del ángulo 
agudo al menos para algún cuadrilátero de Saccheri, entonces, dividiéndolo por una 
diagonal en dos triángulos, nos encontraremos con que al menos uno de ellos tiene 
la suma de sus ángulos menor que dos rectos. Pero entonces, como se ve de los razo¬ 
namientos precedentes, cada triángulo tendrá la suma de sus ángulos menor que dos 
rectos y, consecuentemente, los ángulos de la base superior de cada cuadrilátero de 
Saccheri serán agudos. 

Podemos, pues, afirmar que vale la 

PROPOSICIÓN v. Si se acepta la hipótesis de! ángulo agudo para un cuadrilátero 
de Saccheri, será necesario aceptarla para todo otro cuadrilátero de Saccheri. 

Por último, se establece directamente que la hipótesis del ángulo recto de 
Saccheri y lu suposición de Legendre sobre la existencia de un triángulo cuya suma 
de ángulos sea igual u dos rectos, son en igual grado equivalentes a! V postulado. 

A pesar de sus múltiples intentos, Legendre no logró demostrar que no existe 
ningún triángulo cuya suma de sus ángulos sea menor que dos rectos, así como 
Saccheri tampoco consiguió llevar a una contradicción la hipótesis del ángulo agu¬ 
do. Con todo, en la construcción de un sistema de corolarios de las hipótesis que 
rechazan el V postulado, Saccheri y Lamben fueron mucho más lejos que Le¬ 
gendre. 

Cabe observar que las proposiciones I — III eran conocidas ya antes de Le¬ 
gendre. En todo caso, tanto Saccheri como Lambert conocían bien la dependencia 
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exisleme entre el V postulado y la afirmación de que la suma de los ángulos de un 
triángulo es igual a dos rectos. 

Las proposiciones I — III están relacionadas con el nombre de Legendre por 
pura tradición, pues fue él quien las enunció de manera particularmente clara, y és¬ 
tas se hicieron conocidas gracias precisamente a sus trabajos. 


3. N. 1. Lobachevski y su geometría 

5 9. Hasta principios del siglo XIX, ningún inlcnlo de demostrar el V postulado 
fue coronado por el éxito. A pesar de los esfuerzos dedicados por los geómetras du¬ 
rante más de veinte siglos, el problema de fundamentación do la teoría de las parale¬ 
las se hallaba, en esencia, en el mismo nivel que en los tiempos de Euclides. 

Pero ya las primeras décadas del sigio XIX trajeron, al fin, la solución del 
problema del V postulado; sólo que esta solución resultó ser tal que el mundo mate¬ 
mático de la época ni la esperaba ni estaba preparado para ella. 

Los laureles de la resolución de este famoso problema pertenecen al profesor de 
la Universidad de Kazán, Nikolai Ivánovich Lobachevski (1793—1856). En su in¬ 
forme a la Facultad de Física y Matemáticas de la Universidad de Kazán (del 11 de 
febrero de 1826, según el calendario juliano vigente entonces en Rusia) y en las 
obras ■' publicadas a partir de 1829, por primera vez fue formulada de manera pre¬ 
cisa y confirmada la idea de que el V postulado no puede ser deducido de los restan¬ 
tes postulados de la geometría. A fin de probar esto, Lobachevski, conservando las 
premisas básicas de Euclides, a excepción del postulado del paralelismo, admite que 
dicho postulado no llene lugar, y construye un sistema lógico cuyas proposiciones 
son consecuencias de las premisas aceptadas. 

Muchas de las proposiciones obtenidas por Lobachevski se encontraban en los 
trabajos de Saccheri y Lamber! que desarrollaban la hipótesis del ángulo agudo. Es¬ 
to es comprensible, pues la hipótesis del ángulo agudo de Saccheri y las premisas bá¬ 
sicas de Lobachevski son equivalentes. Pero mientras Saccheri se propuso mostrar 
que la hipótesis del ángulo agudo conduce a una contradicción y debe ser descartada 
por inadmisible desde el punto de vista lógico, Lobachevski. al desarrollar el sistema 
de sus teoremas, establece que éste representa una nueva geometría (la llamó «Ima¬ 
ginaria»), la cual, como la euclidiana, no contiene contradicciones lógicas. 

Lobachevski desarrolló la geometría imaginaria hasta llevarla al mismo nivel en 
que se encontraba la de Euclides. En todo esto Lobachevski no encontró contradic¬ 
ción lógica alguna. Sin embargo, él comprendía perfectamente que esto todavía no 
demuestra que la geometría imaginaria es efectivamente no contradictoria pues si 
existen contradicciones, es imposible prever de antemano en qué nivel del desarrollo 
del sistema éstas pueden aparecer. A fin de demostrar la consistencia de su 
geometría. Lobachevski realizó un análisis algebraico profundo de sus ecuaciones 
básicas y dio asi una solución de este problema, satisfactoria en la medida en que era 
posible en aquel tiempo. 

■» Véanse N. I. Lobachevski, Obras Completas (H. H. /loóaneDCKHñ. flonHoe co6patine 
commemitl. T ocTcxtnaaT, M. — H., 1951). El lector puede encontrar detalles sobre la vida y 
obra de N. I. Lobachevski en el libro de V. F. Kagan «Lobachevski». Editorial «Mir», 1985. 
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La demostración de la consistencia de la geometría de Lobachevski a un nivel 
moderno de rigor fue hecha en el siglo XIX, después de establecidos tos principios 
generales de la fundamentación lógica de la geometría. 

Los resultados de las investigaciones de Lobachevski pueden resumirse como si¬ 
gue: 

1. El postulado de las paralelas no es consecuencia necesaria de los restantes pos- 
tulutlos de la geometría (como decimos, no depende lógicamente de ellos). 

2. El V postulado no se desprende de los demás, precisamente porque conjunta¬ 
mente con la geometría de Euclides, en ¡a cual dicho postulado se acepta como ver¬ 
dadero, es posible otra geometría, «imaginaria», en la cual el V postulado no tiene 
lugar. 

Lobachevski era un científico materialisla; en sus obras expresaba sus puntos de 
vista materialistas en forma explícita y perseverante. Él rechazaba de plano la posi¬ 
bilidad de conocimientos a priori y, en particular, la tesis kantiana de que nuestras 
representaciones espaciales son innatas y no tienen un origen empírico. «Los con¬ 
ceptos primarios, a partir de los cuales se desarrolla una ciencia —escribe 
Lobachevski— deben ser claros y reducidos a la mínima cantidad. Sólo entonces és¬ 
tos pueden proporcionar una base sólida y suficiente para la teoría. Tales conceptos 
se adquieren por medio de los sentidos; los conceptos innatos son inaceptables» 
(«Acerca de los principios de la geometría», 1829). 

Lobachevski comprendía de manera profunda y fina la relación entre la 
geometría de Euclides y su geometría no cuclidiana: ambas son lógicamente no 
contradictorias y por esto eslán destinadas al fracaso todas las tentativas de de¬ 
mostrar desde un punto de vista lógico que sólo la primera es la única verdadera; 
ahora bien, el problema de cuál de estas geometrías corresponde mejor a las pro¬ 
piedades del espacio real, es algo que debe decidirse experimentalmente. 

«En mi obra sobre los principios de la geometría —escribe Lobachevski— de¬ 
mostré, basándome en algunas observaciones astronómicas, que en un triángulo cu¬ 
yos lados son del orden de la distancia de la Tierra al Sol, la suma de los ángulos 
puede diferir de dos rectos en no más de 0' ,0003, en segundos sexagesimales de gra¬ 
do. La suposición de la Geometría usual debe, por consiguiente, considerarse como 
demostrada rigurosamente y, al mismo tiempo, debe llegarse a la convicción de que, 
sin recurrir a la experiencia, sería estéril buscar demostraciones de una verdad que 
todavía no se encuentra dentro de nuestra concepción de los cuerpos» («Geometría 
imaginaria», 1835). 

Lobachevski llamaba «usual» a la geometría de Euclides, c «imaginaria» a la su¬ 
ya. Esto, sin embargo, no significa que considerase a su geometría como un sistema 
cerrado, puramente lógico. Por el contrario, veía en ella un instumento útil para el 
análisis matemático, y fue en este plano quien escribió el extenso trabajo «Aplica¬ 
ción de la geometría imaginaria a algunas integrales» (1836). Es interesante destacar 
que en las tablas de integrales definidas de Bierens de Haan (cuya impresión comen¬ 
zó aún en vida de Lobachevski, en 1853, y culminó en 1858) hay más de 200 integra¬ 
les que fueron calculadas y publicadas por Lobachevski •>. En la actualidad se cono- 


" IPa ' a mas d etalles. véanse las Obras Completas de Lobachevski, t. 3, pág. 413. 
(H. M. Jlo6aHeocKHíÍ, flojiHOe co6pau»ie cohhhciihJI, rocTexH3/iaT, M. — JI., 1951 ). 
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cen relaciones profundas entre la geometría de Lobachcvski y diversas ramas de la 
matemática y de la física teórica. 

Las ideas de Lobachcvski paredan paradójicas a los geómetras de su época, y 
siempre fueron recibidas con ironía. Muy pocos estaban en condiciones de 
comprender y apreciar sus trabajos; entre éstos, deben ser destacados C. F. Gauss y 
J. Bolyai, que trabajaban en la teoría de las paralelas en forma independieme entre 
si y con respecto a Lobachcvski. Gauss tenía clara la idea de una nueva geometría; 
sin embargo, no la desarrolló suficientemente, dejando sólo esbozos de algunos te¬ 
oremas más elementales. Ni siquiera llegó a publicar sus puntos de vista sobre los 
fundamentos de la geometría, por temor a ser incomprendido. J. Bolyai editó su 
trabajo tres años después de la primera publicación de Lobachcvski (ignorando su 
existencia). En él, J. Bolyai expuso la misma teoría que Lobachcvski. pero en forma 
menos desarrollada. Al igual que Lobachcvski. Bolyai noobluvo reconocimiento, 
careciendo él mismo de apoyo. 

El mundo científico supo apreciar el significado de las investigaciones de Lo- 
bacltcvskí sólo después de su muerte; este significado es, en verdad, excepcional. 

Antes de Lobachcvski, la geometría euclidiana se consideraba la única teoría 
imaginable del espacio. El descubrimiento de la geometría imaginaria —o, como se 
la llama comúnmente, no euclidiana— destruyó este punto de vista. Esto marcó el 
comienzo de profundas generalizaciones de los enfoques de la geometría y su finali¬ 
dad, que condujeron al concepto moderno de espacio abstracto con sus múltiples 
aplicaciones en la propia matemática y en disciplinas afines. 

La geometría no euclidiana de Lobachcvski fue el primero y decisivo eslabón en 
esta cadena de generalizaciones. 

4. Formación del concepto de espacio geométrico 

§ 10. Sabemos cuán fructífero para las matemáticas fue el período helenístico. 
Los grandes científicos de la Grecia Antigua enriquecieron la ciencia matemática 
con muchos importantes resultados y crearon métodos para su sistematización lógi¬ 
ca. Después de los griegos, un gran aporte al desarrollo de las matemáticas fue reali¬ 
zado por los pueblos de la India, de los países del califato árabe y particularmente 
(del siglo IX al XV) por los pueblos del Asia Media y los transcaucasianos, que de¬ 
sarrollaron los elementos del álgebra y la trigonometría plana. Después, el siglo XVI 
trajo consigo un método esencialmente nuevo de resolución de problemas matemá¬ 
ticos utilizando letras como símbolos. La creación del álgebra simbólica fue en ver¬ 
dad un suceso de importancia primordial, sin el cual habrían sido imposibles los 
progresos ulteriores. Los dos siglos siguientes —el XVII y particularmente el 
XVI11— se distinguieron por un trabajo muy intenso del pensamiento matemático 
y por la formulación de teorías matemáticas nuevas. En esta época fueron creados 
los cálculos diferencial e integral, la invención de la geometría analítica abrió el ca¬ 
mino a la aplicación del álgebra y el análisis a la resolución de problemas geométri¬ 
cos, así como también de numerosos problemas de la mecánica y la astronomía. 

Sin embargo, los enfoques del espacio geométrico y de los conceptos que forman 
la base de la geometría, se encontraban esencialmente iguales que en la época de 
Euclides. Sólo como resultado de los notables progresos del siglo XIX se alcanzó la 
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claridad y, con ella, la amplitud de la concepción de la geometría y de los objetos ge¬ 
ométricos, que caracterizan a la matemática moderna y la diferencian radicalmente 
de la matemática de los tiempos antiguos. 

En el siglo XIX se desarrollaron activamente muchas disciplinas geométricas. 
Destacaremos las tres más importantes: los fundamentos de la geometría, la 
geometría diferencial y la geometría proyectiva. Los caminos por que se desarrolla¬ 
ron estaban inicialmente inuy alejados entre sí, pero a fines del siglo estas disciplinas 
se aproximaron en grado sumo, uniéndose en algunas partes, hasta que su síntesis 
iluminó de manera clara y completa toda una serie de viejos problemas de la 
geometría, y descubrió toda una problemática nueva, que se sigue desarrollando 
aún hoy. 

Los fundamentos de la geometría tienen dos objetivos principales: I) la cons¬ 
trucción lógica de la geometría a base de algunas pocas premisas, llamadas axiomas; 
2) el estudio de la interdependencia lógica entre distintas proposiciones geométricas. 
Como ya sabemos, estos problemas parten de Euclidcs, cuya famosa obra es la pri¬ 
mera que conocemos dedicada a los fundamentos de la geometría. 

Las investigaciones dedicadas a la demostración del V postulado también deben 
ser referidas a los fundamentos de la geometría, pues tenían por finalidad establecer 
la dependencia del V postulado con respecto a otros postulados geométricos. Lo¬ 
bachevski, al establecer la independencia del V postulado, proporcionó el primer re¬ 
sultado fundamental en este campo. Es más, al construir un sistema geométrico di¬ 
ferente del euclidiano, Lobachevski amplió la comprensión del propio significado 
de la geometría y, por ende, de los problemas de su fundamentación. 

Un importante resultado en esta dirección fue obtenido luego por B. Riemann, 
quien en su trabajo «Sobre las hipótesis que se hallan en la base de la geometría» (de 
I854)’ 1 , al desarrollar los principios analíticos de la geometría obtuvo, en particu¬ 
lar, un sistema geométrico que difería tanto del euclidiano como del de Lobachev¬ 
ski, En la geometría de Riemann, una recta se determina por dos puntos; un piano, 
por tres; dos planos se intersecan según una recta,etc., pero por un punto dado no se 
puede trazar ninguna paralela a una recta dada. En particular, en esta geometría va¬ 
le el teorema: la suma de los ángulos de un triángulo es mayor que dos rectos. Ya sa¬ 
bemos que si se conservan todas las premisas de Euclides, excepción hecha del pos¬ 
tulado sobre las paralelas, las dos últimas afirmaciones deben rechazarse por 
contradictorias (véanse los § § 5 — 8). En consecuencia, Riemann, al desarrollar su 
sistema, debió alterar la axiomática cuclidiana aún más que Lobachevski. 

Vemos, así, que i mediados del siglo XIX los fundamentos de la geometría reci¬ 
bieron un impulso muy significativo. Sin embargo, tampoco en esta época fue re¬ 
suelto el problema de una construcción lógica rigurosa de la geometría. 

A fines de los años 60, cuando las ideas de Lobachevski fueron reconocidas, el 
problema de dar una construcción lógica de la geometría fue puesto sobre el tapete. 
Su resolución era, en particular, necesaria para que quedaran totalmente claros los 


•> B. Riemann, Üher die Hypolhesen. welehe der Gcomelrie zu Grunde liegen, Abh. der 
KSniglichen Ges. der Wiss. zu Gótingen, 13, 1866. Hay traducción al español en el apéndice 
del libro «Estado actual, métodos y problemas de la gcomciria diferencial». Edil. Vidal Abas- 
cal, Madrid, 1958. 
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resultados de Lobachevski. En efeclo, su resulfado básico acerca de la independen¬ 
cia del V postulado de los demás postulados de la geometría, no sólo no podía ser 
demostrado con todo rigor, sino que tampoco podía darse por formulado en forma 
precisa, mientras no se conocieran todos los postulados geométricos. 

A fines del siglo XIX se publicaron varios trabajos sobre este problema, pertene¬ 
cientes a matemáticos de primera linea. La más famosa fue la obra de D. Hilbert 
«Fundamentos de la geometría», publicada en 1899. y que obtuvo en 1903 el premio 
internacional N. I. Lobachevski. 

En su libro. Hilbert enuncia un sistema completo de axiomas de la geometría 
euclidiana, es decir, una lista de premisas básicas de las cuales se pueden obtener to¬ 
dos los demás resultados de esta geometría, por medio de deducciones lógicas'*. 
Hilbert establece, asimismo, la independencia de los axiomas más importantes de su 
sistema, con respecto a los restantes, contenidos en éste. 

En los próximos capítulos de nuestro libro se expone la lista de los axiomas de 
Hilbert y se discuten sus relaciones mutuas. Ahora nos detendremos en analizar el 
punto de vista particular con que se consideran hoy en día los conceptos geométri¬ 
cos básicos y los axiomas de la geometría. 

A diferencia de los «Elementos» de Euclides, en las listas modernas de axiomas 
de la geometría euclidiana no hay descripciones de los objetos geométricos. Se supo¬ 
ne únicamente que existen Ires grupos de objetos, llamados «puntos», «rectas» y 
«planos», con respecto a los cuales se verifican ciertas condiciones muy precisas. 

Tales condiciones son: 

1. Entre los objetos denominados puntos, rectas y planos, asi como también 
entre algunos conjuntos de estos objetos (segmentos, ángulos) deben existir deter¬ 
minadas relaciones, que se denotan por los términos «pertenece a», «entre», «con¬ 
gruentes». 

2. Las relaciones indicadas deben satisfacer las condiciones enumeradas en los 
axiomas que siguen a continuación. 

Es claro que los axiomas se componen tomando en estricta consideración el ma¬ 
terial empírico acumulado por la geometría, y de modo que este material pueda ser 
deducido de ellos por medio de razonamientos lógicos. Pero los objetos a que se re¬ 
fieren los axiomas no deben, forzosamente, ser de alguna naturaleza especial ni, di¬ 
gamos, poseer algún aspecto exterior determinado. Las relaciones entre estos obje¬ 
tos tampoco están obligadas a tener algún carácter especial. Tanto unos como otras 
pueden ser escogidas de manera arbitraria, siempre que se verifiquen las condiciones 
impuestas por los axiomas. Tal enfoque de la geometría y sus objetos obedece a dos 
circunstancias: 

1. La geometría opera con conceptos que surgen de la experiencia, como resulta¬ 
do de una determinada abstracción de objetos del mundo real, en la cual se toman 
en consideración sólo algunas propiedades de estos objetos reales; en los razona¬ 
mientos rigurosamente lógicos efectuados al demostrar los teoremas, hay que tratar 
únicamente con estas propiedades de los objetos las cuales son precisamente 


•) Otros autores anteriores a Hilbert también confeccionaron listas completas de axiomas 
de la geometría euclidiana, por ejemplo. M. Pasch (en 1882); pero la lista de Hilbert resultó 
considerablemente mis sencilla que las precedentes 
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aquellas que deben ser destacadas en los axiomas y definiciones; las demás pro¬ 
piedades que estamos acostumbrados a imaginar cuando olmos las palabras «pun¬ 
to», «recta», «plano», no desempeñan ningún papel en la construcción lógica de la 
geometría y no deben ser mencionadas en las premisas básicas de esta ciencia. 

2. Además de la geometría euclidiana, cuyos teoremas-corresponden a nuestra 
idea intuitiva de las propiedades de las imágenes geométricas, existen otros sistemas 
geométricos (el de Lobachevski, el de Riemann), que contradicen la intuición espa¬ 
cial directa. Por esto, en un planteo suficientemente general del problema de funda- 
mentación de la geometría, el propio concepto de objetos geométricos debe ser tan 
general que pueda ser aplicado a todos los casos necesarios. 

De acuerdo con lo que acabamos de exponer, se puede decir que el espacio ge¬ 
ométrico determinado por un sistema dado de axiomas, es el conjunto de objetos, 
llamados elementos geométricos, cuyas relaciones mutuas satisfacen las condiciones 
enunciadas en los axiomas del sistema dado. 

Asi, podemos hablar del espacio de Euclides, entendiendo por esto una colec¬ 
ción de elementos sujetos a las condiciones indicadas en los axiomas de la geometría 
de Euclides, o bien pensar en el espacio de Lobachevski como una colección de ele¬ 
mentos sometidos a los axiomas de la geometría de Lobachevski. 

Pero el propio espacio de Euclides, por ejemplo, puede tener infinitas formas di¬ 
ferentes, según cuáles sean los objetos concretos que se consideran como sus ele¬ 
mentos. Por ejemplo, además de nuestras ideas habituales de puntos, rectas y pla¬ 
nos, podemos convenir en llamar «punto» a cualquier esfera de diámetro fijo d, 
«recta», a cualquier cilindro circular infinito del mismo diámetro d, «plano», a ca¬ 
da porción de espacio comprendida entre dos planos paralelos habituales que distan 
d uno del otro. Las relaciones básicas entre estos objetos pueden definirse como si¬ 
gue. Convendremos en decir que el «punto», representado como la esfera A , perte¬ 
nece a la «recta» representada por el cilindro circular o, si la esfera A está inscrita 
en el cilindro o; diremos que el «punto», pensado como la esfera A , pertenece al 
«plano» representado por la faja espacial a, si la esfera A es tangente a los dos pla¬ 
nos paralelos habituales que delimitan dicha faja. Diremos que el «punto» B se en¬ 
cuentra en la «recta» a entre los «puntos» A y C, si el centro de la esfera que repre¬ 
senta al punto B se encuentra entre los centros de las esferas que representan a A y a 
C. Por último, convendremos en decir que la figura M es igual a, o congruente 
Con, la figura N, si M puede ser superpuesto a N por medio de algún movimiento 
(las figuras Ai y ÍV se suponen formadas por «puntos», «rectas» y «planos» en el 
sentido que les estamos confiriendo ahora). Las relaciones indicadas entre los obje¬ 
tos considerados satisfacen todos los axiomas de la geometría euclidiana. Por esto, 
cada teorema que se pueda deducir de manera lógica de éstos, expresa cierto hecho 
que corresponde a los «puntos», «rectas» y «planos» que acabamos de describir. El 
conjunto de tales «puntos», «rectas» y «planos» con las relaciones mutuas que he¬ 
mos indicado, representa asi una de las formas concretas posibles del espacio de 
Euclides. 

Si elegimos como puntos, rectas y planos otros objetos y definimos sus rela¬ 
ciones mutuas de modo que se cumplan los axiomas de la geometría euclidiana, ob¬ 
tendremos otras formas concretas del espacio de Euclides. A cada forma concreta 
del espacio euclidiano le corresponde una interpretación concreta de los teoremas 
euclidianos. Naturalmente, también la geometría de Lobachevski admite diversas 
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interpretaciones concretas, asi como cualquier otro sistema basado en axiomas (vé¬ 
anse ios §§ 49 — 61, 67, 168 — 171). 

Entonces, al eliminar de la geometría toda referencia a la clara evidencia y al de¬ 
jar sólo su esqueleto lógico, obtenemos la oportunidad de rellenarlo con distintos 
materiales concretos. Por lo tanto, en una construcción lógica abstracta de la 
geometría, no sólo no se pierde la base real, sino que se amplia la posibilidad de las 
aplicaciones geométricas. 

Ahora es sumamente importante destacar lo siguiente: el amplio enfoque de los 
elementos y axiomas geométricos que acabamos de exponer, abre la posibilidad de 
escoger el propio sistema de axiomas con alto grado de arbitrariedad, adaptando es¬ 
ta elección a uno u otro tópico concreto que se desea someter a estudio. Por esta vía, 
el método axiomático se traslada de la geometría a otras ramas de las matemáticas, a 
la mecánica y a la física, y conduce a los espacios abstractos modernos, cuyos ele¬ 
mentos son conjuntos, funciones, transformaciones, etc. Como ejemplo de las apli¬ 
caciones de las ideas geométricas generales, se puede citar el espacio de Minkowski, 
que desempeña un papel importante en la teoría especial de la relatividad. 

La idea de espacio abstracto fue preparada por la evolución de toda la matemáti¬ 
ca del siglo XIX. Dentro de la problemática de los fundamentos de la geometría, es¬ 
ta idea tuvo por fuente directa el descubrimiento de Lobachevski. Pero este des¬ 
cubrimiento tuvo influencia decisiva en el desarrollo de los conceptos geométricos 
también a través de otras disciplinas. 

La consolidación de las ideas modernas del espacio geométrico fue determinada 
en gran medida por el desarrollo de la geometría diferencial. En la memoria de 
Gauss «Investigaciones generales sobre las superficies curvas» (1827) se destacan al¬ 
gunas propiedades particulares de una superficie, que constituyen su geometría in¬ 
terna. Se trata de aquellas propiedades que pueden ser establecidas por medio de 
mediciones que se efectúan dentro de la propia superficie (la fuente práctica de las 
ideas de la geometría interna fue la geodesia). 

En 1868 apareció la obra de Beltrami «Experiencia de la interpretación de la 
geometría no euclidiana», en la cual el autor mostró que la planimetría de Lo¬ 
bachevski puede considerarse, bajo ciertas restricciones, como la geometría interna 
de una cierta superficie. Con esto, la planimetría no euclidiana, conjuntamente con 
la de Euclides, quedaron incluidas en un dominio totalmente concreto de la teoría 
de superficies. 

La intersección de las investigaciones axiomáticas de Lobachevski con los méto¬ 
dos gcométrico-diferenciales de Gauss, aún en el marco bidimensional, contribuyó 
en alto grado a la generalización de los conceptos geométricos. Por cierto, ya en el 
nivel en que se hallaba entonces la matemática, la aplicación de los métodos 
geométrico-diferenciales al estudio de la geometría no euclidiana no podía limitarse 
Jal caso bidimensional. Ya en 1854, en la obra citada de Riemann «Sobre las hipóte¬ 
sis que se hallan en la base de la geometría» se definieron espacios que generalizan 
tanto el euclídeo como el de Lobachevski, asi como también el espacio correspon¬ 
diente a la geometría de Riemann que hemos mencionado al comienzo de esta rese^ 
ña. Estos espacios generales de Riemann se diferencian del euclidiano en el mismo 
grado que una superficie curva arbitraria se diferencia del plano. 

El método puramente analítico que utilizó Riemann para enfocar los problemas 
geométricos, le permitió generalizar el concepto de curvatura de una vez al caso 
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multidimcnsional. Los espacios generales de Riemann resultaron de utilidad para la 
física teórica, y son objeto de estudios intensos aún hoy. 

Aproximadamente en la misma época en que Lobachevski comenzó sus estudios 
sobre las paralelas y en que nació la leona de Gauss de las superficies, surgió una 
nueva disciplina matemática: la geometría proyectiva. Teniendo por campo de ope¬ 
raciones un material bien palpable, la geometría proyectiva parecía al principio muy 
alejada de los complejos problemas de la axiomática. Pero en la década del 70. 
F. Klein propuso una interpretación general de los sistemas geométricos de Eucli- 
des, Lobachevski y Riemann, basada en la geometría proyectiva. (Aquí utilizó Klein 
resultados obtenidos anteriormente por el matemático Cayley). Esta investigación 
de Klein se halla en estrecha conexión con su concepción de la geometría como la 
teoría de los invariantes de un cierto grupo de transformaciones. Este enfoque de 
tcoria de grupos de la esencia de la geometría, enunciado por Klein en su disertación 
«Reseña comparativa de las más recientes investigaciones geométricas», que figura 
en la historia de la ciencia bajo el nombre de «Programa de Erlangcn» f 1872), per¬ 
mitió establecer una determinada clasificación de los sistemas geométricos más im¬ 
portantes y las variedades que estos estudian. 

El material del presente libro está dispuesto de acuerdo con las tres direcciones 
indicadas, en que se desarrolló en el siglo XIX el concepto de espacio geométrico. 

Los capítulos II, III y IV están consagrados a problemas de carácter puramente 
axiomático. 

En los capítulos V y VI se expone la geometría proyectiva y la clasificación de los 
sistemas geométricos desde el punto de vista de la teoría de grupos. 

El capitulo Vil se relaciona en parte con los dos anteriores; aquí se estudia el es¬ 
pacio de Minkowskt. 

En los capítulos VIII y IX se expone el estudio de sistemas geométricos mediante 
métodos de la geometría diferencial. 



Capítulo II 

AXIOMAS 

DE LA GEOMETRÍA ELEMENTAL 
I. Elementos geométricos 

En este capitulo se exponen lox axiomas de Hilbert Conjuntamente con ellos, 
se citan los teoremas principales, de forma que queden suficientemente en claro los 
principios generales que guian el desarrollo lógico de la geometría. 

6 11. En adelante consideraremos tres conjuntos diferentes de objetos; los obje¬ 
tos del primer conjunto se denominan punios, los del segundo, rectas y los del 
tercero, planos. El conjunto de todos los puntos, rectas y planos se denomina es¬ 
pacio. 

Los puntos, las rectas y los planos pueden estar relacionados unos con otros de 
una manera determinada, que se indica por las palabras «pertenece a», «entre», 
«congruentes». Estas relaciones deben satisfacer las condiciones contenidas en los 
axiomas que se enumeran a continuación; por lo demás, la naturaleza de los objetos 
y de las relaciones entre ellos puede ser arbitraria. 

Todos los axiomas se dividen en cinco grupos **>. 

El grupo I contiene ocho axiomas de incidencia. 

El II contiene cuatro axiomas de orden. 

El III, cinco axiomas de congruencia. 

El IV, dos axiomas de continuidad. 

El V, un axioma de paralelismo. 


2. Grupo I. Axiomas de incidencia 

§ 12. Suponemos que las rectas y los planos pueden encontrarse en determina¬ 
das relaciones con los puntos. Si la recta o y el punto A se corresponden, diremos 
también que «a pasa por A»\ «A se encuentra en a»; «A es un punto de la recta o»; 
«A pertenece a la recta a»; «la recta o pertenece al pumo A ». Si al punto A le corres¬ 
ponden varias rectas, diremos también que estas «rectas se corlan en el punto A», o 


•' Los axiomas de Hilbert fueron tomados de la séptima edición de su libro: D. Hilbert, 
Criindlagtrn iler Geomerne, Sicbcntc Aullage, Lpz. — Berl., 1930. 

En la numeración de los grupos nos hemos apartado un tanto de la exposición de Hil¬ 
bert, en la cual el axioma de paralelismo constituye el cuarto grupo, y los de continuidad, el 
quinto. 
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bien que «las recias tienen el punto común A ». Si a la recta a se la han puesto en 
correspondencia dos puntos A, B, diremos que «la recta a une los puntos A, B», o 
bien que «o pasa por A y B», etc. Las condiciones que debe satisfacer esta relación 
se expresan en los axiomas 1,1 — 1,8. 

1.1. Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta a que pasa por cada 
uno de los punios A, B. 

1.2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A , B, existe a lo sumo una recta 
que posa por cada uno de los puntos A, B. 

Estos dos axiomas pueden resumirse como sigue: dos puntos diferentes determi¬ 
nan una y sólo una recta que pasa por ellos. 

1.3. En cada recta hayal menos dos puntos. Existen a! menos tres puntos que no 
pertenecen a una misma recta. 

Con respecto al punto A y al plano a que se hallen en correspondencia, utilizare¬ 
mos también las expresiones: «A pertenece a a»; «A es un punto del plano o»; «a 
pasa por A », etc. 

1.4. Cualesquiera que sean tres puntos A. B. C que no pertenecen a una misma 
recta, existe un plano a que pasa por cada uno de los tres puntos A, B,C. En cada 
plano hay al menos un punto. 

1.5. Sean cuales fueren tres puntos A, B,C que no pertenecen a una misma rec¬ 
ta, existe a lo sumo un plano que pasa por cada uno de los tres puntos A.B.C. 

1.6. Si dos puntos diferentes A. B de la recta o pertenecen al plano a, cada punto 
de la recta a pertenece aI plano a. 

En este caso decimos que «la recta a pertenece al plano a»; «el plano a pasa por 
la recta a», etc. 

1.7. Si dos planos a, 0 tienen un punto común A, tienen al menos otro punto co¬ 
mún B. 

1.8. Existen a! menos cuatro puntos que no pertenecen a un mismo plano. 

En los axiomas de incidencia se hace referencia a relaciones determinadas entre 
elementos geométricos, que se expresan por los términos «el punto pertenece a la 
recta», «el plano pasa por el punto», etc. Aquí no se hace ninguna descripción grá¬ 
fica de las ideas expresadas por estos términos. En los axiomas 1,1 — 1,8 se descrié 
ben únicamente propiedades determinadas que serán necesarias al deducir los teore¬ 
mas ulteriores. 

Las exigencias expresadas en los axiomas 1,1 y 1,2 fueron enunciadas ya por 
Euclidcs en su primer postulado y en su IX axioma. En cuanto a la necesidad del 
axioma 1,3 y de la mayoría de los de este grupo, es poco probable que Euclidcs pu¬ 
diera observarla. 

Claramente, un geómetra que deja en sus razonamientos algún resquicio para la 
intuición geométrica, no se dedicará a postular que en una recta hay al menos dos 
puntos, o que existen tres puntos que no pertenecen a una misma recta, etc. Su clara 
evidencia más bien le dictaría que en una recta existen infinitos puntos. Esto, sin 
embargo, no debe figurar en los axiomas, pues se demuestra más adelante. Aquí se 
deja sentir el deseo de reducir los axiomas al mínimo. 

Con los axiomas 1,1 — 1,8 ya se pueden demostrar algunos teoremas, por 
ejemplo, los siguientes: 

teorema l . Dos rectas diferentes tienen a lo sumo un punto común; dos planos o 
bien no tienen puntos comunes, o bien poseen toda una recta común, en la cual se 
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encuentran todos los punios comunes de ambos; un plano y una recta que no le per¬ 
tenece tienen a lo sumo un punto común. 

La demostración de la primera afirmación se obtiene como consecuencia del 
axioma 1,2. 

DEMOSTRACIÓN DE la SEGUNDA AFIRMACIÓN. Supongamos que dos planos a y B 
tienen un punto común A. Según el axioma 1,7, estos planos o y /3 tienen otro punto 
común B. La recta a que une A yfl está formada, según el axioma 1,6, por puntos co¬ 
munes de los planos ayff.o sea, todo punto perteneciente a a es un punto común de 
txyf). Pero, además, la recta a contiene todos los puntos comunes de ambos planos. 
En efecto, supongamos que a y (3 poseen además un punto común C, que no pertene¬ 
ce a la recta a. Del axioma 1,5 sigue entonces que los planos a y 0 no pueden ser dife¬ 
rentes, pues contienen tres puntos comunes que no están sobre una misma recta. 

La demostración de la tercera afirmación se desprende del axioma 1,6. 
teorema 2 Por una recta y un punto que no le pertenece, asi como también por 
dos rectas con un punto común, pasa un plano y sólo uno. 

demostración. Sean dados la recta a y el punto A, fuera de ella. Según el 
axioma 1,3, sobre la recta a existen dos puntos B y C. De la hipótesis y del axioma 
1,2 sigue que los puntos A, B, C no están sobre una misma recta. En virtud del 
axioma 1,4, existe un plano a que pasa por A, B, C. Por el axioma 1,6, el plano a 
pasa por la recta a. No puede haber ningún otro plano que pase por ay A ; en efecto, 
si existiese otro plano a' que pasase por a y A, tendríamos dos planos distintos a y 
a' que pasarían por A, B, C, lo cual contradice el axioma 1,5. 
teorema 3. Cada plano contiene al menos tres puntos. 
demostración. Sea dado un plano a. En virtud del axioma 1,4, el plano a con¬ 
tiene algún punto A. Por el axioma 1,8, existe un punto B que no pertenece a a. Se¬ 
gún el axioma 1,3, hay otro punto C que no pertenece a la recta AB. El plano A BC y 
el plano a tienen el punto común A; del axioma 1,7 sigue que estos planos tienen 
otro punto común D más. De este modo, en el plano a, además del punto A, nece¬ 
sariamente hay segundo punto D. De acuerdo con el axioma 1,8, existe un punto E, 
no perteneciente al plano ABD. Por el axioma 1,4, el plano A BE existe, y es diferen¬ 
te de ABO. Recurriendo nuevamente al axioma 1,7, concluimos que los planos,4 
y a tienen algún punto común F(que además, según el axioma 1,6, no está sobre la 
recta AB). Como DyFno pertenecen a la recta AB, concluimos, en virtud de la se¬ 
gunda afirmación del teorema 1, que estos puntos no pueden ser comunes a los pla¬ 
nos ABD y ABF\ de aquí sigue que D y F son diferentes. Por ende, en el plano a 
existen tres puntos: A, D y F. 

Hemos hecho estas demostraciones con todo detalle a fin de que el lector pueda 
formarse una idea de cómo se efectúa el desarrollo lógico de la geometría elemental 
a base de los axiomas adoptados. En los razonamientos quedan totalmente 
excluidas las referencias a un dibujo y a la clara evidencia; cada afirmación se fun¬ 
damenta refiriéndonos bien a los axiomas, bien a los teoremas demostrados con an¬ 
terioridad. 

Los axiomas 1,1 — 1,8 permiten demostrar sólo algunos resultados geométricos. 
En particular, éstos todavía no implican que el conjunto de elementos geométricos 
es infinito (para más detalles, véase el § 70). 
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3. Grupo II. Axiomas de orden 

§ 13. Suponemos que un punto sobre una recta puede encontrarse en determina¬ 
da relación con otros dos puntos de la misma recta; esta relación se denotará por el 
término «se encuentra entre». 

Esta relación debe verificar los siguientes axiomas. 

11.1. Si el punto B se encuentra entre el punto Ay el C, entonces A, B y C son 
puntos diferentes de una misma recta, y B se encuentra, asimismo, entre Cy A. 

11.2. Cualesquiera que sean ¡os puntos A y C, existe al menos un punto B sobre 
¡a recta A C tal que C está entre A y B. 

11.3. Entre tres puntos cualesquiera de una recta, a lo sumo uno de ellos puede 
encontrarse entre los otros dos. 

Los axiomas II,I — 11,3 se denominan axiomas de orden lineal. 

definición 1 . Un par no ordenado de puntos A y B se llamará segmento y se de¬ 
notará AB, o bien BA. Los puntos que se encuentran entre A y B se llamarán puntos 
interiores, o simplemente puntos del segmento AB; los puntos A y B, extremos del 
segmento. Los demás pumos de la recta AB se denominarán puntos exteriores del 
segmento AB: 

observación. En los axiomas II. 1 — 11,3 no se afirma que entre dos puntos Ay 
B existan otros puntos; por ende, de estos axiomas no queda claro a primera vista 
que cada segmeftto tenga puntos interiores; con lodo, del axioma 11,2 si sigue qqe 
cada segmento tiene puntos exteriores. 

Además de los axiomas de orden lineal 11,1 — 11,3, el grupo II contiene el si¬ 
guiente, que se refiere a la disposición de elementos geométricos en el plano. 

11,4 (axioma DE PASCH). Sean A , B, C tres puntos que no pertenecen a una mis¬ 
ma recta, y a, una recta en el plano ABC, que no contiene ninguno de los puntos A, 
B, C. Entonces, si la recta a pasa por algún punto del segmento AB, también pasaré 
o bien por algún punto del segmento AC, o bien por alguno del segmento BC. 


4. Consecuencias de los axiomas de incidencia 
y de orden 

§ 14. Los axiomas de incidencia y de orden permiten ya demostrar muchos 
hechos imporlantes de la geometría. 

Ante todo, expondremos dos teoremas que complementan de manera natural las 
afirmaciones de los axiomas II,I — 11,3. 

teorema 4. Cualesquiera que sean los diferentes puntos A y C, existe al menos 
un punto D en la recta AC, que se encuentra entre A y C. 

demostración. Por el axioma 1,3, existe un punto £ fuera de la recta AC; en 
virtud del axioma 11,2, sobre la recta AE habrá algún punto Ftal que £ sea un punto 
del segmento A£(fig. 13). Por el mismo axioma 11,2, en la recta FC habrá un punto 
G tal que C esté entre £ y G. Del axioma 11,3 sigue entonces que G no está entre F y 
C, es decir, no pertenece al segmento FC. En virtud del axioma de Pasch 11,4, la rec¬ 
ia EG debe intersecar al segmento AC o al FC. Pero EG no puede intersecar al seg¬ 
mento FC, pues en tal caso de los axiomas de incidencia 1,1 y 1,2 seguirla de inme¬ 
diato que todos los puntos considerados están sobre una misma recta, mientras que 
sabemos que ya A , C y £ no están sobre una recta. Por consiguiente, la recta EG 
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corla al segmento AC en algún pumo D. Queda asi demostrada la existencia de al¬ 
gún pumo D entre los punios A y C. 

teorema 5. Entre tres diferentes puntos A, tí. C de una misma recta, siempre 
existe uno que se encuentra entre los otros dos. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que A no está entre tí y C, ni Centre A y tí. Por el 
axioma 1,3, existe algún pumo D que no está sobre la recta AC. Unamos este punto 
con el pumo tí por medio de una recta (fig. 14); en virtud del axiotna 11,2, sobre la 
recia BD existe un pumo G lal que D está entre ByG. Aplicando el axioma 11,4 (de 
Pasch) al triángulo tíCG y a la recta AD, hallamos que esta recta interseca a la CG 
en algún pumo E, situado entre C y G. De la misma manera se establece que las rec¬ 
tas CDyAG se intersecan en algún pumo Centre A y G. Aplicando nuevamente el 
axioma de Pasch 11,4 al triángulo AEG y la recta CF, hallamos que D está entre A y 
£, y del mismo axioma, ahora aplicado al triángulo AEC y la recta BG obtenemos, 
por último, que B está entre Ay C (por cuanto G no está entre EyO. 

El axioma 11,2, unido al teorema 4, y el 11,3, conjuntamente con el teorema 5, 
permiten enunciar los dos teoremas que siguen; 

A) Cualesquiera que sean dos diferentes puntos A y C, existen puntos interiores 
del segmento AC y puntos de la recta A C que están fuera de este segmento. 

B) Dados tres puntos (diferentes) sobre una recta, hay siempre uno de ellos, y só¬ 
lo uno, que está entre los otros dos. 

Ahora estamos en condiciones de presentar un complemento importante del 
axioma de Pasch, que enunciaremos como el siguiente 

teorema sa. Si los puntos A, tí, C no están sobre una misma recta, y si alguna 
recta a interseca dos cualesquiera de los tres segmentos AB, BC, AC, entonces ésta 
no corla al tercer segmento •*. 

Haremos la demostración por reducción al absurdo. Supongamos que la recta a 
corta cada segmento A tí, BC, AC en los puntos P, Q, R respectivamente, y mostre¬ 
mos que esta suposición lleva a un absurdo. Ante todo, es claro que el punto tí no 
está sobre la recta PQ (de otro modo todos los puntos A, tí, C estarían en la recta 

PQ>- 


*> Cuando decimos que la recta corta al segmento, sobreentendemos que ésta contiene al¬ 
gún punto interior del segmento. 
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A continuación, concluimos que el punto R está fuera del segmento PQ, pues en 
caso contrario la recta A C, al cortar el lado PQ del triángulo PQB, tendría que cor¬ 
tar también el lado BQ. por el axioma de Pasch, es decir, el punto C estarla entre B y 
Q, contra lo supuesto (según la hipótesis Q está entre B y C, y como de tres puntos 
dados sólo uno de ellos está entre los otros dos, esto elimina la posibilidad de que C 
esté entre B y Q). En forma totalmente análoga se muestra que P está fuera del seg¬ 
mento QR, y que Q está fuera de PR. Nos queda una contradicción con el teorema 
B, con lo cual hemos demostrado el teorema. 

Para lo que sigue necesitaremos dos temas. 

lema i . Si B está en el segmento ACyCenel BD, enionces ByC están en el seg¬ 
mento AD. 

demostración. Partiendo de los axiomas 1,3 y 11,2, escojamos un punto E que 
no esté sobre la recta AB, y en la recta EC, un punto F tal que £ se encuentre entre C 
y F (fig. 15). Como B está en el segmento A C, aplicando al triángulo AEC y la recta 
FB el axioma 11,4, concluimos que la recta FB tendrá que intersecar o bien al seg¬ 
mento AE, o bien al EC. Como el punto E está entre fyC, por el axioma 11,3 el 
punto Fno puede estar entre E y C. En consecuencia, la recta FB tiene que interse¬ 
car al segmento AE. Aplicando el axioma 11,4 al triángulo FBC y la recta AE, y uti¬ 
lizando nuevamente el axioma 11,3, vemos que el punto de intersección del segmen¬ 
to AE y la recta FB está entre los puntos FyB. Sea C este punto de intersección. En 
forma análoga se demuestra (aplicando el axioma 11,4 al triángulo GBD y la recta 
CF y utilizando después el axioma 11,3) que la recta CF corta al segmento CD en al¬ 
gún punto H. Como H debe estar en el segmento GD, y E, por el axioma 11,3, no 
pertenece al segmento AG, entonces, en virtud del axioma 11,4, la recta EH tendrá 
un punto común con el segmento AD, es decir, Cestá en el segmento AD. En forma 
totalmente análoga se puede demostrar que también B pertenece a este segmento. 

lema 2 . Si C está en el segmento ADyBenelAC, entonces B se encuentra asi¬ 
mismo en el segmento AD, y C, en el BD. 

DEMOSTRACIÓN. Fijemos un punto G fuera de la recta AB y escojamos luego un 
punto F de modo que G se encuentre en el segmento BF(fig. 16). Como consecuen¬ 
cia de los axiomas 1,2 y 11,3, la recta CF no tiene puntos comunes ni con el segmento 
AB, ni con el BG; pero entonces, en virtud del axioma 11,4, tampoco tendrá puntos 
comunes con el segmento AG. Pero como C está en el segmentólo, entonces, apli¬ 
cando el axioma 11,4 al triángulo A GD vemos que la recta CF debe intersecar al seg¬ 
mento GD en algún punto H. De aquí y nuevamente del axioma 11,4 aplicado al 
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triángulo BCD sigue que la recta FH interseca al segmento BD. Vemos, asi, que C 
está en el segmento BD. 

La primera afirmación del lema 2 sigue entonces del lema 1. 

Ahora resulta fácil demostrar el siguiente teorema importante: 

teorema 6 . Entre dos diferentes puntos cualesquiera de una recta existe un con¬ 
junto infinito de puntos de ésta. 

demostración. Sean A. B dos puntos de la recta a. En virtud del teorema 4. 
entre A y B existe algún punto C; por el mismo teorema, entre A y C existe algún 
punto D. Por el lema 2, el punto D está asimismo entre Ay By, consecuentemente, 
A, B,C, D son puntos diferentes de la recta a. Análogamente se puede afirmar que 
entre Ay D hay un punto E, y que éste se encuentra asimismo entre Ay Cy entre A 
y B, de forma que los puntos A, B, C, D, E son distintos. 

Continuando el mismo razonamiento, obtenemos que entre A y B hay conjunto 
infinito de puntos C, D, E ,... , probando asi el teorema. 

Obsérvese que de los lemas 1 y 2 se desprende la siguiente proposición: 

Supongamos que cada uno de los puntos CyD está entre los puntos A y B. En¬ 
tonces, si el punto Ai está entre CyD, también estará entre A y B. 

En efecto, de acuerdo con el teorema B (pág. 40), de los tres puntos A, C, D uno 
y sólo uno está entre los otros dos. Pero A no puede estar entre CyD, pues esto 
contradiría el lema I. Supongamos, por ejemplo, que C está entre A y D (en caso 
cbntrario cambiamos la notación de los puntos C y D). Entonces la disposición de 
los puntos D, Ai. C, A satisface las mismas condiciones que la de los puntos A, B, 
C, Den el enunciado del lema 2. Por esto, en virtud de este lema el punto M está 
entre A y D. Ahora podemos afirmar que también la disposición de los puntos A, 
Ai, D, B satisface las mismas condiciones que la de los puntos A, B,C,D del mismo 
lema. En virtud del último, Ai estará entre A y B. cosa que se quería establecer, 

Queda, asi, demostrado el siguiente 

TEOREMA 7. Si los puntos Cy D están entre ¡os puntos A y B. todos los puntos del 
segmento CD pertenecen al segmento AB. 

definición 2 . En este caso se dice que el segmento CD está dentro del AB. 

Del lema 2 sigue de inmediato el 

teorema 8. Si el punto C está entre los puntos A y B, todos los punios del seg¬ 
mento AC pertenecen al AB. 

De igual modo es fácil deducir (por reducción al absurdo), del lema 2 (tomando 
en consideración el axioma 11,3), el 

teorema 8a Si el punto C está entre los puntos Ay B, ningún punto del segmen¬ 
to AC puede ser punto del segmento CB. 

Resulta un tanto más difícil la demostración del 

TEOREMA 8b. Si Cesta entre Ay B, cada punto del segmento AB, diferente de C, 
pertenece o bien al segmento AC, o bien al CB. 

demostración. Supongamos que el punto Ai pertenece al segmento AB y no 
coincide con C. Supongamos, asimismo, que Ai no pertenece ni al segmento AC, ni 
al CB. Entonces o bien Cestá entre A y Ai. o bien A entre C y Ai. Si C está entre A y 
Ai, por cuanto Ai está entre Ay B concluimos, basándonos en la segunda afirma¬ 
ción del lema 2, que Ai está entre Cy B, contra lo supuesto. Si A está entre Cy M, 
entonces, como C está entre Ay B concluimos, por el lema 1, que A está entre Ai y 
B; consecuentemente, Ai no puede estar entre A y B. Nuevamente llegamos a una 
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contradicción con lo asumido; hemos demotrado, asi, el teorema, por reducción al 
absurdo. 

Los teoremas 8, 8a,- 8b nos permiten afirmar que el conjunto de puntos inte¬ 
riores del segmento /Ifl.^in contar al punto C, es la unión de! conjunto de puntos 
interiores del segmento AC y del de puntos interiores del segmento CB, y que estos 
dos últimos conjuntos no tienen puntos comunes. 

definición 3. Sea O un punto de la recta a, y A y B, otros dos puntos diferentes 
de la misma. Si O no está entre Ay B, diremos que los puntos A y B están sobre a a 
un mismo lado del punto O. Si O está entre A y B, diremos que los puntos A y B es¬ 
tán sobre la recta o en lados diferentes con respecto al punto O. 

teorema 9 . El punto O de Io recta a divide todos los demás puntos de ésta en dos 
clases no vacias, de modo que dos puntos cualesquiera de a pertenecientes a la mis¬ 
ma clase están a un mismo lado de O, mientras que dos puntos pertenecientes a dis¬ 
tintas clases se encuentran en lados diferentes con respecto a O. 

Para probar esta afirmación, debemos fijar sobre la recta a un punto arbitrario 
A, diferente de O, y poner en una clase todos los puntos que se encuentran con A a 
un mismo lado del punto O, y en la otra, todos los pumos que se encuentran con A 
en distintos lados con respecto a O. Luego de esto, debe demostrarse que I) cada 
clase es no vacia; 2) cada punto de la recta, a excepción de O, cae en una clase y sólo 
en una; 3) si M y N son puntos de una misma clase, O no pertenece al segmento MN\ 
4) si M y N son puntos de clases diferentes. O pertenece al segmento MN. 

Las demostraciones se obtienen sin dificultad utilizando los teoremas 8, 8a, 8b. 

definición 4. Decimos que un punto O de una recta o, conjuntamente con algún 
otro punto A de la misma, determina la semirrecta o el rayo O A ; los puntos que es¬ 
tán del mismo lado que A con respecto a O se llaman puntos de la semirrecta O A ; el 
punto O, origen de la semirrecta O A. 

Si A' es un punto de la semirrecta OA, las semirrectas OA y OA ' son idénticas, 
en el sentido que cada punto de la semirrecta OA' es un punto de la semirrecta OA, 
y recíprocamente. 

Del teorema 9 sigue que cualquiera que sea el punto O de la recta a, éste determi¬ 
na exactamente dos semirrectas sobre a, con origen común O. 

Todo lo expuesto permite considerar el conjunto de puntos de cada recta como 
un conjunto ordenado de determinada manera. 

Como se sabe, un conjunto se llama ordenado si en él se han definido los con¬ 
ceptos «preceder a» y «seguir a», de forma que dados dos elementos diferentes 
cualesquiera x, y, un determinado precede al otro; en tal caso se dice que el segundo 
sigue al primero. Además, debe verificarse la condición de transitividad: si x, y, z 
son tres elementos y x precede ay ey precede a z, entonces x precede az. 

El conjunto de los números reales, por ejemplo, puede ser ordenado «según la 
magnitud», diciendo que o precede a f> si, y sólo si, a < b. 

Sea a una recta arbitraria, y O, un punto sobre a. Consideremos una de las dos 
semirrectas que tienen origen común en O. Diremos que el punto A de esta semirrec¬ 
ta precede al B, si A pertenece al segmento OB. 

Del lema 2 sigue inmediatamente que si A precede aflyfl precede a C, entonces 
A precede a C. Con esto quedan ordenados de manera bien definida los puntos de 
cada semirrecta. 

Convendremos ahora en llamar primera a una de las dos semirrectas con origen 
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común O y definiremos el orden de los punios en toda la secta a por las siguientes 
condiciones: 

1) Sean Ay B dos puntos de la primera semirrecta. Entonces A precede a B en la 
recta o, si B precede a A en la primera semirrecta. 

2) Todos los puntos de la primera semirrecta preceden, en la recta a, al punto O. 

3) Todos los puntos de la primera semirrecta preceden, en la recta c, a los de la 
segunda. 

4) El punto O precede en la recta a a los puntos de la segunda semirrecta. 

5) Sean Ay B dos puntos de la segunda semirrecta. Entonces A precede a B en la 
recta a, si A precede a B en la segunda semirrecta. 

Cualesquiera que sean dos puntos de la recta a, las condiciones 1 — 5 determi¬ 
nan uno de ellos como precedente del otro. 

La condición de transitividad será verificada en nuestro caso. 

En efecto, sean A, B,C tres puntos de la recta a, de manera que, en el sentido de 
las condiciones I — 5, A precede aSyS precede a C. Mostremos que estas mismas 
condiciones definen a A como precedente de C. 

Si los tres puntos están sobre una de las dos semirrectas con origen común O, es¬ 
to sigue del lema 2. como ya observamos arriba. 

Si A está en la primera semirrecta y B en la segunda (o bien coincide con el punto 
O), entonces C será indispensablemente un punto de la segunda (de otra forma 
habría una contradicción con la condición 3, o bien con la 2). En tal caso, A prece¬ 
de a C, de acuerdo con la condición 3. 

Si A y B están en )a primera semirrecta, y C en la segunda, o bien coincide con 
O, entonces A precede a C en virtud de la condición 3, o bien de la 2. 

Toda otra hipótesis sobre la disposición de los puntos A. B, C contradirá las 
condiciones 1—5. 

Con esto queda demostrada la propiedad de transitividad. 

Si intercambiamos la primera semirrecta con la segunda e imponemos nueva¬ 
mente las condiciones 1—5, obtenemos un nuevo orden de puntos sobre la recta a, 
que viene a ser opuesto al inicial, en el sentido que si el punto A precede al B en el 
primer orden, entonces B precede a A en el segundo. 

Sea O' un punto de la recta a, diferente del punto O. Escogiendo una de las dos 
semirrectas con origen común O'como primera, podemos, recurriendo nuevamente 
a las condiciones I — 5, definir un cierto orden de puntos de la recta o. Este orden 
coincidirá con uno de ios dos obtenidos antes, partiendo de la elección de! punto O 
(omitimos la demostración). Así. independientemente de la elección del punto O, 
las condiciones 1 — 5 definen completamente dos órdenes posibles de disposición 
de los puntos de la recta a, siendo uno el opuesto del otro. 

Diremos que. al escoger uno de estos órdenes, definimos un sentido sobre la rec¬ 
ta. 

Partiendo de la definición de orden de puntos sobre una recta es fácil observar lo 
siguiente: si el punto B está entre Ay C, entonces o bien A precede a B y B a C,o 
bien Cprecede a By B a A; reciprocamente, si A precede a B y B a C,o bien si C 
precede a B y B a A, entonces B se encuentra entre A y Ó. 

Dicho de otro modo, el orden de puntos sobre una recta se define de manera tai 
que la posición de B entre A y C en el sentido de este orden equivale a la ubicación 
de B entre A y C en el sentido original, establecido en el § 13. 
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§ 15. Las proposiciones precedentes tenfan que ver con la disposición de punios 
sobre una recia. Ahora indicaremos una serie de proposiciones que caracterizan las 
particularidades en la disposición de puntos en el plano y en el espacio. 

teorema io. Cada reda a, situada en un plano a, divide los puntos de este plano 
que no le pertenecen, en dos clases no vacias, de manera tal que dos puntos cuales¬ 
quiera A y B de clases diferentes determinan un segmento AB_ que contiene algún 
punto de la recta a , mientras que dos puntos arbitrarios A y a' de una misma clase 
determinan un segmento A A', dentro del cual no hay ningún punto de a. 

demostración Fijemos en el plano a un punto arbitrario Pque no esté sobre la 
recta a, y pongamos en la primera clase cada punió A del plano que no pertenezca a 
a y sea tal que el segmento PA no contenga puntos de la recta a; pongamos, ade¬ 
más, al propio punto P en la primera clase (fig. 17). En la segunda clase pondremos 
cada punto B que no esté sobre a y sea tal que el segmento PB contenga algún punió 
de la recta a. Entonces 

1) Cada clase es no vacía. En efecto, si Q es algún punto de la recta a, en virtud 
del axioma 11,2 sobre la recta PQ habrá algún punto R tal que Q esté entre P y R ; 
consecuentemente, R estará en la segunda clase. Por otra parte, la primera clase 
contiene, por ejemplo, el punto P. 

2) Cada punto del plano a (a excepción de los puntos de la recta a) caerá en una 
clase, y sólo en una. En efecto, dentro de cualquier segmento o bien hay algún pun¬ 
to de a, o bien no hay ninguno. 

3) Dos puntos arbitrarios A y A ' de la primera clase determinan un segmento 
AA ’ que no contiene en su interior ningún punto de la recta a. 

Efectivamente, si el segmento AA ' contiene algún punto de la recta a, entonces, 
si suponemos que P, A, A ' no están sobre una recta, por el axioma de Pasch 11,4 
uno de los dos segmentos PA, PA' tendrá que contener un punto de la recta o, en 
contradicción a la hipótesis; si. en cambio, P,A,A‘ están sobre la recta, llegaremos 
a una conclusión análoga basándonos en los teoremas B y 8, cuando P no pertenece 
al segmento A A ', o bien basándonos en el teorema 8b, cuando P pertenece al seg¬ 
mento AA'. 

4) Dos puntos cualesquiera B y B' de la segunda clase determinan un segmento 
BB' en cuyo interior no habrá ningún punto de la recta a. 
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La demostración se hace utilizando el teorema 5a, en el caso que P, B, B' no es¬ 
tén sobre una misma recta, y el teorema B junto con el 8a, cuando P, B, B' estén 
sobre una misma recta. 

5) Dos puntos cualesquiera A y B de clases diferentes determinan un segmento 
AB en cuyo interior habrá algún punto de la recta a. 

En efecto, según la hipótesis, el segmento PB contiene un punto de la recta a. Si 
P, A , B no están sobre una misma recta, en virtud del axioma de Pasch, o bien PA , 
o bien AB contendrá algún punto de la recta a\ pero el segmento PA no puede ser, 
por hipótesis. En consecuencia, el segmento AB contendrá algún punto de la rec¬ 
ta o. • 

Si, en cambio, P, A. B están sobre una sola recta, se llega a la misma conclusión 
utilizando el teorema B y los teoremas 8 y 8b. 

OBSERVACION. Es fácil mostrar que 1) cada clase contiene un número infinito de 
puntos (para demostrarlo se puede recurrir al teorema 6); 2) si P' es un punto cual¬ 
quiera de la primera clase y si todos los puntos del plano están nuevamente dispues¬ 
tos en dos clases de manera análoga a como lo hicimos arriba, cambiando P por P ', 
se obtendrán las mismas clases que antes; 3) si se sustituye el punto P por algún pun¬ 
to de la segunda clase, esto conducirá sólo a un cambio en la numeración de las cla¬ 
ses. 

DEFINICIÓN s. Utilizando las notaciones del enunciado del teorema 10, diremos 
que los puntos A y A' están en el plano a a un mismo lado de la recia a, mientras 
que los puntos Ay B están en el plano a en lados diferentes con respecto a la reda a. 

TEOREMA 11 . Cada plano a divide los puntos del espacio que no le pertenecen en 
dos clases no vacías, de manera tal 'que dos puntos cualesquiera A y B de clases dife¬ 
rentes determinan un segmento AB dentro del cual hay algún punto del plano a, 
mientras que dos puntos arbitrarios A y A' de una misma clase determinan un seg¬ 
mento A A' libre de puntos de a. 

DEFINICIÓN 6. Diremos que los puntos A y A' están en el espacio a un mismo la¬ 
do del plano a, mientras que A y B están en lados opuestos con respecto al plano a. 

No haremos la demostración del teorema II; nos limitaremos a observar que, 
aunque se refiere a la geometría del espacio, para su demostración no se necesitan 
nuevos axiomas de orden, aparte de los ya introducidos, II, I — 11,4, que se refieren 
a puntos sobre una recta y sobre un plano. 

Los axiomas del segundo grupo fundamentan los importantes conceptos de or¬ 
den de puntos sobre una recta, de la ubicación «a un mismo lado», o «en lados dife¬ 
rentes», etc. De lodos ellos, el concepto básico es el expresadb por el término «se en¬ 
cuentra entre»; todos los demás derivan de él. 

Utilizando los axiomas 11,1 — 11,4 se definen de manera natural una quebrada, 
un triángulo, un polígono, en general; se demuestra que un polígono simple divide 
el plano en dos regiones; sin embargo, de estos axiomas aún no sigue, por ejemplo, 
que el conjunto de los elementos de la geometría es innumerable (a este respecto, vé¬ 
ase el cap. IV, § 72). 

5. Grupo III. Axiomas de congruencia 

§ 16. Suponemos que un segmento se puede encontrar en una relación determi¬ 
nada con otro (o consigo mismo), que denotaremos con el término «congruente», o 
bien «Igual». La relación de congruencia debe satisfacer los siguientes axiomas. 
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111 . 1 . Si A, B son dos pumos sobre ¡a recta a, y A' es un pumo de la misma rec¬ 
ia, o bien de otra recia a', siempre se puede encontrar, a un lado prefijado de A ' 
sobre la recia a', un punto B', y sólo uno, lal que el segmento A B es congruente al 
A'B'. 

Tal relación entre los segmentos AB y A'B' se denota así: 

AB o A'B'. 

Para cada segmento AB se exige la congruencia 

AB s BA. 

La primera parte de este axioma se expresa más concisamente así: cada segmento 
puede ser aplicado de manera univoca sobre cada recta a un lado prefijado cual¬ 
quiera de cualquier punto dado de ésta (fig. 18 ). 

111.2. Si los segmentos A'B’ y A'B" son congruentes al mismo segmento A B, 
entonces A'B’ es congruente al segmento A’B", es decir, si 

A'B’ a AB y A’B’ a AB, 

entonces lambitn 

A'B' = A’B’. 

De los axiomas III,1 y 111,2 sigue quesMfi = A' B' .entonces A B b B'A'. En 
efecto, de las dos relaciones 

AB a A'B', B'A' a A'B' 

(la segunda de las cuales está asegurada por el axioma III, 1) concluimos, basándo¬ 
nos en el axioma 111,2, que AB a B'A'. 

De aqui y del axioma 111,1 deducimos el 

corolario. Cada segmento es congruente consigo mismo, es decir, 

AB h AB, AB a BA. 

En efecto, la relación AB b BA se exige en el axioma 111,1, y a base de lo ex¬ 
puesto, de,4fl 3 BA sigue que AB a AB. 

Seguidamente, podemos establecer la proposición: si AB a A'B', entonces 
A'B' <b AB, es decir, la relación de congruencia de segmentos es simétrica. 

En efecto, tenemos que A'B' a A B '; si, además, se da que/lfi ra A'B',de 
ambas relaciones y el axioma 111,2 se desprende la congruencia A 'B‘ a AB. ' 
Demostremos, por último, que si 

AB e A'B' y A'B’ a A'B’, 
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entonces asimismo 


AB m A’B", 


es decir, ¡a relación de congruencia entre segmentos tiene propiedad de transilivi- 
dad. 

Para demostrarlo, basta observar que, a base de la discusión precedente, de las 
dos relaciones AB ° A'B', A'B' => A’B’ siguen las relaciones 
ABaA'B', A'B' = A'B', 

después de lo cual la congruencia AB s A’B" queda ya asegurada por el 
axioma 111,2. 

Asi, pues, los axiomas III, 1 y III, 2 permiten establecer que: I) cada segmento es 
congruente consigo mismo, 2) en las relaciones de congruencia de segmentos el or¬ 
den de los punios que los definen es indiferente *\ 3) la relación de congruencia de 
segmentos es simétrica y transitiva. 

Para obtener deducciones más jugosas son necesarios nuevos axiomas. 

II1 ,3. Sean AB y BC dos segmentos sobre la recta a, sin puntos interiores comu¬ 
nes y sean, además, A'B' y B'C' dos segmentos sobre la misma recta, o biensobre 
otra a', que tampoco poseen puntos interiores comunes. Si 


AB B A’B' y BC s B'C, 

entonces 

AC a A'C' 

(fig. 19). 

definición 7. Un par de semirrectas h, k que tienen el mismo origen O y no per¬ 
tenecen a una misma recta se llama ángulo. Para denotar este ángulo se utilizan los 
símbolos ¿ (h, k) yr ( k , h). 

s ¡ A y B son puntos de las semirrectas hyk respectivamente, utilizaremos tam¬ 
bién la siguiente notación para este ángulo: x.AOB. 

Las semirrectas h y k se llaman lados del ángulo; el punto O, su vértice. 

Sean h' la semirrecta que complementa A hasta la recta, y A' que complementa * 
hasta la recta. Los puntos del plano que se encuentran del mismo lado de la recta A, 
A', que los puntos de la semirrecta A, y a un mismo lado de la recta k, k' que los 
puntos de la semirrecta A, se denominan puntos interiores de ¿. (A, k), y la totalidad 
de todos estos puntos se llama región interior del ángulo. Los demás pumos del pla¬ 
no que contiene el •ángulo, a excepción del punto O y los puntos de las semirrectas A 
y k, se llaman puntos exteriores del ángulo; la colección de todos estos puntos lleva 
el nombre de región exterior del ángulo (en la fig. 20 la región interior de ¿ (A, k) se 
muestra con rayado doble). 

Veamos el siguiente 

TEOREMA na. Si A y Bson puntos situados sobre distintos lados de! ángulo, cada 
semirrecta que pasa dentro del ángulo por su vértice intersecará a! segmento AB y. 


') Esto significa que de la relación AB m A'B' siguen las relaciones AB n B'A', 
BA m A'B' y BA n B'A' . La primera fue demostrada arriba; las dos últimas se deducen 
fácilmente utilizando la simetría y la transiitvklad de la relación de congruencia entre segnien- 
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Fig. 19 


Fig. 20 


recíprocamente, cada semirrecta que une el vértice con uno de los puntos del seg¬ 
mento AB estará dentro del ángulo. 

DEMOSTRACION DE LA PRIMERA PARTE DEL TEOREMA. Sea Z (A, A) el ángulo da¬ 
do (estando el punto A sobre el lado A), y /, una semirrecta que parte del vértice y 
pasa por la región interior. Fijemos sobre la semirrecta A ', complementaria de A , un 
punto arbitrario C, y consideremos el triángulo ABC. Sea /' el complemento de la 
semirrecta /, y /*, la recta formada por las semirrectas / y . Por el axioma 11,4, la 
recta /* debe cortar bien a CB, bien a AB. Pero /* no contiene puntos dentro de 
z(A\ A); por lo tanto, debe intersecar precisamente a AB. 

Ahora bien, la semirrecta /' no tiene puntos dentro de z (A, A); por lo tanto, es 
la semirrecta I que interseca ai segmento AB. Esto demuestra la primera parte del te¬ 
orema. 

La segunda parte se demuestra a base de los razonamientos triviales. 

Ahora introduciremos el último concepto básico: la congruencia de ángulos. Su¬ 
ponemos que un ángulo puede hallarse en una relación determinada con otro (p 
consigo mismo), y denotaremos esta relación por la palabra «congruente», o bien 
«igual». 

111,4. Sean dados z (A, k) en el plano a, una recta a' en este mismo plano, o 
bien en otro, a', y supongamos fijado un lado determinado dei piano a' con res¬ 
pecto a la recia a'. 

Sea h' una semirrecta de la recta a ', con origen en el punto O'. Entonces en el 
plano a' existe una semirrecta k', y sólo una, tal que z (A, A) es congruente con 
z (A' ,k')y, además, lodos los puntos interiores de z (A ', k ') se encuentran en el 
lado prefijado con respecto a a'. Para denotar la congruencia de ángulos se utiliza 
Ia notación 

z (A, k) b z(A', k'). 

Si z(A, k) a z(A', *'), entonces z (A, A) s z(*'. A'). Cada ángulo es 
congruente consigo mismo, es decir, 

z (A, A) s z (A, A) y z (A, A) a z (A, A). 


4—135 
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Fig. 22 


La primera parte de este axioma se resume asi: cada ángulo puede ser aplicado 
de manera única en un plano dado, a un lado prefijado de una semirrecta dada 
(fig- 21)! 

111,5. Sean, A, B, C tres puntos no pertenecientes a una misma recta y A', B', 
C' otros tres, tampoco pertenecientes a una misma recta. Si 

ABmA'B', ACmA'C' y ¿ BAC m ¿. B'A'C', 

entonces 

¿.ABC a ¿ a ’B’C y ¿ACB a z.A’C’B ' 

(fig. 22). 

Comparando los axiomas del III grupo, vemos que los axiomas 111,1 — 111,3 
tienen que ver sólo con segmentos, el 111,4 se refiere a la congruencia de ángulos, 
mientras que el 111,5 relaciona la congruencia de segmentos con la de ángulos. 

6. Consecuencias de los axiomas 1 — III 

5 17. Hemos visto que la congruencia de segmentos es una propiedad mutua: si 
el segmento AB es congruente al A ’B' , también A 'B' será congruente a AI). Por 
esto AB y A ’B‘ se llaman mutuamente congruentes (o, simplemente, congruentes). 

Supongamos que sobre la recta o se ha fijado un sistema de puntos A, B,C . 

K, L, y sobrea', el sistema A', B', C' ... .K'.L'.Si los segmentos A B y A'B‘, 
AC y A'C , BCy B'C ',... , KL y K'L' son congruentes, ambos sistemas se lla¬ 
man congruentes. 

Tiene lugar el siguiente 

teorema 12 . Si en dos sistemas congruentes A, B, C, ... , K, L y A', B‘, 

C' . K', L' los puntos del primero están dispuestos de manera que B esté entre 

A por un lado y C, D, ... , K, L por el otro, C entre A y B por un lado y D, ... , K, 
L por el otro , etc., entonces los puntos A‘, B‘, C... , K', L' tendrán análoga 
disposición, es decir, B‘ estará entre A' por un lado yC'.D’, ... , K', L' por el 
otro, etc. 
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Se puede resumir así: al hacer una traslación congruente de un sistema de puntos 
de una recta a otra, el orden de disposición de los puntos se conserva. 

Sin detenernos a demostrar el teorema 12, pasaremos al siguiente, que será esen¬ 
cial más adelante. 

teorema 13. Sean dados tres puntos A, B. C sobre una recta a, y otros tres, A ', 
B', C', sobre una recto a'. Supongamos, además, que AB a A'fí' y 
AC e A'C'. Si B está entre A yC.yB'se encuentra, sobre la recta a', del mismo 
lado que C' con respecto a A', entonces B' está entre A' y C'. 

A diferencia del teorema 12, aquí no se presupone la congruencia BC s B'C'. 

La demostración se puede obtener directamente de los axiomas II!,I y III,3. En 
efecto, según el axioma 111,1, en la recta o' hay un punto C tal quefl’ está entre A ' 
y C* y, además, B'C * » BC. Por el axioma 111,3 debe ser, entonces, 
AC b A ’C’. De este modo AC =» A ’C y AC => A 'C*. Pero como los puntos 
C' y C* están a un mismo lado de A', en virtud del axioma 111,1 los punios C' y C‘ 
coincidirán. En consecuencia, B‘ está entre A ' y C'. 

definición 8, El triángulo ABC se llama congruente al A ’B'C' si 

ABsA'B', ACmA'C, BC s B'C' 1 

¿A a ¿A', ¿Ba ¿B' t ¿C s ¿C ■. 

(escritura simbólica: AABC s AA'B'C'). 

TEOREMA 14 (PRIMER TEOREMA DE CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS). Si para dos 
triángulos ABC y A 'B'C' tienen lugar las congruencias 

AB a A'B', AC a A'C y ¿.A = ¿A’, 
entonces el triángulo ABC es congruente o! A 'B'C'. 

DEMOSTRACIÓN. Por el axioma III,5 tenemos que 40 ° ¿ B', ¿ C => ¿C 1 ; 
nos basta demostrar, pues, que BC « B'C'. 

Supongamos que el lado BC no es congruente al B'C'. A base del axioma 111,1, 
podemos hallar sobre la semirrecta B'C' un punto D' tal que BC ° B'D'. Bajo 
nuestra hipótesis, las semirrectas A'C' y A'D' son diferentes. Aplicando a los 
triángulos ABC y A'B'D' el axioma 111,5, concluimos que ¿ BAC =» ¿.B'A'D'. 
Pero, según la hipótesis, ¿-BAC b ¿ B'A ’C'. Las dos últimas relaciones contra¬ 
dicen la condición de unicidad del axioma 111,4. En consecuencia, la hipótesis 
BC m B'C' es inadmisible. 

TEOREMA 15 (SEGUNDO TEOREMA DE CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS). Si para ¡OS 
triángulos ABC y A ' B'C' tienen lugar las congruencias 

AB m A'B', ¿A s ¿A', ¿B b ¿B', 

entonces el triángulo ABC es congruente con A'B'C'. 

La demostración es análoga a la precedente (por el método de reducción al ab¬ 
surdo, utilizando los axiomas III, 1, III,5 y 111,4). 

El teorema siguiente afirma para los ángulos en esencia lo mismo que el axioma 
111,3 para los segmentos. 

teorema 1 6. Sean h, k, I y h', k ', V semirrectas que parten de los puntos O y O' 
respectivamente, de modo que cada una de estas ternas de semirrectas se encuentra 
en un mismo plano. Supongamos, además, que alguna de las semirrectas h, k, / está 
dentro del ángulo formado por las otras dos, y la semirrecta correspondiente en la 
terna h', k', V (es decir, la denotada por la misma letra) tiene la misma disposición 
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con respecto a las oirás dos de la terna. Entonces, de 
z(h,l)m z(h‘, I') y z (/. *) ■ 

sigue que 


z(h,k) s z(h',k'). 


¿ (/'.* ) 


Haremos la demostración primero para el caso en que la semirrecta / esté dentro 
del ángulo ( h , k) (fig. 23). Supongamos que z (h, k) no es congruente con z (h ', 
k'). Basándonos en el axioma 111,4. construyamos z (h‘, k") de forma que se veri¬ 
fique z(h,k) b ¿ (h ‘, k‘) y que z (*',*') tenga puntos interiores comunes con 
z (h ', k '). Tomemos sobre las semirrectas hyk puntos Ay B respectivamente y de¬ 
terminemos sobre las semirrectas h’ y k" puntos A' y B" a las condiciones: 
OA a O'A’ yOB a O' B". Entonces, por el teorema 14, AB a A'B". Como la 
semirrecta / está en el interior de z (h, *), en virtud del teorema lia esta semirrecta 
intersecará el segmento AB en algún punto C. Determinemos sobre la semirrecta 
A ' B" un punto C" se modo que tenga lugar la congruencia AC a A ’C" . Como 
consecuencia de las congruencias AC => A'C' y AB n A'B" yabasedcl teorema 
13, el punto C" estará entre A' y B"; además, tiene lugar la congruencia 
BC b B"C" (cosa que se puede demostrar por reducción al absurdo, recurriendo 
al axioma 111,3). Ahora bien, por las congruencias OA =¡ O'A', OB 3 O'B', 
z(h,k) a z(h ‘, k") y por el axioma 111,5, tenemos que z OAC a zO'A'C’ 
y zOBC b zO'B'C". En virtud del mismo axioma y de las congruencias 
OA b O'A', AC b A'C" y z OAC = z O'A'C ", concluimos que zAOC = 
b zA'O'C análogamente, tomando en consideración las congruencias 
OB s O'B ", BC b B"C ", zOBC s zO'B'C ", concluimos que zCOB s¡ 
b zC’O'B". 

Como consecuencia de la primera de nuestras dos conclusiones y del axioma 
111,4, el punto C" tendrá que estar sobre la semirrecta /'. En tal caso, la congruen¬ 
cia z COB b z C'O'B" equivale a la congruencia z (/, k) a z{¡' , k"). Pero 
por la condición del teorema, z (/, k) s z(l', k'). Como, por nuestra hipótesis, 
las semirrectas k' y k" son diferentes, las últimas dos relaciones contradicen el 
axioma 111,4. Esta contradicción concluye la demostración. 

Supongamos, ahora, que la semirrecta k está dentro de z(h, /), y k ‘, dentro de 
z(h 'Tomemos sobre las semirrectas h y I puntos A y C respectivamente, y de- 
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terminemos sobre h' y /' puntos A' y C' a las condiciones: OA a O'A', 
OC m O'C'. Sea B el punto de intersección de la semirrecta k con el segmento AC, 
y B' el punto de intersección de k' y A ’C (la existencia de estos puntos está ahora 
asegurada por la disposición de nuestras semirrectas). De las condiciones del teore¬ 
ma, teniendo en cuenta el axioma III,5 y el teorema 15 hallamos que CB » C'B' ; 
de aquí, tomando en consideración la congruencia CA C'A obtenemos que 
BA a B'A'. De esta forma, OA a O'A', BA =¡ B'A'; además, ¿OAB => 
a ¿ O'A B' (por el axioma 111,5). Por ende, ¿ AOB a ¿ A ’O'B' , que consti-' 
tuye lo que queríamos demostrar. 

El teorema que sigue cumple para los ángulos la misma función que el teorema 
13 para los segmentos. 

teorema 16 a. Supongamos que en cierto plano se han dado las semirrectas h,k, 
lyh',k',l', con origen en los puntos O y O' respectivamente. Supongamos que 
las semirrectas k y I esldn a un mismo lado de Ia recta que contiene ah, y que las se¬ 
mirrectas k' y I' tienen disposición análoga con respecto ah'. Entonces, si ¿ (h, 
k) a z(h',k'), h,l) a ¿(h ‘,/') y si la semirrecta k está en ei interior del án¬ 
gulo ¿ (h, /), la semirrecta k' estará, asimismo, dentro de! ángulo ¿ (h', I'). 

demostración. Fijemos en las semirrectas h y / puntos A y C respectivamente y 
determinemos sobre h' y /' puntos A' y C' de modo que OA a O'A', 
OC a O C'. Como la semirrecta k pasa dentro del ángulo ¿ (h, I), intersecará al 
segmento AC en algún punto 3. Utilizando el teorema 14, el axioma III,1 y el teore¬ 
ma 13, es fácil mostrar que en el segmento A'C' habrá un punto B‘ tal que 
AB a A'B'. Ahora, del axioma 111,5 concluimos que ¿AOB *> ¿A'O'B'. De 
aquí y del axioma 111,4 se desprende que k' pasa por el punto B'. En consecuencia, 
la semirrecta k', está dentro de ¿ (h‘, /'). 

teorema 17. Si en el triángulo ABC se tiene AC m CB, entonces 
¿ CAB * z: CBA y ¿ CBA = ¿ CAB. 

demostración. El teorema sigue del axioma 111,5 aplicado a los triángulos CAB 
y CBA. 

TEOREMA 18 (TERCER TEOREMA DE CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS). Si para los 
triángulos ABC y A'B'C' tienen lugar las congruencias 

AB^a'B', AC ei A'C', BC o B'C ', 

entonces ei triángulo ABC es congruente con A 'B'C'. 

demostración. En virtud del teorema 14, nos basta demostrar que 
¿ CAB s ¿ C'A 'B'. Supongamos lo contrario. Por el axioma 111,4, existirá una 
semirrecta A 'í*¡, que está situada del mismo lado que el punto B' con respecto a la 
recta A 'C' , y que satisfaga la condición ¿ CAB m ¿ C'A 'P\. Por hipótesis, la 
semirrecta A 'PJ no coincide con la A'B' (fig. 24). 

En virtud del axioma 111,1, sobre la semirrecta A' P\ habrá un punto B¡ tal que 
AB 3 A ’B[. Como AB = A 'B' y AC = A ’C' y ¿ CAB a ¿ C'A 'B¡, por el te¬ 
orema 14 tendremos que ÓABC & áA‘B¡C'. De aquí sigue la congruencia 
BC b B¡C'. Por la simetría y la transitividad de la congruencia de segmentos, 
concluimos a base de lo anterior que los lados del triángulo A 'B¡C' son congruen¬ 
tes a los lados correspondientes de A 'B'C'. En forma análoga, construimos ahora 
el triángulo A ' fljC' al otro lado de la recta A ’C' y que tenga iguales propiedades. 
Consideremos los triángulos A'B^B' y C'B¡B'. Por la congruencia 
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A ' ü'i = A ' B ‘. el teorema 17 implica que ¿ A 'BíB' b ¿ A' B'B j; análogamen¬ 
te, 4 B'BjC a ¿ B^B'C. Usando las dos últimas relaciones y basándonos en el 
teorema 16, concluimos que /. A'B' 2 C' = A'B'C ; de aquí y del teorema 14 si¬ 
gue que A A'B^C' a bA'B'C' y, por ende, que ¿ C'A'B{ s ¿.C'A'B'. En 
forma idéntica se puede demoslrar que ¿ C'A '¿j ■ ¿ C'A'B j. Las dos últimas 
relaciones conlradicen el axioma III,4; esta contradicción demuestra el teorema. 

Altora puede demostrarse fácilmente el 

teorema i». Si ¿(6, A) * z(A\ k') y ¿. (A, A) = ¿(A", k"), enromes 
¿(A', A') b ¿(fi*, k’). 

demostración. Denotemos los vértices de ¿(A, A), e(A',A')y ¿(h", k") 
por O, O' y O", respectivamente. Fijemos sobre las semirrectas h, k dos puntos A , 
B ( A sobre A, B sobre k) y determinemos sobre las semirrectas A', A', A' , k" pun¬ 
tos A', B ', A ’, B" de modo que OA a O'A', OB <= O'B ', OA a O" A", 
OB a O'B". Por el teorema 14, tendremos que AB a A'B’.AB n A" B". Co¬ 
mo la propiedad de congruencia de los segmentos es simétrica y transitiva, las re¬ 
laciones precedentes implican las congruencias O'A ' s O’A ", O'B' a O"B“ , 
A'B' ■= A ~ B". Por el teorema 18, de aquí sigue que CsO'A ' B' b CsO"A"B"y, 
por ende, a A'O'B‘ b ¿ A "O’B" . El teorema queda demostrado. 

Supongamos ahora que algún ¿(A, k) es congruente con ¿(A', k '). Como, 
por el axioma 111,4, /. (A, A) es congruente consigo mismo: ¿ (A, k) a 4 (A, k), 
del teorema 19 sigue que ¿ (A‘, *') es congruente con ¿ (A, k). Resumiendo, de 
¿(A, k) b ¿(A', k') 

sigue que 

• e. (A', *') a ¿ (A, A). 

Queda asi demostrado que la relación de congruencia de ángulos es simétrica 
(recíproca). En virtud del teorema 19, es también transitiva. Conjuntamente con es- 
lo, resulta ser simétrica y transitiva también la relación de congruencia de triángu¬ 
los. 

Las restantes proposiciones básicas de la geometría pueden desarrollarse, por 
ejemplo, en el orden siguiente. 
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definición 9 . Dos ángulos que tengan vértice común, un lado común y cuyos la¬ 
dos restantes forman una linea recta, se denominan adyacentes. Dos ángulos con 
vértice común cuyos lados forman líneas rectas dos a dos, se llaman opuestos por el 
vértice. 

teorema 20 Si dos ángulos son ( mutuamente ) congruentes, los ángulos adya¬ 
centes a ellos también serán congruentes. 

demostración. Supongamos que z (h,k) m z (A', A')(fig. 25). Sean A, la se¬ 
mirrecta que complementa h , hasta la recta, y h¡, | a semirrecta que complementa A' 
hasla la recta; denotemos por O y O' ios véniccs de z (/». A) y (A', A'). Fijemos 
sobre las semirrectas A, A y A, puntos A, B y C respectivamente. Por el axioma 
111,1, en las semirrectas A', A', y h¡ existirán puntos A', O' y C tales que 
OA = O'A'.OB s O'S’yOC e O'C'. De aquí, por el axioma 111,3, sigue que 
AC * A'C'i por el axioma 111,5, será ¿0/18 5 /.O'A'B' (o bien 
z CAB s zC'/Tfl'), por el teorema 14, AB e A'B'. Como AB n A'B', 
AC a A'C' y z CAB = z C'A'B', aplicando nuevamente el teorema 14 halla¬ 
mos que BC s B'C'. Como OB a O'B'.OC a O'C' y BC = B'C'. por el te¬ 
orema 18 será z BOC = z B'O'C', es decir, z (A, A,) a z (A', Af), que es lo 
que se pedia. 

teorema 21. Dos ángulos opuestos por el vértice son congruentes entre sí. 

La demostración sigue fácilmente del teorema 20, pues dos ángulos opuestos por 
el vértice tienen un ángulo adyacente común. 

Un ángulo congruente con su adyacente se llama recio. 

A fin de demostrar la existencia de ángulos rectos, tomemos un z (A, A) arbitra¬ 
rio y construyamos z (A’, A) congruente con z (A, A), pero situado al otro lado de 
A (la posibilidad de hacer esto se asegura por el axioma 111,4). Construyamos sobre 
A y A', a partir del vértice común, segmentos iguales, y unamos sus extremos con 
una recta. Si esta recta pasa por el vértice de z (A, A), el propio ángulo z (A. A) será 
recto. En caso contrario. esta corlará bien a la semirrecta A, bien a su complemento. 
Pero entonces, del axioma 111,5’ —o bien del teorema 20 y del axioma 111,5, 
respectivamente— sigue que esta recta forma ángulos rectos ya sea con la semirrec¬ 
ta A, ya sea con su complemento. 

TEOREMA 22 . Todos los ángulos rectos son congruentes entre si. 

demostración Sean z (A, A) y z (A', A') rectos (fig. 26); sean z (A, A,) y 
z (A, A¡) los adyacentes con ellos; sean O y O' los vértices de estos ángulos. Supon¬ 
gamos que z (A, A) * z (A', A'). Por el axioma 111,4, habrá una semirrecta A' 
con origen O', del mismo lado de la recta z(/r¡. A') que A' y tal que z(A, 
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Fig.26 

k) m ¿(h', k"). Bajo nuestra hipótesis, la semirrecta *" no puede coincidir con 
k'. Entonces debe estar o bien dentro de ¿ (h ', *'), o bien en el interior de ¿ (/r¡, 
*'). (Esto sigue del teorema lia y del axioma de Pasch 11.4). Supongamps, por 
ejemplo, que k ' está dentro de /. (h', k'). En virtud del axioma 111,4, existe una se¬ 
mirrecta k¡, con origen O' y del mismo lado de la recta (h¡, h') que k' , tal que 
¿(h'.k") a k¡). Como ¿(h'.k') e ¿ (/»{, *'), por el teorema 16a la se¬ 

mirrecta A:'estará dentro de ¿ (A¡, k'); por esto, dicha semirrecta no puede coinci¬ 
dir con k". De aquí y de 111,4 tenemos que ¿(A¡, k’) * ¿. (k¡, k¡). Pero, por otra 
parte, z(/¡¡, A')* ¿(A,, k) (por el teorema 20) s c{h, k) = ¿(A - , 
k‘ ) a ¿- (A¡, A¡), lo cual contradice el resultado precedente. De modo análogo se 
obtiene una contradicción en el caso en que k" pase dentro de ¿ (A¡, k). Con esto, 
queda demostrado el teorema por reducción al absurdo. 

definición, Sean A y B puntos diferentes. Diremos que el punto O es el punto 
medio del segmento AB, si está sobre la recta AB y satisface la condición 
AO o OB. 

teorema 23. Paro cada segmento existe un único punto medio-, el punto medio 
de un segmento es punto interior de éste. 

En otras palabras: cada segmento se puede dividir por la mitad, y además de mo¬ 
do único. 

demostración. Sea dado el segmento AB (fig. 27). Construyamos los ángulos 
congruentes ¿ MAB y ¿ NBA de forma que las semirrectas AM y BN estén en la¬ 
dos diferentes con respecto a la recta AB; esto puede hacerse en virtud del axioma 
III,4. Construyamos sobre las semirrectas AM y BN segmentos congruentes AC y 
BD. Como los pumos C y O eslán en lados diferentes con respecto a la recta A B, el 
segmento CD intersecará a la recta AB en algún punto; lo denotaremos por O. 

La elección de los segmentos congruentes ACy BD se efectúa observando la si¬ 
guiente precaución: si las rectas AM y BN se cortan, elegimos el punto C entre A y 
dicho punto de intersección; luego construimos BD n A C (en realidad este caso hi¬ 
potético es imposible, pero no lo demostraremos ahora). Ahora resulta claro que el 
punto O no puede coincidir ni con A , ni con B. Es fácil demostrar, asimismo, que O 
no puede estar fuera del segmento AB. Precisamente, si suponemos, por ejemplo, 
que A está entre Oy B, llegamos a una contradicción con el axioma de Pasch, con 
respecto al triángulo OBD (pues la recta AM interseca al segmento OB en el punto 
A , pero no puede intersecar ni a OD, ni a BD). Así, pues, O está entre Ay B. De- 
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mosiremos que Oes el punto medio del segmento AB. En efecto, por el teorema 14, 
los triángulos ABC y ABD son congruentes; por lo tanto, CB ra AD. De aquí y del 
teorema 18 se desprende la congruencia de los triángulos ACD y BCD, lo cual nos 
da la congruencia de ¿ ACD con ¿ CDB. Utilizando esto último y recurriendo al 
teorema 15, concluimos que los triángulos ACO y BDO son congruentes; por consi¬ 
guiente, AO • OB. 

Altora mostraremos que el segmento tiene sólo un punto medio. Supongamos lo 
contrario, es decir, que AB tiene dos puntos medios. Por el axioma III,I, uno de 
ellos está entre el otro y el punto A *>; por esto, podemos denotarlos con las letras 
O, y Oj, de modo que O, está entre A y 0 2 . Entonces, en virtud del lema 2, el punto 
0 2 está entre O, y B. Pero con las relaciones A O, a BO,. AO¡ a B0 2 y la condi¬ 
ción de que 0¡ está entre A y 0¡, del teorema 13 sigue que el punto O, está entre B y 
0 2 . Asi, por una parte 0 2 está entre B y O,, y por la otra, O, está entre B y O,. Esto 
contradice el axioma 11,3. 

Citemos, además, los teoremas siguientes: 

teorema !7bis. En un triángulo isósceles la mediana de la base es a ¡a vez altura y 
bisectriz del ángulo al vértice. • 

TEOREMA 24. Cada ángulo se puede dividir por la mitad, y además de manera 
única. 

teorema 25. De cada punto se puede trazar a una recta dada una perpendicular y 
sólo una. 

teorema 26. De cada punto sobre una recta se puede levantar una única perpen¬ 
dicular a ella. 

5 18. Utilizando los axiomas I — 111 pueden definirse las relaciones «mayor» y 
«menor» para segmentos y ángulos. 

definición io. Dados los segmentos AB y A ' B' , si en el interior de AB existe un 
punto C tal que 

AC a A'B', 

se dice que el segmento AB es mayor que el A'B', o bien que A'B' es menor que 
AB; se escribe AB > A'B', o bien A'B' < AB, respectivamente. 


*’ Eo V| rtud del axioma 111,1, el punto medio está dentro del segmento; de aquí sigue que 
si el segmento AB posee dos puntos medios, uno de ellos está entre el otro y el punto A. 
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DEFINICIÓN ii. Dados z (A, A) y z (A', A'), si erare lasscmirreciascon origen en 
el vértice de z (A, k) y que pasan por su interior, existe una semirrecta / tal que 
z(A, A) a z (A', A') 

se dice que 4 (b. k i es mayor que z (A', A'), o bien que z (A', A') es menor que 
x.(h,k). 

teorema 27. Dados dos segmentos arbitrarios AB y CD, siempre se cumple algu¬ 
na de las tres relaciones 

AB s CD, AB > CD, AB < CD. 
y cada una de ellas excluye a las otras dos. 

Efectivamente, por el axioma 111,1, sobre la recia AB existe un punto M, situado 
al mismo lado de A que B, que satisface la condición AM = CD. Si el pumo M está 
entre A y B, entonces A B > CD: si A-/coincide con B, entonces/l# m CD; siScs- 
tá entre A y M, será AB < CD. Queda así establecida la existencia de alguna de las 
relaciones indicadas. 

Mostremos ahora que cualquiera de ellas excluye las demás. Sea, por ejemplo, 
AB > CD. En tal caso, en el segmento AB existe un punto M, para el cual 
AM m CD. Si los segmentos AB y CD, además de la relación AB > CD, satisfa¬ 
cieran también la relación AB a CD, por el axioma 111,2 tendría lugar la congruen¬ 
cia AM s AB, lo cual contradiría el axioma 111,1. Análogamente, si AB > CD, 
no puede tener lugar la relación AB < CD. En efecto, si AB > CD y AB < CD, 
entre A y B existe un pumo M tal que AM 3 CD, y entre C y D existe un punto N 
tal que CN ca AB. Llegamos a una contradicción con el teorema 13. 

TEOREMA 28. Si AB < A' B' y A' B' < A" B" , entonces AB < A" B". 

La demostración puede obtenerse mediante razonamientos evidentes utilizando 
el teorema 13 y el 8 (o bien el lema 2). 

Como corolario del teorema 28, presentemos el teorema siguiente. 

TEOREMA 29. Si el segmento CD es parte del segmento AB, entonces CD < AB. 

El lector puede enunciar fácilmente los teoremas correspondientes a los 27, 28, 
29, para ángulos en lugar de segmentos. 

Después de haber introducido para segmentos y ángulos los conceptos de «ma¬ 
yor» y «menor», se pueden enunciar y demostrar los siguientes teoremas. 

TEOREMA jo. El ángulo exterior de un triángulo es mayor que cada uno de los in¬ 
teriores no adyacentes. 

Aunque el teorema 30 es de suma importancia en nuestra exposición, no lo de¬ 
mostraremos aquí, pues la demostración que se expone comúnmente en los textos se 
basa rigurosamente en los axiomas 1 — III. 

En nuestra reseña histórica, este teorema fue referido cu el § 5, donde también 
se dio una demostración. 

teorema 3t. En cada triángulo al menos dos ángulos son agudos. 

teorema 32. En un triángulo a mayor lado le corresponde mayor ángulo opues¬ 
to, y reciprocamente, a mayor ángulo le corresponde mayor lado opuesto. 

teorema 33 La perpendicular es mas corla que cualquier oblicua. 

TEOREMA 34. Cada lado de un triángulo es menor que la suma y mayor que la di¬ 
ferencia de los otros dos. 

De! teorema 34 sigue que un segmento de recta es mas corto que cualquier 
quebrada que une sus extremos. 
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Hemos referido una serie de teoremas que pueden ser demostrados basándonos 
en los axiomas I — III. Sin embargo, estos axiomas no permiten deducir muchos re¬ 
sultados importantes de la geometría. Por ejemplo, éstos no implican que una recta 
que pasa por algún punto interior de un círculo debe intersecar la circunferencia. 
Con los axiomas I — III, al igual que con los I — II, aún no puede demostrarse que 
el conjunto de los elementos de la geometría es innumerable (para más detalles, vé¬ 
ase el § 72). 

§ 19. Los axiomas del tercer grupo permiten definir los movimientos. 

Como ya observamos en su oportunidad, para Euclides los movimientos consti¬ 
tuyen un concepto evidentemente claro, que no es fundamentado por axioma algu¬ 
no. Figuras que se pueden superponerse consideran iguales. En consecuencia, en el 
sistema de Euclides los movimientos constituyen un concepto básico (pero que 
queda sin fundamentar), mientras que la congruencia es un concepto derivado. Hil- 
bert introduce la congruencia como concepto básico, después de lo cual se puede de¬ 
finir el movimiento como derivado. Ahora expondremos esta definición. 

Sean dados dos conjuntos de puntos Qyl)', finitos o infinitos, es indiferente. 
Supongamos que entre los puntos de estos conjuntos se ha establecido una corres¬ 
pondencia biyectiva. Cada par de puntos M y N del conjunto í¡ determina un seg¬ 
mento MN. Sean M' y N' los puntos de íí' que corresponden a los puntos M y N. 
Convendremos en llamar a M‘N' el segmento correspondiente a MN. 

Si la correspondencia entre Sí y Q' es tal que los segmentos correspondientes re¬ 
sultan siempre ser congruentes, los conjuntos 0 y 0' se llamarán, asimismo, 
congruentes. En tal caso se dice , también, que cada conjunto flyíí' se obtiene me¬ 
diante un movimiento del otro, o bien que uno ( cualquiera ) de estos conjuntos 
puede ser superpuesto al otro. Los puntos correspondientes de los conjuntos 11 y 
0 ' se llaman colncldentes bajo la superposición. 

(No introduciremos ahora diferencias entre los conjuptos propiamente coinci¬ 
dentes y mutuamente especulares.) 

Tienen lugar los teoremas siguientes. 

. teorema i. Punios que se encuentran sobre una recta son llevados por todo mo¬ 
vimiento a puntos que también están sobre la recta. 

Este resultado se desprende directamente del teorema 34. Efectivamente, supon¬ 
gamos que sobre alguna recta a se considera algún conjunto de puntos; debemos de¬ 
mostrar que los puntos del conjunto congruente están situados sobre una misma 
recta a' . Escojamos en el conjunto dado sobre la recta a tres puntos A, B, C y su¬ 
pongamos, para la precisión, que B está entre A y C. Entonces, el segmento AC está 
formado por los segmentos AS y BC. Sí los puntos A ', S', C', obtenidos con un 
traslado congruente de los puntos A, B, C no están sobre una misma recta, forman 
un triángulo y, por el teorema 34, el segmento A ’C debe ser menor que el segmen¬ 
to formado uniendo A B' y B'C. Y como A ’ B‘ ¡aAB.B'C' s BC, debe tener 
lugar la desigualdad A'C' < AC, que contradice la condición de congruencia de 
conjuntos. 

Los teoremas que siguen se dan sin demostración. 

TEOREMA ti. Puntos que están sobre un plano pasan mediante un movimiento en 
punios que también se encuentran sobre cierto plano. 

teorema ni. El ángulo entre dos segmentos que unen algún punto de un conjun¬ 
to con otros dos, es congruente al ángulo entre los segmentos correspondientes del 
conjunto congruente. 
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TEOREMA A. Sean M, N, P, Q cuatro puntos de alguna figura fl (es decir, de al¬ 
gún conj unto de puntos), que no están sobre un mismo plano ; sean M' un punto ar¬ 
bitrario del espacio ; <7, alguna recta que pasa por M',y a, algún plano que contiene 
a la recta a. Entonces la figura fl puede ser desplazada con un movimiento, de ma¬ 
nera que el punto M coincida con M ', el punto N esté sobre ¡a recta a a un lado pre¬ 
fijado cualquiera del punto M', el punto P esté en el plano a a un lado arbitrario 
prefijado de la recta a, y el punto Q ocupe una posiciori a un lado prefijado cual¬ 
quiera del plano a. 

teorema B. Si tres puntos M, N, P de la figura 0 que no están en una misma rec¬ 
ta coinciden con sus puntos correspondientes M', N', P' de la figura congruente 
Q', son posibles dos casos: 1) cada punto de 0 coincide con el punto correspondien¬ 
te de la figura fl'; 2) cada punto de la figura Q que se encuentra en el plano MNP 
coincide con el punto correspondiente de 0', mientras que los restantes puntos 
correspondientes de estas figuras se encuentran en lados diferentes con respecto al 
plano MNP y cada punto de ¡a figura 0' queda determinado de manera univoca por 
la posición del punió correspondiente de la figura 0 (en este último caso las figuras 
se llaman simétricas, o bien mutuamente especulares, con respecto al plano MNP). 

En la planimetría a los teoremas A y B les corresponden los dos que siguen. 

teorema c. Sean M, N, P tres puntos de alguna figura 1) que no están en una 
recta, M', un punto arbitrario del plano, a, alguna recta que pasa por M‘. Enton¬ 
ces 0 se puede desplazar mediante un movimiento de manera que el punto M se su¬ 
perponga a M', el punto N quede sobre la recta a a un lado prefijado cualquiera del 
punto M', y el punto P ocupe alguna posición a un lado arbitrario prefijado de la 
recta a. 

TEOREMA D. Si dos puntos diferentes M y N de una figura fl coinciden con los 
puntos correspondientes M' y N' de la figura congruente fl', son posibles dos ca¬ 
sos: 1) cada punto de fl coincide con el punto correspondiente de la figura fl'; 2) ca¬ 
da punto de la figura fl que esté sobre la recta MN coincide con el punto correspon¬ 
diente de(l‘, mientras que los demás puntos correspondientes de estas figuras están 
en lados diferentes con respecto a la recta MN, y cada punto de fl' queda determi¬ 
nado unívocamente por la posición del punto correspondiente de la figura fl (en el 
último caso las figuras se llaman simétricas con respecto a la recta MN). 

Los teoremas A yC caracterizan el grado de libertad de los movimientos de figu¬ 
ras. Los teoremas B y D establecen condiciones que determinan la posición de una 
figura; precisamente, tres puntos de una figura determinan su posición en el espacio 
salvo la reflexión especular y en la planimetría dos puntos determinan la posición de 
una figura salvo una simetría con respecto a una recta. 

Al definir el movimiento de una figura 0 podemos, en particular, suponer que el 
conjunto de sus puntos ocupa todo el espacio y, en la planimetría, todo el plano, es 
decir, se puede suponer que para cada punto del espacio —o del plano, para la 
planimetría— hay un punto correspondiente, de manera que si a M y N les corres¬ 
ponden los puntos M' y N', entonces MN b M’N‘. En tal caso diremos que se 
efectúa un movimiento de todo el espacio, o bien de todo el plano, en el caso de la 
planimetría. 

El movimiento de una figura, asi como el de todo el espacio, se llama giro con 
respecto al punto O, si O coincide con el punto correspondiente O', es decir, si O 
permanece en su lugar (es un punto fijo). El movimiento se llama giro con respecto a 
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una reda a , si cada punto de a coincide con su punto correspondiente, es decir, si 
cada punto de la recta a queda fijo. La recta a se denomina eje de giro’\ 

Un movimiento se llama traslación (también traslado o desplazamiento) a Io lar¬ 
go de la recta ti, si se satisfacen las siguientes eres condiciones: 

1 ) cada punto de la recta u se desplaza, quedando sobre la misma recta u\ 

2 ) cada punto de algún plano a que contiene la recta u permanece en dicho pla¬ 
no, a! mismo lado de la recta u: 

3) cada punto que no pertenece a a permanece al mismo lado de este plano. 

El movimiento en que todos los pumos permanecen fijos se incluye entre las 

traslaciones a lo largo de cualquier recta. 

El giro alrededor de un punto y la traslación a lo largo de una recta representan 
casos particulares de movimientos. Sin embargo, cualquier movimiento puede ser 
reducido a la aplicación sucesiva de una traslación y un giro. 

A fin de iluminar el sentido exacto de esta última afirmación, destacaremos aho¬ 
ra un resultado que juega un papel fundamental en el estudio de los movimientos. 

Supongamos que dos movimientos del espacio se efectúan de manera sucesiva, 
uno tras otro. El primero lleva un pumo M arbitrario en el punto M' ; el segundo 
lleva M' a la posición M'. Como resultado se tiene una nueva transformación de 
todos los pumos del espacio, en la cual el punto arbitrario M pasa al pumo M’ ; lla¬ 
maremos producto de los movimientos a la transformación así obtenida. A fin de 
que el producto de dos movimientos quede bien determinado, no basta dar los mo¬ 
vimientos componentes, es necesario además indicar en qué orden se efectúan és¬ 
tos. 

TEOREMA, El producto de dos movimientos es un movimiento. 

La demostración de este importante teorema es totalmente evidente. En efecto, 
supongamos que dos puntos arbitrarios M y N del espacio se trasladan en los puntos 
M' y N' por el primero de los movimientos dados, y que estos puntos, a su vez, van 
en M“ y N’ como resultado del segundo. Hay que demostrar que el segmento MN 
es congruente con el M’N’. Pero por la hipótesis del teorema, MN b M'N' y 
M'N' si M’N" ; de aquí, en virtud del axioma 111,2 y las proposiciones que le si¬ 
guen, tenemos que MN a M’N’. 

La propiedad de los movimientos expresada por el teorema demostrado se llama 
propiedad de grupo (más detalladamente sobre los grupos véase el § 156). Al existir 
esta propiedad, puede plantearse el problema de representar un movimiento arbitra¬ 
rio como producto de algunos movimientos sencillos especiales. En particular (cosa 
que observamos arriba), cada movimiento es el producto de una traslación y un gi¬ 
ro. 

Para demostrar esto, consideremos alguna figura Q (cuyos puntos pueden, en 
particular, llenar todo el espacio) y supongamos que algún movimiento la transfor¬ 
ma en la figura congruente O'. Sea M un punto arbitrario de la figura í), y M' su 
nueva posición. 

Denotemos con II” la figura que se obtiene de 0 por la traslación que lleva M en 
M‘ . La existencia de tal traslación sigue del teorema A. Evidentemente, 12' yfi' son 


•* Estas definiciones no coinciden con las habituales, pues no excluimos transformaciones 
especulares de las figuras. 
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congruentes; además, el punto de la figura fl' que corresponde a M' en la figura 
fi', coincide con M’. Por esto, el movimiento que hace coincidir íl' con fl' es un gi¬ 
ro alrededor del pumo M'. Asf, pues, el movimiento arbitrario de la figura de su 
posición fl a la posición fl' se representa como el producto de la traslación de ésta de 
la posición fl a la fl*, y el giro que hace coincidir a fl" con Q'. 

7. Grupo IV. Axiomas de continuidad 

§ 20. Utilizando los axiomas I — 111 hemos establecido la comparación de seg¬ 
mentos, de modo que dados dos cualesquiera, uno de ellos es o bien mayor que el 
otro, o bien menor que él, o bien igual a éste (teorema 27 del § 18). 

Los axiomas I — III, con todo, no son suficientes para poder efectuar el proce¬ 
so de medición, como resultado del cual la razón entre un segmento arbitrarlo y la 
unidad lineal se expresa por un número determinado. 

La fundamentación para la medición de segmentos se da por el axioma IV,1 de 
abajo, comúnmente llamado axioma de Arqulmedes. Este permite, eligiendo una 
unidad lineal, definir para cada segmento de manera única un número positivo, lla¬ 
mado longitud de este segmento. A fin de poder establecer, recíprocamente, la exis¬ 
tencia de un segmento cuya longitud sea igual a cualquier número positivo prefija¬ 
do, es necesario introducir un axioma más. 

Apartándonos de la exposición de Hilbert, llamamos 1V,2 a este axioma, que no 
es otra cosa que el conocido principio de Cantor de los intervalos encajados. En el 
sistema de Hilbert, la proposición IV,2 corresponde al axioma de completitud, que 
será confrontado en el capitulo IV con el axioma de Cantor. 

IV,I (AXIOMA DE ARQU(MEDES). Sean AB y CD segmentos arbitrarios. Entonces 
sobre la recta AB existe un número finito de puntos A,, A 2 , ... A n , situados de ma¬ 
nera que A , está entre A y A v A 2 está entre A , y A } , etc., tales que los segmentos 
AA¡, A t A 2 , ... A n _ ] A n son congruentes al segmento CD y B está entre A y A n 
(fig. 28). 

I V,2 (axioma de cantor). Supongamos que en una recta arbitraria a se da una 
sucesión infinita de segmentos A ] B l ,A 2 B 2 . délos cuales cada uno está en el In¬ 

terior del precedente; supongamos, además, cualquiera quesea un segmento prefi¬ 
jado, existe un Indice n para el cual A n B n es menor que este segmento. Entonces 
existe sobre la recta a un punto X, que está en el interior de todos los segmentos 
A\B V A 2 B 2 , etc. (fig. 29). 

De las condiciones del axioma sigue de inmediato que existe sólo un punto X que 
está dentro de todos los segmentos A ,fl,, A 2 B V etc. 

En efecto, si sobre la recta a existe otro punto Y interior a todos los segmentos 

A|B,, A^ 2 .para todo n el segmento A n B n será mayor que el XY, cosa 

excluida por la condición. 

definición 12 . Supongamos que a cada segmento le corresponde un número po¬ 
sitivo determinado, de manera que: 

1 ) a segmentos iguales correspondan números iguales; 

2) si B es un punto del segmento A C y a los segmentos AByBC les corresponden 
los números a y b respectivamente, entonces al segmento A C le corresponde el nú¬ 
mero a + b; 

3) a algún segmento 00' le corresponde el número 1. 
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Entonces el número que corresponde a cada segmento de la forma indicada se 
llama longitud de este segmento; el segmento OO' se denomina unidad lineal, o 
bien unidad de medida de longitudes. 

Demostremos que las condiciones 1,2 y 3 determinan de manera única la longi¬ 
tud de cada segmento. Primeramente supongamos que a cada segmento se le ha 
puesto en correspondencia un número positivo de modo que se satisfagan las condi¬ 
ciones 1, 2, y 3 y mostremos que no puede haber otra correspondencia entre núme¬ 
ros y segmentos que observe estas tres condiciones. Hecho esto, nos convenceremos 
de la posibilidad de efectuar tal correspondencia. (En otras palabras, primero pro¬ 
baremos la unicidad, y después la existencia de la longitud.) 

Ante todo, observemos que si un segmento AB es mayor que otro A'B ', la lon¬ 
gitud aátAB tendrá que ser mayor que la longitud a' de A ’B'. En efecto, según la 
definición de «mayor» (véase el § 18). el segmento AB contiene un punto P que de¬ 
termina, conjuntamente con el punto A , un segmento AP igual al A ’B'. Suponga¬ 
mos que las longitudes de los segmentos AP y PB sean xey{x > 0,y > 0). En vir¬ 
tud de la condición 2,penemos que a = x + y\ por la condición I ,x = a' , de don¬ 
de a = a' + y, por lo cual a > a'. 

Ahora bien, de acuerdo al teorema 23, la unidad lineal OO' puede dividirse en la 
mitad. Sea O, el punto medio del segmento OO'. Como las longitudes de los seg¬ 
mentos congruentes OO, y 0,0' son iguales y su suma es igual a la unidad, cada 


uno de ellos tendrá longitud igual a 


2 

2 


. Dividiendo el segmento OO, por la mitad 


mediante el punto 0 2 , hallaremos que la longitud del segmento 00 2 es igual a 
, etc. Llamaremos a los segmentos OO,, 00 2 , ... , la mitad de la longitud li¬ 


neal, la cuarta parte de ésta, etc. 

Consideremos ahora un segmento arbitrario AB, cuya longitud sea igual al nú¬ 
mero o. Construyamos sobre la recta .48, a partir de A y en el sentido del punto B, 
segmentos AA,. A ,A 2 , etc., congruentes a OO'. Si alguno de los puntos A„ coinci¬ 
de con B, por la condición 2 será necesariamente a = n. Si ninguno de los puntos 
A ,, A v ... coincide con B, en virtud del axioma de Arqufmedes existirán dos puntos 
A n y -4 „+1 lales que B esté entre ellos. En este caso, el número a tendrá que satisfa¬ 
cer las desigualdades. 


n < a < n + 1, 


pues el segmento AB es mayor que el AA n y menor que el AA n + ,, siendo las longi¬ 
tudes de estos últimos iguales a n y n + 1, respectivamente. Queda asi determinado 
el número a salvo una unidad. Ahora mostraremos que a se puede determinar con 
cualquier grado de exactitud. El proceso expuesto a continuación, que permite 
hallar el valor de a, se llama medida (o medición). 

Dividamos el segmento A n A n+ , en dos mitades, por medio del punto P,. Enton¬ 
ces el punto B o bien está entre A n y/ 5 ,, o bien entre P¡ yA a+l , o bien coincide con 
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P |- En oirás palabras, el segmento A n B o bien es menor que la miiad de la unidad li¬ 
neal, o bien es mayor, o bien es igual a ella. En correspondencia con esto, tendre¬ 
mos: o bien 


o bien 

o bien 


n < a < n + i , 

2 

I 

« + - <«<«+!, 


a = n + - . 

2 

En el último caso, a queda determinado exactamente, y el proceso de medida 
concluye: en los dos primeros, a queda determinado salvo ^ , y el proceso debe con¬ 


tinuar. Dividiendo aquél de los intervalos /!„/>,. P,/I n+ , que contiene a B en dos 
mitades por medio del punto P 2 podemos, según la ubicación del punto S, o bien 
determinar el valor exacto del número a, si B coincide con P 2 , y concluir asi el pro¬ 
ceso de medida, o bien, si B no coincide con P 2 , hallar el valor de a con una exacti¬ 
tud de hasta 1/4 y continuar después el proceso de medida análogamente. 

En lugar de encerrar a entre valores cada vez más estrechos, resulta más cómodo 
representar o en forma de fracción binaria 


a = n, n { n 2 ... ; 

aquí n es la parte entera, que muestra cuántas unidades lineales contiene el segmento 
AB- n,, la primera cifra después de la coma, será I ó 0, según contenga o no el seg¬ 
mento AB, además de las n unidades lineales, una mitad de la unidad lineal; n 2 será 
asimismo I ó 0, según el segmento AB contenga o no, además de n unidades lineales 
y n , mitades de la unidad lineal, un cuarto de unidad, etc. La fracción binaria que 

expresa a puede ser finita, si B coincide con alguno de los punios />,, P 2 . 

P n , ... que construimos en el proceso de medida del segmento AB, o bien infinita, 
si B no coincide con ninguno de estos puntos. Por ejemplo, si al medir se encuentra 
que AB contiene exactamente una unidad lineal con un cuarto y un octavo de uni¬ 
dad lineal, entonces ir = 1,011. En este caso, B coincidirá con P y Se sobreentiende 
que una fracción binaria finita puede considerarse formalmente como infinita; por 
ejemplo, a = 1,011000 ... En lo sucesivo, si subrayamos que una fración binaria es 
infinita, sobreentenderemos que es esencialmente infinita, es decir, no tiene tal or¬ 
den desde el cual siguen únicamente ceros. Asi, habiendo supuesto que a cada seg¬ 
mento se le ha puesto en correspondencia una longitud de manera que se satisfagan 
las condiciones 1, 2 y 3, hemos sido capaces, basándonos en el axioma de 
Arqulmedes, de hallar para cualquier segmento dado cada cifra de la representación 
binaria de su longitud. Por lo tanto, las longitudes de los segmentos quedan deter¬ 
minadas de manera univoca por las condiciones 1, 2 y 3. 

Debemos ahora mostrar que a cada segmento se le puede poner en correspon¬ 
dencia un número positivo de manera que se satisfagan las condiciones 1, 2 y 3. Pa¬ 
ra esto, pongamos en correspondencia a cada segmento, como su longitud, el núme¬ 
ro obtenido como resultado de su medición por el proceso descrito arriba. Debemos 
demostrar que se satisfacen las condiciones I, 2 y 3. 
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Ante todo, resulta claro que el proceso de medición, aplicado a la unidad lineal, 
da un número igual a 1. Por consiguiente, la condición 3 se satisface. 

Además, para dos segmentos congruentes el proceso de medición da valores 
¡guales de las longitudes. Esto es una consecuencia directa del teorema 13 del § 17, 
según el cual el sistema de puntos sobre dos rectas, obtenidos en el proceso de medi¬ 
da de segmentos, tiene idéntico orden de disposición de sus puntos; por ende, al me¬ 
dir dos segmentos congruentes, en los desarrollos binarios obtenidos surgen sucesi¬ 
vamente en posiciones iguales cifras iguales. Por lo tanto, la condición I también se 
satisface. 

Queda demostrar que se satisface la condición 2. 

Demostremos previamente dos proposiciones auxiliares. 

I. Sea dado un segmento arbitrario PQ. Siempre es posible escoger un número n 
tan grande como para que aI dividir la unidad lineal en 2" partes iguales se obtengan 
segmentos cada uno de los cuales es menor que PQ *>. 

Para demostrar esto, supongamos primero que la unidad lineal OO' fue dividi¬ 
da por medio del punto A en dos partes ¡guales OA, OA' y que cada una de ellas es 
mayor que el segmento PQ. Entonces dentro del segmento OA habrá algún punto 
O, tal que OO, =■ PQ, y dentro de AO' hatjrá un punto A, tal que AA y = PQ. 
Determinemos a partir del punto O, en la dirección de A un segmento 0,0 2 m PQ. 
Ahora observemos que 1) A está entre O, y A,; 2) tienen lugar las congruencias 
0,0 2 a A,A, O,A, = A ,0,. De aquí y del teorema 13 sigue que 0 2 está entre O, 
y A,. Aplicando el lema 2 del § 14, hallamos que 0 2 está entre O, y O'. En conclu¬ 
sión, si cada mitad de la unidad lineal OO' es mayor que PQ' , entonces, constru¬ 
yendo segmentos OO, y 0,0 2 congruentes a PQ, no pasamos más allá del punto 
O'. De aquí sigue que si para todo n, al dividir la unidad lineal en 2" partes ¡guales 
obtenemos segmentos S PQ, repitiendo el segmento PQ como sumando una can¬ 
tidad arbitraria de veces no podremos superar la unidad lineal. Esto es una contra¬ 
dicción con el axioma de Arquimedes, quedando asi demostrada nuestra proposi¬ 
ción. 

De esta proposición se desprende un corolario importante: el proceso de medi¬ 
ción de un segmento no puede conducir a una fracción binaria infinita todas las 
cifras de la cual son iguales a 1, a partir de cierto orden. 

En efecto, supongamos que se mide el segmento AB. Utilizaremos las nota¬ 
ciones usadas arriba al describir el proceso de medición. Si como resultado de la me¬ 
dición se obtiene una fracción binaria infinita con parte entera n, entonces B estará 
entre A n y + Supongamos primeramente que en la fracción obtenida las unida¬ 
des comienzan en seguida después de la coma. Entonces el punto B está en el inte¬ 
rior de cada segmento P,A n+l , P>A n+ ,, ... ; en consecuencia, el segmento BA n+ , 
es menor que cada una de las 2" partes iguales de la unidad lineal para todo/i, cosa 
que contradice la proposición I. Supongamos ahora que la fracción obtenida tiene 
un cero en el ¿r-ésimo orden, y unos en los órdenes siguientes. Entonces el punto B 
está dentro de cada segmento P k+ ,P k , P¡. + 2 P k . ... y obtenemos nuevamente una 
contradicción con la proposición 1 . 


*1 Cada segmento puede ser dividido en T partes ¡guales, ya que todo segmento puede di¬ 
vidirse en dos partes iguales (véase el teorema 23 del § 17). 


5—138 



66 


Cap. II. Axiomas de la geometría elemental 


El resultado que acabamos de establecer facilita la comparación de fracciones 
binarias que se obtienen como resultado de medición de segmentos. Precisamente, 
sean ay b fracciones binarias obtenidas en la medida de dos segmentos; si estas frac¬ 
ciones coinciden hasta cierto orden, y en el orden siguiente la fracción a tiene un ce¬ 
ro, y la b, un uno, se puede afirmar con seguridad que el número representado por 
la fracción a es menor que el representado por b (con respecto a fracciones binarias 
cualesquiera esto puede ser falso, pues, por ejemplo, las fracciones 1 , 11000 ... y 
1,10111... expresan el mismo número). 

2. Si el segmento A' B‘ es menor que el AB, y los números b’ y b fueron obteni¬ 
dos al medir estos segmentos, entonces b’ < b. 

Como A’B’ < AB, en el segmento AB existe un punto 8' tal que 
AB' =* A ‘B‘. Debemos mostrar que la medición del segmento AB' da un número 
menor que el obtenido al medir AB. 

Construyamos, a partir del punto A en la dirección de 8, segmentos AA V 
A t A v ... , iguales a la unidad lineal. Convengamos, con respecto a un segmento ar¬ 
bitrario de la recta AB, en decir que un punto pertenece al segmento si está en su in¬ 
terior, o bien coincide con el extremo izquierdo (considerando que «de izquierda a 
derecha» es el sentido de A hacia 8). Por ejemplo, el punto A t pertenecerá al seg¬ 
mento A |Aj. el A 2 , al segmento siguiente A¡A } . Con esta convención, si 8' y 8 per¬ 
tenecen a segmentos diferentes del sistema AA¡, A,A 2 .la parte entera del nú¬ 

mero b’ será menor que la parle entera de b y, en consecuencia, b’ < b. Si, en 
cambio, ambos puntos 8 y B' pertenecen al mismo segmento A¡A I+I , b‘ y b 
tendrán partes enteras iguales. Dividamos entonces el segmento A/ l í+ , en dos par¬ 
tes iguales, Si los puntos 8' y 8 resultan estar en mitades diferentes, la primera cifra 
después de la coma en el desarrollo del número b * será un cero, y en el de ó, un uno, 
por lo cual b’ < b. Si, en cambio, ambos puntos 8' y 8 pertenecen a una misma 
mitad del segmento -4/l I+ ,, ó* y b tendrán partes enteras y primeras cifras después 
de la coma iguales. En tal caso, dividamos en dos partes iguales la mitad del segmen¬ 
to /l/l j+ , que contenga a ambos puntos 8' y 8, etc. 

Continuando este proceso, llegaremos al fin a establecer la desigualdad b‘ < b, 
siempre que 8' y 8 no estétf siempre en una misma de las dos mitades que se ob¬ 
tienen al dividir el segmento que fue determinado por el paso precedente de la cons¬ 
trucción. Sin embargo, tal suposición debe ser descartada, por cuanto significa que 
el segmento 8'8 es menor que cada una de las 2" partes iguales de la unidad lineal 
para todo n, cosa que contradice la proposición auxiliar 1 ya demostrada. 

Ahora podemos acometer directamente la demostración de que la condición 2 se 
verifica. 

Sea AC un segmento arbitrario, 8, algún punto interior de éste, o, b, c, los nú¬ 
meros obtenidos al medir los segmentos AB, BCy AC. Debemos establecer la igual¬ 
dad 

a + b = c. 

Fijemos un entero positivo n y construyamos, a partir del punto 8 y en la direc¬ 
ción de A, segmentos BA¡,A ,A 2 .congruentes a los segmentos que se obtienen 

al dividir la unidad lineal en 2" partes ¡guales. Del axioma de Arquimedes sigue que 
entre los puntos A¡, A 2 , ... habrán dos sucesivos, A k y /t jt+ ( , tales que A k pertene¬ 
ce al segmento 8.4 o bien coincide con A, y A k + ^ conjuntamente con el punto 8 de¬ 
termina un segmento BA k + , que contiene ai punto .4. Análogamente se determinan 
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los puntos C, y C /+1 , poniendo en la dirección del punto C los segmentos BC,, 

' C,Cj.congruentes con los segmentos A/K j+( . Evidentemente, tienen lugar I is 

siguientes desigualdades entre segmentos: 

BA k $ AB < BA k+l , BC, s* BC < BC l+i , 

A k C, < AC < A t+| C, + 1 . 


De aquí, tomando en consideración la proposición auxiliar 2, se obtienen desigual¬ 
dades para los números correspondientes: 


k_ 

2 n 


^ a < 


k 4 1 
2 ” ’ 


1 

2 " 


Sí< 


/ + 1 
2 " ' 


k + / 
2 " 


s; c < 


* + / + 2 
2 " 


De estas desigualdades sigue que 

k + I k + l + 2 

-< o + tí-, 

2 " 2 * 


k + I k + / + 2 

-- í c < -. 

2 " 2 " 


En consecuencia, 


lo + b - el < 


I 


2" 


-I • 


Pero como n es un entero positivo arbitrario, 

a + b - c o 0 


y, por lo tanto, a + b = c, cosa que deseábamos establecer. i 

Asi, pues, los axiomas I — III y IV,I permiten fundamentar la medida de seg-' 
mentos y poner en correspondencia a cada segmento un número positivo, llamado 
su longitud. Dicha longitud se determina unívocamente por las condiciones 1, 2 y 3. 

De acuerdo con la condición 1, segmentos iguales tienen Igual longitud. Del te¬ 
orema 27, § 18, y de la proposición auxiliar 2 sigue que, reciprocamente, segmentos 
con igual longitud son iguales entre si. Podemos, pues, sustituir la comparación de 
segmentos por la de sus longitudes. 

En forma totalmente análoga a la longitud de un segmento se define la magnitud 
de un ángulo. 

definición 13. Supongamos que a cada ángulo le corresponde un número positi¬ 
vo, de forma que se observan las siguientes condiciones: 

1 ) a ángulos iguales corresponden números ¡guales; 

2) si la semirrecta l está en el interior de z (A, A) y tiene origen en su vértice, y si 
a z (A, /) y z (/, k) les corresponden los números oyí, entonces a z (A, k) le 
corresponde el número a + B. 

3) a algún z (o, o') le corresponde el número 1. 

Entonces el número que corresponde a cada ángulo de la manera indicada se lla¬ 
ma magnitud de este ángulo; z (o. o') lleva el nombre de unidad angular. 

La definición univoca y la existencia de las magnitudes de ángulos se demuestran 
igual que la definición unfvoca y existencia de longitudes de segmentos. Aquí no es 
necesario introducir un nuevo axioma para ángulos, que corresponda al de 
Arquimedes para segmentos: tal proposición ya puede ser demostrada. 

§ 21, De acuerdo con la exposición precedente, conjuntamente con el conjunto 
de todos los segmentos queda completamente determinado el conjunto numérico de 
sus longitudes; estamos suponiendo aquí, desde luego, que ha sido elegida la unidad 
lineal. Sin embargo, de tos axiomas I—III y IV, I no sigue que las longitudes de los 
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segmentos cubren lodos los números reales positivos. Basándonos en estos axiomas 
no puede siquiera establecerse que el conjunto de longitudes es innumerable. 

Sólo al ampliar el sistema de axiomas, agregando, por ejemplo, el axioma de 
Cantor IV,2 enunciado más arriba, obtenemos la posibilidad de demostrar el teore¬ 
ma que sigue. 

TEOREMA 35, Cutdquiera que sea el número real a > 0, existe algún segmento 
cuya longitud sea igual a a. 

Para demostrarlo, representemos a en forma de fracción binaria n, n,n 2 ... Su¬ 
pongamos primero que a no puede ser representado como fracción binaria finita. 
En tal caso, la fracción n, n¡n 2 ... no puede tener solamente unos, a partir de algún 
orden (pues la fracción infinita n, n t n 2 ... n^Olll ... representa el mismo número 
que la fracción finita n, n t n 2 ... n k 1). 

Consideremos alguna semirrecta con origen en el punto A y determinemos sobre 

ella segmentos AA t , A,A 2 . A n A nk .,, congruentes a la unidad lineal. El último 

de ellos, es decir, el /4 n /t n+ ,, lo dividamos en dos partes iguales por medio del pun¬ 
to P¡. Convendremos en llamar «izquierda» a aquella mitad del segmento A n A a+¡ 
que se encuentra del lado del punto A , y «derecha» a la otra. Extendremos la misma 
condición a cualquier otro segmento de la semirrecta en el caso de que lo dividamos 
por la mitad. Denotemos por /, el segmento que coincide con la mitad izquierda del 
segmento A n A n ^ t , si n, = 0, y con la derecha, si n, = I. Dividamos, ahora, el 
segmento /, en dos mitades por medio del punto P 2 y denotemos por l 2 su mitad iz¬ 
quierda o derecha, según sea rt, = Oón, = 1. Continuamos este proceso indefini¬ 
damente. 

Queda así determinada una sucesión de segmentos l 2 , ... 

Por construcción, los puntos interiores de cada uno de estos segmentos están 
dentro del precedente, y un extremo coincide con algún extremo del anterior. Sin 
embargo, no puede ocurrir que a partir de algún indice todos los segmentos /„ ten¬ 
gan extremo común (pues la fracción n, n¡n 2 ... no puede tener, a partir de algún 
orden, únicamente ceros o únicamente unos). En consecuencia, entre los segmentos 

l 2 , ... habrá algún segmento t k¡ que estará estrictamente dentro de /,; habrá otro. 

Que estará estrictamente dentro de l k¡ , etc. Además, de la proposición auxiliar 1, 
que utilizamos en la demostración de existencia de la longitud, sigue que ningún seg¬ 
mento puede ser menor que todos los segmentos /,, l k , l ki , ... Por esto podemos 
aplicar a la sucesión l k¡ , t kJ> ... el axioma de Cantor IV,2 y afirmar en consecuen¬ 
cia que existe un único punto B interior a todos los segmentos (,, l k , l k , ... Clara¬ 
mente, este punto B será asimismo interior a todos los segmentos /,. / 2 , ¡\, ... Resul¬ 
ta evidente que el segmento AS tiene la longitud indicada a. En efecto, al medir este 
segmento obtenemos precisamente el número o. 

Así, entonces, si a no puede ser representado por una fracción binaria finita, la 
afirmación del teorema resulta demostrada. Si, en cambio, a se representa por una 
fracción finita, el extremo B del segmento buscado será alguno de los puntos A , 

P 2 ' ••• obtenidos más arriba. No tiene sentido reproducir los razonamientos de¬ 
tallados para este caso; nos limitaremos a observar que aquí el axioma de Cantor es 
innecesario. 

Una proposición análoga al teorema 35 tiene lugar también para las magnitudes 
de los ángulos; precisamente, vale el 

teorema 36. Supongamos que para alguna elección de la unidad de medida , el 
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ángulo recio tiene magnitud w; entonces, a cualquier número a, 0 < a < 2o>, le 
corresponde un ángulo cuya magnitud es igual a a. 

Es usual escoger la unidad de medida de ángulos de forma que al ángulo recio le 
corresponda una magnitud igual a jt/ 2. En este caso, la unidad de medida se llama 
radián. 

Una vez fundamentada la medición de segmentos y de ángulos y estable¬ 
cida —en los teoremas 35 y 36— la posibilidad de construir un segmento dada su 
longitud y un ángulo dada su magnitud, queda abierto el camino de la aplicación de 
la aritmética y el álgebra a la geometría. 

Por ejemplo, con métodos aritméticos es ahora fácil demostrar el siguiente te¬ 
orema importante. 

teorema 37 . Dentro de cada segmento existen puntos que lo dividen en n partes 
iguales. 

En efecto, sea dado el segmento AB. Hemos demostrado que cada segmento po¬ 
see longitud; supongamos que la longitud de AB es igual a a. Utilizando la división 
de números, determinamos el número a/n. Del teorema 35 y el axioma 111,1 sigue 

que sobre la semirrecta AB existen segmentos AA¡, A { A 2 . A n _ 2 A n _ ( con la 

misma longitud a/n. Evidentemente, los puntos A¡, A 2 . A„_ ] son los busca¬ 

dos. 

Un teorema análogo tiene lugar para ángulos. 

teorema 38. Dentro de cada ángulo, por su vértice, pasan semirrectas que lo di¬ 
viden en n parles iguales. 

§ 22. Utilizando los axiomas de los cuatro grupos I—IV puede introducirse un 
sistema de coordenadas para la recta, el plano y el espacio. 

Construyamos primeramente un sistema de coordenadas en la recta. Sea a una 
recta arbitraria. Fijemos en ella algún punto O, que denominaremos origen de coor¬ 
denadas, y convengamos en llamar una de las dos semirrectas determinadas en la 
recta a por O, positiva, y la otra, negativa. Adoptemos, además, algún segmento 
como unidad de medida. 

A cada punto Ai de la recta a le pondremos en correspondencia la coordenada 
x, haciendo el valor absoluto de x igual a la longitud del segmento OM y determi¬ 
nando el signo de x según la posición de Ai como sigue: x > 0, si Ai está en la se¬ 
mirrecta positiva, y x < 0, si Ai está sobre la semirrecta negativa, Si Ai coincide con 
el punto O, hacemos x = 0. Del teorema 35 sigue inmediatamente la proposición: 

Cualquiera que sea el número x. existe sobre la recta exactamente un punto cuya 
coordenada sea igual a x. 

Introduzcamos ahora un sistema de coordenadas en el plano. Sea cr un plano ar¬ 
bitrario; denotemos por O algún punto del plano a, y por a, alguna recta de este 
plano que pase por O. Entonces O divide la recta a en dos semirrectas; llamaremos 
positiva a una de ellas, y negativa a la otra. La recta a divide al plano a en dos se- 
miplanos, uno de los cuales llamaremos asimismo positivo, y el otro, negativo. Si, 
además, se escoge una unidad de medida de longitudes, de acuerdo con lo expuesto, 
en la recta a queda determinado un sistema de coordenadas con origen O y semirrec¬ 
ta positiva distinguida. 

Sea ahora Ai un punto arbitrario del plano a. Por el teorema 25 del § 17, de Ai se 
puede trazar una única perpendicular a a. Denotemos por M x el pie de esta perpen¬ 
dicular. Sea x la coordenada del punto M f en el sistema de coordenadas que hemos 
introducido en la recta a, ey, un número cuyo valor absoluto es igual a la longitud 
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def segmento MM X , y cuyo signo depende de la posición de M como sigue: y > 0, si 
M está en el semiplano positivo, y < 0, si M está en el semipiano negativo. Si M es¬ 
tá sobre la recta o, hacemos y = 0. 

Hemos puesto, así, en correspondencia a cada punto A/del plano a un par orde¬ 
nado de números x, y, llamados coordenadas de este punto. 

Evidentemente, cualesquiera quesean los números reales x, y, en el plano existe 
exacta mente un punto cuyas coordenadas son respectivamente iguales a estos núme¬ 
ros. 

En efecto, el número x determina siempre y de manera unívoca en la recta a el 
punto M x . Por el teorema 26 del § 17, podemos trazar en el punto M x una única per¬ 
pendicular a la recta a. Supongamos que y * 0; por el teorema 35, existe un seg¬ 
mento cuya longitud es igual al valor absoluto del número y. Determinemos este 
segmento a partir del pumo M x sobre la perpendicular a la recta a, de modo que 
quede situado en el semiplano positivo, si y > 0, y en el negativo, si y < 0. El 
extremo del segmento construido se denota por la letra M\ el punto Ai tendrá las co¬ 
ordenadas x, y dadas. 

Si y = 0, suponemos que el punto M coincide con M x \ entonces M tendrá la co¬ 
ordenada x dada e y = 0. 

Siempre podemos, pues, determinar un punto cuyas coordenadas sean iguales a 
los números dados x, y. La unicidad de este punto se demuestra por razonamientos 
evidentes. 

Para introducir coordenadas en el espacio, fijemos un plano arbitrario a y deter¬ 
minemos sobre él un sistema coordenado, de alguna manera (es decir, indicamos el 
punto O, la recta o, etc.). El plano a divide al espacio en dos semiespacios; llame¬ 
mos positivo a uno de ellos, y negativo al otro. Entonces, a cada punto M del espa¬ 
cio le pondremos en correspondencia tres coordenadas {x, y, z), determinándolas 
como sigue: xcy coinciden con las coordenadas del pie M' de la perpendicular tra¬ 
zada desde Af al plano o, en nuestro sistema de coordenadas que suponemos ya 
introducido en el plano a; z será igual en valor absoluto a la longitud del segmento 
MM ‘; el signo de z depende de la posición del punto M de la manera siguiente: 
z > 0, si Ai está en el semiespacio positivo, y z < 0, si Ai está en el semiespacio ne¬ 
gativo. Si Ai se encuentra sobre el plano a, ponemos z = 0. 

El método que acabamos de exponer de introducción de un sistema de coordena¬ 
das en el espacio requiere la definición previa del concepto de perpendicular a un 
plano y la demostración del teorema: de cualquier punto se puede trazar a cualquier 
plano una perpendicular, y sólo una. La definición pertinente, así como la de¬ 
mostración de este teorema, pueden efectuarse de manera idéntica a como suele ha¬ 
cerse en los textos de geometría elemental. 

Si, además, se establece la existencia y unicidad de la perpendicular a un plano 
por un punto dado de éste, se puede, recurriendo al teorema 26 del § 17, establecer 
la afirmación: 

Cualesquiera que sean tres números reales x, y, z, en el espacio existe exacta¬ 
mente un punto cuyas coordenadas son respectivamente iguales a x, y, z. 

Los sistemas de coordenadas en el plano y en el espacio que acabamos de descri¬ 
bir podrían llamarse cartesianos. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que sólo de 
los axiomas I—IV no siguen muchas propiedades características de las coordenadas 
cartesianas. Consideremos, para simplificar, el sistema de coordenadas en el plano. 
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Llamemos, como se hace comúnmenle, eje xa la recta a, y eje y a la perpendicular a 
ella por el punto O. Sea M un punto arbitrario del plano, y sean M x , M y los pies de 
las perpendiculares trazadas desde M al eje x y al eje y respectivamente. Utilizando 
los axiomas I—IV no es posible, por ejemplo, demostrar que el segmento OM y es 
igual al M X M. Análogamente, de estos axiomas no puede deducirse la expresión 
bien conocida en geometría analítica para la distancia entre dos puntos. 

5 23. Al introducir coordenadas en la recta, establecemos una correspondencia 
biyectiva entre el conjunto de todos los puntos de la recta y el conjunto de todos los 
números reales. Vamos a analizar ahora una particularidad característica de esta 
correspondencia. 

Como mostramos más arriba utilizando los axiomas de los grupos 1—II, en el 
conjunto de pumos de una recta se puede introducir una relación de orden, de ma¬ 
nera que si el punto B sigue al punto A y precede al C, entonces B está entre Ay C 
en el sentido del § 13. Sólo es posible establecer este orden de dos maneras diferen¬ 
tes; esto corresponde a nuestra idea intuitiva de los dos sentidos sobre una recta. Es¬ 
cojamos de estos dos órdenes posibles aquél en que el origen de coordenadas prece¬ 
de a todos los puntos de la semirrecta positiva (el sentido que se determina asi se lla¬ 
mará positivo). Entonces, si A/, y A/j son dos puntos de coordenadas x { y x 1 y si M y 
precede a Af 2 , será x, < x 2 . 

Tenemos, asi el 

TEOREMA 39. Entre el conjunto ordenado de lodos los puntos de una recta y el 
conjunto ordenado de todos los números reales se puede establecer una correspon¬ 
dencia biyectiva tal que los elementos correspondientes se encuentren en igual rela¬ 
ción de orden. 

La propiedad de la recta expresada por este teorema se denomina continuidad. 
Como la continuidad de la recta queda asegurada por los axiomas IV, 1, IV,2 a los 
axiomas del grupo IV se los llama axiomas de continuidad. 

Los axiomas IV,I y IV,2 pueden sustituirse por otras proposiciones equivalen¬ 
tes, conservando los grupos precedentes I—III sin cambios. Uno de los equivalentes 
importantes de los axiomas del grupo IV es el principio de dedekind. 

En los fundamentos del análisis es bien conocida la proposición que expresa el 
principio de Dedekind en el conjunto de todos los números reales. 

Si lodos los números reales están divididos en dos clases de manera que: 

1 ) cada número pertenece a una clase, y sólo a una, y cada clase contiene núme¬ 
ros; 

2 ) cada número de la primera clase es menor que cada uno de la segunda, enton¬ 
ces o bien en la primera clase existe un número máximo, o bien en la segunda un 
mínimo. 

La esencia de esta proposición consiste en descartar dos posibilidades: la existen¬ 
cia de elementos que clausuren ambas clases a la vez, y la ausencia de tales elemen¬ 
tos en ambas clases. 

Del teorema 39 y el principio de Dedekind para los números reales sigue de inme¬ 
diato el principio de Dedekind para la recta. 

teorema 40. Si todos los puntos de una recta están distribuidos en dos clases de 
manera que: 

I) cada punto pertenece a una clase y sólo a una y cada clase contiene puntos; 
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2 ) cada punto de la primera dase precede a cada uno de la segunda, 

entonces o bien en la primera clase existe algún punto que sigue a todos los de¬ 
más de esta clase, o bien en la segunda existe algún punto que precede a todos los 
demás de dicha clase. 

Se dice que este punto determina una cortadura de Dedekind en ia recta. 

La equivalencia de esta afirmación con tos axiomas del grupo IV se expresa por 
el siguiente 

TEOREMA 41. SI a los axiomas I—III agregamos el principio de Dedekind, las pro¬ 
posiciones de Arquimedes IV,/ y de Cantor IV,2 pueden ser demostradas. 

Ante todo, obtengamos el principio de Arquimedes, basándonos en el de Dede¬ 
kind y en los axiomas I—III. 

Razonaremos reduciendo ai absurdo. Supongamos que para algún segmento AB 
no es válido el axioma de Arquimedes. Esto significa que existe una sucesión infinita 
de segmentos CONGRUENTES AA, = A ,A 2 a ... n A n A ntl , situados dentro del 
segmento AB. 

Escojamos el orden de puntos de la recta AS (sentido) para el cual A preceda al 
punto B, y dividamos los puntos de la recta A B en dos clases como sigue; en la pri¬ 
mera clase pondremos cada punto que precede a alguno de los puntos A n (y, por en¬ 
de, a los puntos A n+ ,, A n+2 , etc.); en la segunda, a los restantes puntos de la recta 
AB. 

, Es evidente que en este caso se cumplirán las condiciones que determinan una 
cortadura de Dedekind. En'efeclo: 

. I) cada punto de la recta A B pertenece a una clase, y sólo a una; cada clase es no 

vacia, pues ia primera contiene seguramente a los puntos AA 2 , ... , A n .y la 

segunda, al punto B\ 

2 ) todos los puntos de la primera clase preceden a los de la segunda. 

Entonces, en virtud del principio de Dedekind, que ahora estamos aceptando co¬ 
mo un axioma, existe un punto C que realiza la cortadura. 

Es evidente que en la primera clase no hay último elemento; en consecuencia, C 
es un punto de la segunda clase, que precede a los demás de esta clase. 

Por el axioma 111,1, existe un punto D que precede a C y determina con él un 
segmento CD congruente a cada segmento AA,, A,A 2 , etc. El punto D no puede 
pertenecer a la segunda clase, pues precede al punto C. 

D es, entonces, un punto de la primera clase y, por esto, precede a algún punto 
A„, El segmento A n A„ +l es parte del segmento CD y, por el teorema 29, 
A n A n + , < CD. Por otro lado, tenemos que A n A n+ , s CD. Pero, por el teorema 
27, las relaciones A n A n _ t¡ < CD y A n A n+ , s CD no pueden tener lugar simul¬ 
táneamente. La contradicción obtenida concluye la demostración del principio de 
Arquimedes. 

Demostremos ahora el principio de Cantor. 

Supongamos que en alguna recta a se ha fijado una sucesión infinita de segmen¬ 
tos A |B|, A 2 B 2 , etc, y que cada segmento A n+ ,B n +, está en el interior d cA n B a . 
Supongamos, también, que no existe ningún segmento menor que todos los de la su¬ 
cesión. Debemos demostrar que existe un punto perteneciente al interior de cual¬ 
quier segmento A„B n . 

Fijemos algún sentido en la recta y supongamos que A n denota siempre el extre- 
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mo del segmento que precede a B n . Dividamos los puntos de la recia a en dos clases, 
colocando en la primera aquellos puntos que preceden a alguno de los puntos A„ (y 
también, emonces. a A n+Í , /t„ +2 , etc.) y en la segunda, a los demás puntos de a. 

Hemos obtenido una' corladura de Dedekind. Efectivamente, 

1 ) cada punto de la recta a pertenece a una clase, y sólo a una; además, cada cla¬ 
se es no vacía, pues la primera contiene los puntos A¡, A 2 . A n , ... , y la segun¬ 

da, B |, B 2 , ... , B n , ... ; 

2) los puntos de la primera clase preceden a los de la segunda. 

En virtud dei principio de Dedekind, existe algún punto C que realiza la cortadu¬ 
ra. 

Es evidente que en la primera clase no hay último punto; por lo tanto, C es el 
primer punto de la segunda clase. Por esto, C precede a todos los puntos B { , 

B . . B n , ... y sigue a cada punto A A 2 , ... , A„. ... De aquí concluimos que C 

está en el interior de cualquier segmento A„B n . 

Nuestra afirmación queda asi demostrada completamente. 

5 24. Como hemos visto, los axiomas de continuidad permiten demostrar que en 
cada recta puede introducirse un sistema de coordenadas y transformarla asi en un 
eje numérico. 

Esto resulta ser de gran importancia, pues gracias a este resultado se abre la posi¬ 
bilidad de aplicar en la geometría los resultados básicos del análisis. 

Presentaremos dos teoremas que pueden ser fácilmente demostrados ahora, una 
vez Introducidos los axiomas de continuidad. 

teorema 42. Si una reda pasa por algún pumo del Interior de un círculo debe In¬ 
terseca r a la circunferencia de este círculo en dos puntos'' 1 . 

teorema 43 . SI una circunferencia k pasa por algún punto interior y por otro ex¬ 
terior de otra circunferencia k ’, entonces k y k‘ se intersecan en dos puntos. 

Demostremos el primer teorema. 

Supongamos que alguna recta a pasa por un punto interior de un circulo k, de 
radio r. Tracemos del centro del círculo * a la recta a una perpendicular, y denote¬ 
mos por O su pie. 

Introduzcamos en la recta a un sistema de coordenadas con origen en el punto 
O. I.a distancia del centro del circulo a un punto arbitrario de la recta a, de coorde¬ 
nada x, es función de arque denotaremos porsfx). Es fácil ver quesfx) es continua 
para iodo*; en efecto, por un teorema conocido, la diferencia de dos lados de un 
triángulo es menor que el tercer lado; por esto, 

IAsi = Is(jt + Ar) - s(xr)l < lArl, 

por lo cual Jím^ós = 0. Observemos, además, ques(O) < r, y que s(r) > r\ asi 

la función s(x) - r cambia su signo cuando x varia de 0 a r. Como esta función es 
continua, existe un valor del argumento x = x¡. contenido entre 0 y r. para el cual 
s(*,) = r. Las propiedades de continuidad de la recta permiten afirmar que cual¬ 
quiera que sea el número x¡, sobre la recta a existe un punto Ai, de coordenada 


•) Es natural llamar a un pumo interior con respecto a un círculo o a una circunferencia, si 
su distancia del centro es menor que el radio, y exterior, si esta distancia es mayor que el ra¬ 
dio 
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(esto fue demostrado en el parágrafo anterior). Como la distancia del punto M, al 
centro del círculo es igual a r, este punto está sobre la circunferencia periférica, es 
decir, es un punto de intersección de la recta a con la circunferencia del círculo k. 

Es fácil ver que el punto M 2 de coordenada x 2 = — x, es el segundo punto de 
intersección. 

Los teoremas 42 y 43 permiten fundamentar las construcciones que comúnmente 
se utilizan en los textos de geometría elemental al resolver problemas de dividir un 
segmento o un ángulo en dos partes iguales, al trazar una perpendicular a una recta 
dada por un punto dado, etc. En el teorema 23, referente a la posibilidad de dividir 
un segmento en dos partes iguales, tuvimos que eludir estas contruccioncs. pues de 
los axiomas i—111 (sin los de continuidad) no es posible deducir los teoremas 42 y 
43. 

8. Grupo V. Axioma de paralelismo. 

Geometría absoluta 

§ 25. definición 14. Dos rectas que se encuentren en un mismo plano y no ten¬ 
gan puntos comunes se llaman paralelos. 

La definición dada requiere, evidentemente, la demostración de existencia de 
rectas paralelas. Esta demostración, siguiendo a Euclides, puede hacerse fácilmente 
utilizando el teorema que sigue. 

TEOREMA 44. SI las recias a,b,c están en un misino plano y la recta c, al interse- 
car las rectos ay b, forma con ellas ángulos alternos internos ¡guales, entonces las 
rectas ay b son paralelas. 

El teorema 44 se demuestra en dos palabras, por reducción al absurdo: suponga¬ 
mos que c interseca o y ó en los pumos Ay B. respectivamente; supongamos que a y 
b no son paralelas. En tal caso, tienen un punto común O, y en el triángulo AOB 
hay un ángulo exterior igual a uno de los interiores no adyacentes. Esto contradice 
el teorema 30. 

Un caso particular del leorema 44 es el 

teorema 45. Dos rectas que están en un mismo plano y son perpendiculares a 
una tercera, son paralelas entre si. 

De los teoremas 44 y 45 se desprende de inmediato el 

teorema 46. Por cada punto exterior a una recia dada pasa una paralela a ella. 

En efecto, sea A un punto arbitrario no perteneciente a alguna recta o. Trace¬ 
mos por A una perpendicular AP a la recta a, y denotemos por b la recta que pasa 
por A , es perpendicular a AP y está en el plano que contiene AP y a. En virtud del 
teorema 45, la recta b es paralela a a. 

El leorema 46 complementa la definición 14, pues establece la existencia de rec¬ 
tas paralelas. 

Para fundamentar la teoría euclidiana de las paralelas es suficiente agregar a los 
axiomas !—IV el siguiente axioma V: 

v (AXIOMA de paralelismo). Sea a una recta arbitraria, y A, un punto exterior a 
ella', entonces en el plano determinado por A y la recta a, se puede trazar a lo sumo 
una recta que pasa por A y no interseca a. 

En en § 5 hemos demostrado que este axioma es equivalente al V postulado de 
Euclides. 
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Del axioma V sigue de inmediato un icorcma reciproco del 44. 

teorema 47. Si tíos recias paralelas se corlan por una tercera, los ángulos alter¬ 
nos ¡memos que se forman son iguales. 

De aquí, por el método habitual, se puede deducir el 

teorema 4S. La suinu de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos rec¬ 
ios. 

No tiene sentido reproducir los teoremas ulteriores de (a geometría. Todos los 
razonamientos que se utilizan en los textos al demostrarlos han sido rigurosamente 
fundamentados por lo expuesto y pueden efectuarse sin referencia alguna a una fi¬ 
gura o a la clara evidencia 

Digamos más que los axiomas I—V fundamentan la geometría analítica de Des¬ 
cartes. En el § 22 introducimos sistemas de coordenadas en la recta, en el plano y en 
el espacio. Ahora, disponiendo del axioma V y, en consecuencia, de la teoría eucli- 
diana de las paralelas, de la teoría de semejanza de figuras y, en particular, del te¬ 
orema de Pitágoras, se puede demostrar que la distancia entre dos puntos M¡ (Jf,, 

Z|) y M 2 (x 2 , y 2 , * 2 > se d etermina por la conocida fórmula 

d = 'J(x 2 - x,) 2 + O-j - y t ) 1 + (z 2 - z,) J , 

que todo plano se determina por una ecuación de primer grado 
ux + vy + wg + / ss O, 

etc. Queda así abierta la posibilidad de demostrar los teoremas de la geometría por 
métodos aritméticos. ' 

S 26. En el capitulo r expusimos ejemplos de tentativas de demostrar el postula¬ 
do de Euclides de las paralelas. Los autores de estas demostraciones se proponían 
deducir de manera lógica el V postulado de los demás postulados de euclides. 
Cabe observar que a pesar de que este problema estaba planteado ante los geó¬ 
metras durante muchos siglos, seguía sin estar bien definido hasta fines del sido 
XIX. 

En efecto, las definiciones y axiomas de Euclides son tan imperfectos que no 
pueden servir de base para desarrollar construcciones lógicas rigurosas. Es intere¬ 
sante destacar que el problema del V postulado, aun cuando ya había sido resuelto 
por Lobachcvski, seguía sin ser enunciado con rigor, pues en la época de Lo- 
bachevski todavia no se habían superado los defectos de la fundamentación cucli- 
diana de la geometría. 

Una vez expuestos los axiomas de Hilbcrt. tenemos la posibilidad de enunciar ri¬ 
gurosamente el problema del V postulado como sigue: 

Habiendo aceptado los axiomas enumerados en los grupos I —IV, deducir de 
ellos el axioma V. 

El resultado de Lobachcvski puede ahora ser expresado también con total preci¬ 
sión: 


•) En esencia, estamos afirmando que el sistema de axiomas de Hilbert es completo es de¬ 
cir, que si aceptamos lodos sus axiomas se puede hacer un desarrollo rigurosamente lógico de 
la geometría. La definición exacta del concepto de completitud de un sistema de axiomas y la 
demostración de la completitud del sistema de Hilbert se den en el cap. IV 
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El axioma V no es consecuencia de los axiomas 1—IV. 

Eslc mismo resultado puede enunciarse de otra forma: 

Si a los axiomas 1—IV se adjunta una proposición que niega la justeza del 
axioma V, los corolarios de todas estas premisos formarán un sistema lógico no 
contradictorio (geometría no euclidiana). 

Los resultados básicos de la teoría sobre ¡as paralelas de la geometría de Lo- 
bachevski y la demostración de su consistencia se exponen en el cap. III. 

§ 27. El sistema de corolarios que se desprenden únicamente de los axiomas 
I—IV se denomina geometría absoluta (termino de J. Bolyai). Evidentemente, la 
geometría absoluta es la parte común de las geometrías euclidiana y no euclidiana, 
pues las proposiciones que pueden ser demostradas por medio de los axiomas I—IV 
son verdaderas en igual medida tanto en la geometría de Euclidcs como en la de Lo- 
buchcvski. 

Todos los teoremas que enunciamos en este capítulo, hasta el 46 inclusive, son 
teoremas de la geometría absoluta. A ellos agregaremos los siguientes, que son-re¬ 
sultado de los trabajos de Sacchcri, Lamber! y Legendrc, y que fueron demostrados 
en el § 8. 

TEOREMA 49. El defecto O (A) de cualquier triángulo satisface la desigualdad 

D(á) > 0. 

O, en un enunciado diferente: La suma de los ángulos de un triángulo no puede 
ser mayor que dos recios. 

teorema 50. Los ángulos de la base superior de un cuadrilátero de Saccheri no 
pueden ser obtusos (es decir, la hipótesis del ángulo obtuso es contradictoria). 

teorema SI. Si existe algún triángulo con defecto positivo, cada triángulo tendrá 
defecto positivo. 

O bien, en otra forma: 

Si existe algún triángulo la suma de cuyos ángulos es menor que dos rectos, todo 
triángulo tendrá suma de ángulos menor que dos rectos. 

TEOREMA 52. Si se acepta la hipótesis del ángulo agudo para algún cuadrilátero de 
Saccheri, es necesario aceptarla pora todo otro cuadrilátero de Saccheri. 

teorema 53. La hipótesis del ángulo recto de Saccheri y la suposición de Le- 
gendre acerca de la existencia de un triángulo la suma de cuyos ángulos es igual o 
dos rectos, son equivalentes a! axioma V. 

TEOREMA 54. Si existe un ángulo agudo tal que la perpendicular trazada a uno de 
sus lados por cualquier punto de éste corta a! otro lado, entonces el axioma V puede 
ser demostrado. 



Capitulo III 
TEORIA NO EUCLID1ÁNA 
DE I \S PARALELAS 

1. Definición de paralelas según Lobachevski 

§ 28. Ahora procederemos a exponer los resullados básicos de la leona no cucli- 
diana de las paralelas. En su base pondremos los axiomas de la geometría absoluta 
I—IV y el siguiente axioma de Lobachevski. 

Existen una recta ay un punto A que no le pertenece , tales que por A pasan no 
menos ¡le dos rectas que no cortan a y están en un mismo plano con ella. 

Demostremos que en el mismo plano pasan por A infinitas rectas que no cortan a. 

Sean o, y o 2 dos rectas que pasan por A y no intersecan la recta a (fig. 30); su 
existencia queda asegurada por el axioma de Lobachevski. Fijemos sobre la recta a 2 
un punto # 2 de modo que se encuentre del lado de la recta o, donde no está la recta 
a. Unamos S 2 con algún punto B de la recta a. El segmento 8 2 B intersecará la recta 
a | en algún punto 8,. Sea M un punto arbitrario del segmento 8,8 2 . Es fácil ver que 
la recta AM no corla la recta a. En efecto, si la recta AM tiene con lu recta a algún 
punto C de intersección que se encuentra en la dirección de A hacia M, se formará 
un triángulo MBC uno de cuyos lados, MB, interseca la recta Entonces, por el 
axioma de Pasch 11,4, la recta o, tendrá que cortar la recta a, cosa que se descarta. 
Si, en cambio, AM tiene con la recta a un punto de corte C' en la dirección de M ha¬ 
cia A , se formará ún triángulo MBC ', cuyo lado MC' interseca la recta a z . Enton¬ 
ces, por el axioma de Pasch, dicha recta tendrá que cortar la recta a, cosa que tam¬ 
bién queda descartada. 

Podemos, pues, concluir que si n, y a 2 pasan por A y no cortan o, todas las rec¬ 
tas que pasan por A en un par determinado de ángulos opuestos por el vértice, de¬ 
terminados por o, y a 2 , tampoco cortan la recta o. 

Con el axioma de Lobachevski se niega la propiedad característica de la 
geometría euclidiana de unicidad de la paralela, al menos para algún punto determi¬ 
nado y alguna recta determinada. Sin embargo, es fácil comprobar que si el enun¬ 
ciado del postulado de Lobachevski se cumple para algún punto y alguna recta de¬ 
terminados, entonces se cumplirá para puntos y rectas Cualesquiera. 

Demostremos esto por reducción al absurdo. 

Supongamos, en contra de lo afirmado, que por algún punto 8, que no está 
sobre una recta b, pasa una única recta b' que no corta la recta b y se encuentra en 
un mismo plano con ella (fig. 31). 

Tracemos la perpendicular 88, por 8 a la recta b y lomemos sobre b algún otro 
punto S 2 , diferente de 8,. 
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Es fácil ver que la recia BB 2 forma con las recias b y /)' ángulos aliemos internos 
iguales. En efeelo, si esto no fuera asi, se podría. trazar por ü una recta li ", diferen¬ 
te de b' y tal que la recta t)ü 2 formara con las rectas b y b" ángulos alternos 
iguales, l’cro entonces la recta b" , por un lado, no podría tener punto común con 
/>, como sigue del teorema 44 del capítulo II y, por el otro, no podría dejar de cortar 
la recia b, ya que la única recta que pasa por B y no corta b es, según nuestra hipóte¬ 
sis, la recta b'. Análogamente, también la recta flfl, formará con byb' ángulos al¬ 
ternos iguales; en consecuencia, BH , es perpendicular no sólo a la recta b, sino tam¬ 
bién a ó'. De aquí sigue de inmediato que el triángulo BB } B 2 den® suma de ángulos 
internos igual a dos rectos. Entonces, en virtud del teorema 51 del capitulo II, la su¬ 
ma de los ángulos de cualquier triángulo será igual a dos rectos. De aqui, según el te¬ 
orema 53, se desprende el V postulado de Euclides y, por consiguiente, la unicidad 
de la recta que pasa por un punto arbitrario dado y no corta una recta arbitraria pre¬ 
fijada. 

Se obtiene asi una contradicción con el axioma de Lobachcvski, que niega esta 
unicidad con respecto a la recta o y el punto A. 

Entonces, al aceptar el axioma de Lobachevski llegamos necesariamente a la si¬ 
guiente proposición. 

tiüokkma I Cualesquiera que sean dados uno recia y un pumo que no le peí ¡ene- 
ce, por este punió pasa un conjunto infinito de recias que no corlan la recia dada. 

Aqui se sobreentienden, claro está, rectas que están en un mismo plano junto 
con la recta dada. En lo sucesivo no volveremos a hacer esta salvedad, asumiendo 
que nuestro análisis (hasta el § 33) se hace desde punto de vista de planimetría, es 
decir, que se consideran pumos y rectas de un plano determinado. 
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Fig. 32 


De acuerdo con lo expuesto, como consecuencia del axioma de Lobachevski de¬ 
bemos: 

1) para cada cuadrilátero de Sacchcri aceptar la hipótesis del ángulo agudo; 

2) suponer que la suma de los ángulos de cualquier triángulo es menor que dos 

rectos. 

8 29. A diferencia de la definición de Euclides, según Lobachevski son paralelas 
a una recta dada sólo algunas rectas particulares de aquellas que no tienen puntos 
comunes con la dada. Ahora daremos la definición de rectas paralelas según Lo¬ 
bachevski; no es tan sencilla como la de Euclides, y requiere algunas considera¬ 
ciones previas. 

Sea a alguna recta y A un punto que no le pertenece (fig. 32). Bajemos desde A 
la perpendicular A P a la recta a. La recta A P divide al piano en dos partes, una de 
las cuales convendremos en llamar semiplano «derecho», y la otra, semiplano «iz¬ 
quierdo». Análogamente, la recta a divide al plano en dos partes; llamaremos «su¬ 
perior» a aquella que contiene al punto A. 

Sea S la recta perpendicular a AP por el punto A. De la geometría absoluta se 
sabe que las rectas « y íi no llenen punios comunes. Como consecuencia del postu¬ 
lado de Lobachevski, existe un conjunto infinito de rectas diferentes de o y que tam¬ 
poco intersecan la recia a. Sea a el ángulo que forma la semirrecta derecha de 
alguna de estas rectas con la semirrecta AP, y sea or 0 la cota inferior del conjunto de 
tales ángulos a**. 

Evidentemente, tienen lugar las desigualdades 

0<«0<f. 


*1 Es decir, a 0 no es mayor que cada ángulo del conjunto indicado (« 0 < a), pero si 
aumentamos or.en un valor positivo c arbitrariamente pequeño, entonces a 0 + e ya superará 
cieno ángulo de este conjunto. 
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En efeelo, o 0 es mayor que el ángulo PAM, siendo M un punto arbitrario de la 
recta a, a la derecha de P\ consecuentemente. > 0. Como ü no es la única recta 

que no tiene puntos comunes con a, entonces a 0 < JL . 

Tracemos por A una recta a' de forma que su semirrecta derecha forme con AP 
un ángulo igual a or 0 . 

Es fácil ver que a' no corla la recta a. En efecto, si las rectas aya' pueden cor¬ 
tarse, lo harán sólo en el semiplano derecho. Supongamos que aya' tienen un pun¬ 
to común R. 

Tomemos sobre la recta a un punto R '. situado a la derecha de R, y denotemos 
a' = z PAR'. Pero entonces a 0 < a', y la cota inferior de las magnitudes a será 
mayor que a 0 , lo que contradice la definición de a 0 . 

Sea o" la recta que pasa por A y es simétrica a a' con respecto a AP. 

Las rectas a' y a" forman dos pares de ángulos opuestos por el vértice. Cada 
recta, que pasa por A y está en el par de ángulos opuestos por el vértice que contiene 
el punto P, interseca la recta o, mientras que cada recta, que pasa por A y está en el 
otro par de ángulos opuestos por el vértice, no corta la recta a. Las propias rectas a' 
y a’, como acabamos de demostrar, pertenecen a las rectas que no intersecan a, y 
son las rectas frontera de esta colección. Llamaremos a la recta a' recia frontera de¬ 
recha, y a la a", izquierda. 

Tiene lugar el siguiente importante 

teorema ti. Sean dadas tas recias a y a'. Sia' es recta frontera derecha del con¬ 
junto de rectas que pasan por alguno de sus puntos y no corlan la recta o, entonces 
a será recta frontera derecha también en el conjunto análogo de rectas que pasan 
por cualquier otro punto de ella. 

demostración Sea A un punto sobre la recta a' con respecto al cual se cumple 
la condición del teorema; bajemos desde A la perpendicular AP a la recta a. 

Demostremos primero la afirmación del teorema para los puntos que están a la 
derecha de A. Sea A alguno de estos puntos, y AP la perpendicular a la recta a 
(fig. 33a). Nos basta establecer que cualquier_semirrecta que parte de A y está si¬ 
tuada en el semiplanodcrecho con respecto a AP «por debajo» de la recta a' , debe 
cortar la recta a. Sea a' una tal semirrecta. Fijemos sobre a' un punto Q arbitrario y 
construyamos la semirrecta AQ. Como para el punto A se satisface la hipótesis del 
teorema y la semirrecta A Q está en el semiplano derecho con respecto a AP «por de- 
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bajo» de la recia a', esta semirrecta debe corlar la recta o en algún punto; lo denota¬ 
remos por M. Por cuanto la semirrecta a' interseca uno de los lados del triángulo 
APM, precisamente eUW, en virtud del axioma de Pascit 11.4 debe intersecar tam¬ 
bién uno de los otros dos lados de este triángulo **. Pero con el lado AP la semirrec- 
la a’ no puede tener puntos comunes, pues AP está en el semiplano izquierdo con 
respecto a A P. En consecuencia, la semirrecta o' tiene un punto común con el lado 
PM (evidentemente, a la derecha del punto P), cosa que precisamente había que de¬ 
mostrar. 

Consideremos ahora un punto arbitrario A * que está sobre la recta a’ a la iz¬ 
quierda de A (fig. 33b). Sea A ’P’ la perpendicular a la recta o. yo", alguna se¬ 
mirrecta con origen A *, situada en el semiplano derecho con respecto a A ’P' por 
debajo de la recta a'. Debemos demostrar que a* tiene un punto común con la recta 
a. Tomentos sobre el complemento de la semirrecta a* un punto arbitrario Q, y 
unámoslo con el A por una recta. Según nuestra hipótesis, la recta o' es frontera en 
el conjunto de rectas que pasan por/l y no cortan a. Por esto, la recta QA cortará la 
recta a en algún punto M, a la derecha de P. Observemos ahora que la semirrecta a ‘ 
pasa por el vértice y el interior del ángulo A A ’ P ‘; por lo tanto, tendrá que corlar al 
segmento AP' (de acuerdo con el teorema I la del capitulo II). Pero entonces, por 
el axioma de Pasch 11,4, la semirrecta a ’ tendrá que intersecar o bien al lado AM, o 
bien al P’M del triángulo AP'M. Como la recia a’ tiene con la AM un punto co¬ 
mún Q, fuera del segmento AM, la semirrecta a ' deberá intersecar precisamente al 
lado P’M. Asi, esta semirrecta se interseca con la recta a, quedando con ello de¬ 
mostrado el teorema. 

Se puede hacer una demostración análoga para el caso en que a' sea la recta 
frontera izquierda. 

Ahora podemos definir el concepto de paralelismo en la geometría de Lo- 
bachcvski. 

Según Lobachevski, la reda a' se dice paralela a la reda a, si en el conjunto de 
las redas que pasan por algún punto de a' y no corlan la reda a, la reda a' resulla 
ser frontera. 

Del teorema II sigue que si algún punto de la recta a' posee la propiedad indica¬ 
da en la definición que acabamos de dar, todo otro pumo de a' tendrá la misma 
propiedad. 

Fijemos uno de los dos sentidos de la recia a (indicado con una flecha en la 
fig. 34) y bajemos de algún punto A de la recta a' sobre la recta a la perpendicular 
AP. El segmento AP forma con la recta a' dos ángulos adyacentes, uno de los 


*> El axioma de Pasch 11,4 se refiere a un triángulo y una recta. Con respecto a una se¬ 
mirrecta (rayo), este axioma puede aplicarse si el origen de ta semirrecta está fuera del triángu¬ 
lo, y es inaplicable si el origen está dentro de él. 

Al aplicar el axioma de Pasch a un triángulo y una semirrecta, tendríamos que hacer la sal¬ 
vedad previa de que el origen de ésta se halla fuera del triángulo. Sin embargo, no vamos a ha¬ 
cer cada vez esta salvedad, omitiendo asi en este caso y cu otros similares bs detalles de los ra¬ 
zonamientos, siempre que éslos sean suficientemente evidentes. Una exposición demasiado 
escrupulosa complicarla la lectura del libro con menudencias que no son ni interesantes ni 
esencialmente importantes. 
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Fig- M Fig. 3S 


cuales será agudo, y el otro, obtuso. Si el ángulo agudo queda del lado de la recta 
AP hacia el cual está orientada nuestra recta a, diremos que o' es paralela a la recta 
a en el sentido prefijado, o en la dirección prefijada (en las figuras indicaremos la 
dirección del paralelismo por medio de flechas en ambas rectas). 

Utilizando nuestra convención sobre la notación de los lados del plano con res¬ 
pecto a la recta AP («derecho» e «izquierdo»), se puede describir la dirección de 
paralelismo de otro modo: en el conjunto de rectas que pasan por A y no cortan la 
recta a, a' puede ser recta frontera derecha o izquierda; en el primer caso, decimos 
que o' es paralela a la reda a hacia la derecha, en el segundo, que o' es paralela a la 
reda a hacia la izquierda. 

Asi, entonces, por cada punto del plano pasan dos rectas paralelas a una recta 
dada, que son paralelas a ella en dos direcciones diferentes (véase la fig. 35; las rec¬ 
tas paralelas a la recta a hacia la derecha se denotan con las letras a\, a ¡,... ). En 
particular, tiene lugar el siguiente 

TEOREMA III. Por cada punto del plano pasa exactamente una reda paralela a 
otra dada en una dirección determinada. 

§ 30. Basándonos en la definición dada más arriba de paralelismo, no podemos 
todavía hablar de dos rectas mutuamente paralelas. Más adelante estableceremos la 
reciprocidad de la relación de paralelismo, es decir, que si una de dos rectas dadas es 
paralela a la otra, entonces la segunda es paralela a la primera. Pero antes tendre¬ 
mos que demostrar algunas proposiciones auxiliares. 

lema i .Sean a y b dos redas arbitrarias-. O, un punto sobre b; OA, la perpendi¬ 
cular bajada de O sobre a. Supongamos, además, que O A forma con la recia b 
ángulos adyacentes desiguales. Entonces, si x denota la distancia de O a un punto 
tomado sobre ¡a recta b del lado del ángulo obtuso, e y = f(x), la longitud de ¡a 
perpendicular trazada de este punto a la recta a.flx) será una función continua, 
monótona y creciente indefinidamente. 

demostración. Tomemos, del lado del ángulo obtuso, sobre la recta b dos pun¬ 
tos M y M’ , de forma que M esté entre O y M‘ (fig. 36). Tracemos las perpendicu¬ 
lares O A, MP y MT a la recta o, y pongamos 

OM = x. OM' = 

MP = y, M’P’ = y'; 


en este caso, x' > x. 
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Obsérvese que en virtud del axioma de Lobachevski, la suma de los ángulos in¬ 
ternos del cuadrilátero OMPA es menor que cuatro rectos; esto, sumado a que los 
ángulos internos en los vértices A y Pson rectos, implica que ¿ PMM ' es mayor 
que ¿AOM. En consecuencia, x. PMM' es obtuso. 

Determinemos sobre la recta P'M', a partir del punto P', un segmento 
P'N = PM. Uniendo los puntos M y N, obtenemos un cuadrilátero de Saccltcri 
PMNP' ; ¿ PMN, por ser un ángulo de la base superior de este, es agudo. Como 
x.PMM' es obtuso y x PMN, agudo, el punto N estará entre P' y M', es decir, 
P'M' > PM. Asf, cuando x‘ > x, será también y‘> y. Queda con esto de¬ 
mostrado que J(x) es una función monótona creciente. 

Hagamos ahora A* = x' - x y Ay = y' — y(Ax > 0, Ay > 0). Evidente¬ 
mente, Ax = MM', Ay = NM‘. Partiendo de la igualdad 
NM' < NM + MM' 

y tomando en consideración que NM es más corto que MM', pues en el triángulo 
NMM' el lado NM es opuesto a un ángulo agudo, y el MM' opuesto al obtuso, 
hallamos que 

NM' < 2MM', 

o bien que Ay < 2Ax. 

Considerando análogamente el caso en que M' está entre O y M, llegamos a es¬ 
tablecer la desigualdad 

lAyl < 21 AjtI. 

válida para todas las posiciones posibles de los puntos M y M'. De aquí sigue que 
Ay — 0 cuando Ax ~ 0, es decir, que/(jr) es efectivamente una función continua. 

Queda por demostrar que cuando x crece indefinidamente, f(x) también crece 
indefinidamente. Para mostrar esto, fijemos sobre la recta b un punto M" de forma 
que se cumpla MM' = M'M" y tracemos la perpendicular M"P" a la recta a. Su¬ 
pongamos que al punto M" le corresponde x" = OM‘ c y" = f(x" ) = 
= M"P". Introduzcamos las notaciones h¡ = y' — y, h 2 = y" - y': entonces 
MP = y, M’P' = y + h¡, M"P’ = y + + h 2 . Determinemos sobre la recia 
P’M', a partir de P' y en la dirección de M‘ , los segmentos P'N 13 PM, 
P'Q s P’M’, y a partir de Ai', el segmento M'k b M'N. Evidentemente, 



ti’ 


Fig.36 
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NM' = h¡,M'R = h t yM'Q = h 2 . Observemos ahora que los triángulos M'NM 
y M'RM' son iguales, pues tienen ángulos iguales encerrados entre lados iguales. 
En consecuencia, ¿M'RM" a ¿M'NM. Pero z M' NM es adyacente al ángulo 
agudo z MNP' en el cuadrilátero de Saccheri. Por eso, este ángulo es obtuso, así 
como también el z M‘ RM" , que es igual a él. El ángulo M‘ QM " , por estar en la 
base superior del cuadrilátero de Saccheri P'QM'P" , es agudo. De la comparación 
de ¿M'QM" con z M'RM’ se desprende que el punto/? está entre M' y Q, es de¬ 
cir, que M'Q > M'R, o bien que h 2 > h t . 

Tenemos, de aquí, que MP = y, M'P' = y + h¡, M’P’ > y + 2h } . Si ha¬ 
cemos, entonces, MM' = M'M" = s y tomamos la sucesión x, = x,x 2 = x + s, 
x s a x + 2s, ... , obtenemos respectivamente f(x¡) = y, f(x 2 ) = y + h x , 
f(Xj) > y + 2/i|,/(x 4 ) > y + 3A,, etc. De estas relaciones se aprecia directamen¬ 
te que cuando x crece indefinidamente, la función f{x) crece también en forma inde¬ 
finida. El lema está demostrado. 

Obsérvese que el lema I pertenece a la geometría absoluta, a pesar de que los ra¬ 
zonamientos efectuados se basaron esencialmente en las propiedades de un cuadrilá¬ 
tero de Saccheri en el sistema de Lobachevskí. En la teoría euclidiana de las parale¬ 
las la demostración de este lema se efectúa sin dificultad alguna; en este caso habrá 
que sustituir las relaciones que obtuvimos al final de la demostración por las igual¬ 
dades respectivas MP = y, M'P' = y + h t , M’P" = y + 2A, que expre¬ 
san el carácter lineal de la función y = f(x). 

Un caso particular importante del lema I es la siguiente proposición. 

lema ll. Si x denota Ia distancia del vértice de un ángulo a un punto que está 
sobre un lado de este ángulo, ey = f(x), la longitud de la perpendicular trazada de 
este punto al otro lado, entonces f(x) es una función continua, monótona e indefi¬ 
nidamente creciente. 

Los lemas I y II serán aplicados más de una vez. 

Ame lodo, utilizaremos el lema I para demostrar la reciprocidad de la relación 
de paralelismo. 

. teorema iv. Si una de dos rectas es paralela a la oirá en una dirección determi¬ 
nada, entonces la segunda es paralela a la primera en la misma dirección. 

demostración. Supongamos que la recta a es paralela a la recta b en alguna di¬ 
rección. Tenemos que demostrar que b es paralela a a en la misma dirección. 

Ante todo, estableceremos la existencia de un punto equidistante de las rectas a y 
b. Esto, que por evidencia es bien claro, se desprende directamente del lema I. En 
efecto, sea P algún punto de la recta a, y PB, la perpendicular trazada por P a la 
recta b (fig. 37). Fijemos sobre el segmento PB un pumo arbitrario M y tracemos 
por él la perpendicular MA a la recta a. 

Hagamos PB — s, PM = x, MA = f(x); consideremos, además, la función 
e>(x) = s - x. Evidentemente./fx) y v(x) denotan respectivamente la distancia del 
punto M a las rectas a y ó. En virtud de) lema 1 ,/(x) es una función continua monó¬ 
tonamente creciente; y(x), como se ve de su expresión, es una función también con¬ 
tinua y monótonamente decreciente. Como/(0) < y>(0), y /(x) > *(s), existe un 
valor de x, 0 < x < s, y sólo uno, tal que/(x) = <p(x). A este valor dex le corres¬ 
ponde un punto M que equidista de las rectas ay b, es decir, tal que MA = MB. 

Para este punto M, la recta AB forma ángulos iguales con las rectas ay b\ esta 
recta se denomina secante de igual pendiente para las rectas a y b. 
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Una vez probada la existencia de una secante de igual pendiente, la reciprocidad 
de la relación de paralelismo se hace claramente evidente. Con todo, daremos la de¬ 
mostración rigurosa del teorema. 

Como, según la condición, la recta a es paralela a b, entonces o y ó no se corlan. 
De este modo, para verificar que b sea paralela con respecto a a, debemos establecer 
que b es una recta frontera entre todas las que pasan por alguno de sus punios y no 
cortan o. Sea 8 tal punto (fig. 38). Denotemos con b la semirrecta de la recta b que 
tiene origen en B y está dirigida en el sentido de paralelismo de la recta o a la recta b\ 
esta semirrecta no corta la recta a. Debemos demostrar que cualquier otra semirrec¬ 
ta B' con origen B y desviada de b hacia la recta o en un ángulo a arbitrariamente 
pequeño, corta la recta o. Sea dado un ángulo a. Tracemos por A una semirrecta 
a ', situada del mismo lado de a que la recta b y que forme con el sentido de parale¬ 
lismo de la recta o un ángulo a. Como la recta a es paralela a b, la semirrecta a' en¬ 
contrará a b en algún punto 8,. Determinemos sobre la reda o, en el sentido de pa ; 
ralellsmo, un segmento AA¡ igual al B8|. Como A8 es secante de igual pendiente 
para las rectas a y b, el triángulo B8,/l es igual al AA ,8. De aquí sigue que la se¬ 
mirrecta con origen 8 que pasa por el punto A , forma con la recia b el ángulo dado 
a hacia la recta a, es decir, coincide con la semirrecta b'. Pero la primera semirrec¬ 
ta, por construcción, corta la recta a. Asi, pues, una semirrecta que pasa por 8 y se 
desvía de b hacia la recta o en un ángulo arbitrariamente pequeño, corta esla recta. 
Por ende, la recta b es paralela a la recta a, quedando con esto demostrado el teore¬ 
ma. 

Sean oye dos redas paralelas entre si. 1.a recta a divide al plano en dos scmipla- 
nos; denotemos por ll ac aquel que contiene la recta c. Análogamente, la recta c divi¬ 
dirá al plano en dos semiplanos; llamaremos n ro aquel que contiene la recta a. Con¬ 
vendremos en llamar a la parte común de los semiplanos n„ r y n„ zona interior del 
plano con respecto a las rcctasa y c. Sea b una tercera recta, paralela a alguna de las 
dos rectas ay c en la misma dirección en que éstas son paralelas entre si. Es fácil di¬ 
lucidar que en este caso b no puede intersecar ni la recta o, ni la recta c. En efecto, 
supongamos, por ejemplo, que b es paralela a la recta c; entonces b y c no pueden 
tener intersección, como rectas paralelas. Pero ay b tampoco pueden intersecarse. 
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pues en caso contrarío por su punió común pasarían dos recias paralelas a c en una 
misma dirección, cosa imposible (véase el teorema III). 

I.CMA Iti. Si para las condiciones indicadas arriba la reda b está en la zona inte¬ 
rior del plano con respecto a las rectas a ye, entonces debe cortar a cada segmento 
< 7 ite ana algún punto de la recta a con otro de ¡a recta c. 

demostración Supongamos que b es paralela a c. Tomemos sobre la recta a un 
punto arbitrario A , y sobre c, otro punto cualquiera C; tracemos el segmento AC. 
Sea c la semirrecta de c que parte del punto C en la dirección de paralelismo de las 
rectas a y c (l'ig. 39). Sea c' alguna semirrecta que sale del punto C hacia el interior 
del ángulo determinado por las semirrectas CA y c; supongamos, además, que c' es¬ 
tá del lado del paralelismo con respecto a las perpendiculares trazadas desde C a las 
rectas ayb. Según la condición de paralelismo entre a y c, la semirrecta c' debe cor¬ 
tar la recta a en algún punto P. Análogamente, según la condición de paralelismo 
entre c y b, la semirrecta c' tiene que intersecar la recta b. Como b se encuentra en la 
zona interior con respecto a las rectas a y c, el punto de intersección de la semirrecta 
? con la recta b tiene que estar entre los puntos C y P. De esto, más el axioma de 
Pasolt, concluimos que la recta b cortará bien el segmento AC, bien el AP. Pero no 
puede corlar a este último, pues no puede tener intersecciones con la recta a. Conse¬ 
cuentemente, la recta b corta al segmento AC. El lema queda demostrado. 

El sigílenle teorema establece la transitividad de la relación de paralelismo. 

TEOREMA v. Dos rectas paralelas a una tercera en una misma dirección son para¬ 
lelas entre si, en la misma dirección. 

demostración. Supongamos que las rectas ayb son paralelas en una misma di¬ 
rección a la recta c. De aquí, como arriba, concluimos que las rectas a y b no pueden 
intersecarse (en caso contrario, por su punto común pasarían dos rectas paralelas a c 
en una misma dirección, cosa imposible). 

A fin de demostrar que ayb son paralelas, consideremos dos casos (fig. 40). 

1. Las rectas ayb están a un mismo lado de la recta c. 

2. Las rectas ayb eslán en lados diferentes de la recta c. 

En el primer caso, una de las dos rectas a, b está en la zona interior del plano, 
determinada por la otra recta conjuntamente con c. Supongamos, por ejemplo, que 
b está en la zona interior con respecto a a y c. 

Tomemos sobre o un pumo arbitrario A y denotemos con a la semirrecta do a 
que parle de A en el sentido de paralelismo de las rectas a y c. Tenemos que de¬ 
mostrar que la semirrecta a es de frontera en el conjunto de todas las semirrectas 
con el punto A que no cortan la recta b. Admitiendo lo contrario, supongamos que 
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F,g. 40 

existe una semirrecta rr' que sale del punto A en la dirección de paralelismo (es de¬ 
cir, se encuentra en la dirección de paralelismo con respecto a las perpendiculares 
desde A a las rectas byc)y está más cerca de la recta b que la semirrecta a pero que 
no corta la recta b. Entonces, en virtud del lema precedente, la semirrecta a' no 
puede cortar tampoco la recta c, cosa que contradice el paralelismo de las rectas a y 
c, pues la semirrecta a ', en este caso, no sería de frontera en el conjunto de las que 
parten de A y no corlan la recta c. 

Consideremos el segundo caso. Supongamos que ay b están en lados diferentes 
con respecto a c; entonces b ye estarán del mismo lado de a. Tracemos por un pun¬ 
to arbitrario A de la recta a una semirrecta a' de forma que esté más cerca de las rec¬ 
tas b y c que la recta a y que pase en el sentido de paralelismo con respecto a las per¬ 
pendiculares desde A a las rectas b y c. Como a y c son paralelas, la semirrecta a' 
cortará la recta c, y en virtud del paralelismo de c y b, esta semirrecta cortará tam¬ 
bién la recta b. Así, en_el conjunto de semirrectas que pasan por A y no intersecan la 
recta b, la semirrecta o resulta ser de frontera; por ende, las rectas a y ó son parale¬ 
las entre sí (en la misma dirección en que ambas lo son con la recta c). El teorema 
queda demostrado. 

Las proposiciones establecidas en este parágrafo muestran que aunque la defini¬ 
ción de paralelismo en la geometría de Lobachcvski es bastante complicada, el con¬ 
junto de rectas paralelas a una recta dada en una dirección determinada posee las 
mismas propiedades básicas que el conjunto de rectas paralelas en la geometría 
euclidiana. 

2. Particularidades de la disposición de rectas paralelas 
y rectas divergentes 

5 31. Si dos rectas no se cortan y no son paralelas, se llaman divergentes *>. Por 
cada punto del plano pasan dos rectas paralelas a una recta dada, y un número infi¬ 
nito de rectas divergentes con ella (teorema I). 

Ahora estudiaremos algunas propiedades de la posición recíproca de las rectas 
paralelas y las divergentes. Los resultados que obtendremos aquí nos permitirán 
representarnos en forma bien clara la diferencia entre las rectas paralelas y las diver¬ 
gentes. 


*> El término «rectas divergentes» se justifica por las particularidades de la posición 
reciproca de estas rectas; véase el teorema VIII mis abajo. 
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Indiquemos, ame lodo, los dos teoremas siguientes. 

TEOREMA vi. Dos recias perpendiculares a una tercera son divergentes. 

La demostración se ve en seguida. En efecto, el que dos rectas o y ó, perpendicu¬ 
lares en los puntos .4 y B a una tercera recta c, no tienen puntos comunes, ya nos es 
conocido como proposición de la geometría absoluta. Pero estas rectas no son para¬ 
lelas, pues por A pasa un número infinito de rectas que no se cortan con b, y entre 
ellas la recta u no es de frontera y por ende no es paralela a la recta b. El teorema VI 
ya fue establecido en forma implícita en el § 29. 

TEOREMA vil Dos rectas que ul cortarse con una tercera forman ángulos alternos 
iguales, o bien ángulos correspondientes iguales, son divergentes. 

demostración. Este teorema es una generalización del precedente, pero se re¬ 
duce fácilmente a él. Sean oyó dos rectas dadas, y sea c una secante de ambas 
(fig, 41). Sean A y B los puntos en que c corta o y ó, y O, el punto medio del seg¬ 
mento AB. Bajemos desde O las perpendiculares OP y OQ a las rectas oyó. 

En los triángulos rectángulos OAP y OBQ tenemos: OA = OB. por la elección 
del pumo 0\ OA P = ¿ OBQ, por la condición del teorema. De aquí sigue que el 
triángulo OAP es igual al OBQ. En particular, ¿ BOQ = ¿.AOP y, en consecuen¬ 
cia, los segmentos OP y OQ están sobre una misma recta PQ, a la cual son perpen¬ 
diculares las rectas oyó. Por el teorema VI, estas rectas son divergentes, cosa que 
había que probar. 

Ahora demostraremos que dos rectas divergentes cualesquiera tienen exacta¬ 
mente una perpendicular común. Por consiguiente, /o existencia de una perpendicu¬ 
lar común , y. además, sólo una. es una propiedad característica de las rectas diver¬ 
gentes. 

Ame todo está claro que en la geometría de Lobachevski dos rectas no pueden 
tener dos perpendiculares comunes. En efecto, si AB y CD son perpendiculares a las 
rectas AC y BD, el cuadrilátero ABCD tendrá suma de ángulos igual a cuatro rec¬ 
tos, cosa imposible, pues cada uno de los triángulos ABC y BCD tiene suma de án¬ 
gulos menor que dos recios. Así, la unicidad de la perpendicular común a dos rectas 
se establece inmediatamente. 

La demostración se existencia de una perpendicular común a dos rectas diver¬ 
gentes no es tan sencilla. 

Sean ay ó dos rectas divergentes cualesquiera (fig. 42). Sea MN la perpendicular 
trazada de un punto arbitrario M de la recta ó a la recta a. Si MN es también perpen¬ 
dicular a ó. no hay nada que demostrar. Supongamos, pues, que MN no es perpen- 
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dicu lar a b, y fijemos sobre b un sentido positivo de manera que éste forme un ángu¬ 
lo obtuso con la perpendicular SIN. Entonces, en virtud de) lema 1, la longitud de 
MN, al desplazar el punto M en el sentido positivo, crece monótona e indefinida¬ 
mente. 

Demostraremos que, a partir de algún momento, la longitud de MN crece indefi¬ 
nidamente también cuando desplazamos el pumo M en el sentido negativo. 

La recta MN divide el plano en dos semiplanos; convendremos en llamar positi¬ 
vo a aquel hacia el cual está dirigida la semirrecta positiva de b, y negativo, al otro. 

Tracemos por M en el semiplano negativo la semirrecta c paralela a la recta a. 

Como a y b son rectas divergentes, la semirrecta c está más cerca de la recta u 
que la semirrecta negativa de la recta b. Por esto, si fijamos sobre b en el semiplano 
negativo algún punto Ai' y trazamos la perpendicular M'N' a la recta o, ésta corta¬ 
rá la semirrecta c en algún punto P' del segmento M'N', Así, pues, 
M'N' > M'P'. Tracemos ahora la perpendicular M'Q' a la semirrecta c; eviden¬ 
temente, M'P' > M'Q' y, en consecuencia, M'N' > M'Q'. Pero, de acuerdo 
con el lema II. la distancia de un punto variable sobre un lado de un ángulo al otro 
lado crece indefinidamente cuando este punto se aleja del vértice; en virtud de esto, 
cuando el punto M' se aleja en sentido negativo, M'Q' crece monótona c indefini¬ 
damente. Como M'N' > M'Q' , entonces M'N' a la postre también tandrá que 
crecer indefinidamente. 

Introduzcamos sobre la recta b un sistema lineal de coordenadas, fijando ar¬ 
bitrariamente un origen y suponiendo que el crecimiento de la coordenada tiene lu¬ 
gar, por ejemplo, en sentido positivo. Sea x la coordenada de un punto variable M, 
ey = f(x) la longitud de la perpendicular MN a la recta o. Por lo que acabamos de 
mostrar, /(a:) es una función continua siempre positiva, cuyo valor crece indefinida¬ 
mente cuando x tiende al infinito ya sea en el sentido positivo o en el negativo. De 
aquí sigue, en primer lugar, que/(jr) tiene algún minimo positivo/(x 0 ) y, en segun¬ 
do, que cada valor mayor que/(A- 0 ) lo loma la función f(x) al menos para dos valo¬ 
res distintos del argumento. Sean at, y x 2 (at, * x 2 ) dos valores de *, tales que 
/0*j) = f(x 2 ). Sean M, y M 2 los puntos de coordenadas at, y x 2 , y M l N l , 
M 2 N 2 , las perpendiculares bajadas de ellos a la recia a. Por la elección de los puntos 

y M 2 , el cuadrilátero N t M¡M 2 N 2 es un cuadrilátero de Saccheri y es, por ende, 
simétrico con respecto a la perpendicular trazada en el punto medio de la base infe¬ 
rior. De aquí sigue que ia perpendicular M 0 N 0 trazada desde el punto medio M 0 del 
segmento M¡M 2 a la recta a, es una perpendicular común a las rectas a y b. Queda, 
asi, demostrada la existencia de una perpendicular común. 

Si tomamos ahora sobre la recta b un punto arbitrario M y bajamos de él la per¬ 
pendicular^/A» a la recta o, en el cuadrilátero N 0 M 0 MN los ángulos en los vértices 
N w M o y N serán recios y, consecuentemente, en el ángulo externo en el vértice M 
será obtuso. De aquf, en virtud del lema I, sigue que los valores de la fundón /(.y) 
crecen en el lado del punto Ai en el que no se encuentra el pumo M 0 . En consecuen¬ 
cia, M 0 es el único punto donde /(at) alcanza su minimo valor. 

Todo lo expuesto permite enunciar el siguiente 

TEOREMA vui. Dos rectas divergentes cualesquiera tienen exactamente una per¬ 
pendicular común, a ambos lados de la cual se alejan indefinidamente una de otra. 

Agreguemos, a propósito, que las proyecciones de todos los puntos de una de las 
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dos recias divergentes sobre la oirá forman sólo un segmento finilo en la segunda. 
En efecto, sean oyó dos recias divergentes, y AB, su perpendicular común 
(fig. 43). Tracemos por B las rectas c, y c 2 , paralelas a la recia a, e imaginemos que 
en todos los puntos de la recta b se han levantado perpendiculares a ella. Si todas es¬ 
tas perpendiculares encontrasen a las rectas c, y c 2 , sería necesario aceptar el V pos¬ 
tulado de Euclides (víase la proposición IV del § 8, o bien el teorema 54 del § 27). 

Asi, del postulado de Lobachevski sigue que las perpendiculares levantadas en 
los puntos de la recta b y suficientemente alejadas del punto B no corlan a las rectas 
c, y c 2 . Sea r cota inferior de las distancias de estas perpendiculares al punto B. De¬ 
terminemos sobre la recta b dos puntos C, y C 2 de modo que C t B = flC 2 = r; en¬ 
tonces, evidentemente, las proyecciones de todos los puntos de la recta a cubrirán 
todo el interior del segmento C, C 2 . 

Las perpendiculares en los puntos C ( y C 2 son paralelas tanto a la recta a, como 
a las rectas c, y c 2 (no nos detendremos a demostrarlo; la demostración, en esencia, 
se hace más abajo, en el § 33). Si construimos la recta simétrica a a con respecto a b, 
se obtiene una figura representada esquemáticamente en la fig. 44. Se trata de un 
«rectángulo» singular, cuyos lados y diagonales son paralelos entre si en las direc¬ 
ciones indicadas por las flechas. 

Naturalmenie, esta figura no tiene ningún análogo en la geometría de Euclides. 

§ 32. Estudiemos ahora la disposición reciproca de rectas paralelas. Suponga¬ 
mos que las dos rectas ay b, representadas en la fig. 45, son paralelas en alguna di¬ 
rección. Denotemos con M un punto variable sobre la recta o, y tracemos la perpen- 
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dicular MN a la recta b. Del lado del paralelismo, esta perpendicular forma un án¬ 
gulo agudo con la recia a. En virtud del lema I, de aquí sigue que la longitud de MN 
crece monótona e indefinidamente, cuando el punto M se desplaza en el sentido 
opuesto ai de paralelismo, y decrece monótonamente en el sentido del paralelismo. 

Demostraremos ahora que en el último caso la longitud de MN tiende a cero. 

Fijando sobre la recta o algún punto A , bajemos la perpendicular A B a la recta 
b. Sea dado un número positivo «; hay que mostrar que para alguna posición del 
punto M será MN < c. Si AD > c, tomaremos en el plano alguna recta b' y en un 
punto arbitrario N¿ de ella levantaremos la perpendicular NqMq, cuya longitud lo¬ 
maremos menor que c. Tracemos por M¿ una recta a' paralela a ó'. Imaginemos 
ahora que un punto variable M' se desplaza sobre la recta o' en el sentido opuesto 
al de paralelismo. Entonces, la longitud de la perpendicular M" N‘ a la recta b va¬ 
riará en forma continua, creciendo indefinidamente. Por esto, habrá alguna posi¬ 
ción de M‘ tal que la longitud de M' N' resulte ser igual a A B. Denotemos por A ' y 
B' los puntos M' y N‘ en ese momento. Desplazando la figura formada por las rec¬ 
tas o' y b ', la ubicaremos de tal forma que la recta b‘ coincida con b, el punto B ', 
con el B, y la dirección de paralelismo de las rectas a' y b' coincida con la de las rec¬ 
tas o y ó ‘I. 

Como/l'fl' = AB, el punto/4' coincidirá con eM, y por cuanto por un punto 
dado pasa una única recta paralela a una recta determinada en una dirección fija, la 
recta a' se superpondrá a la recta a. Supongamos que el punto de la recia a' 
ocupe la posición M 0 en la recta a; denotaremos con N 0 la posición correspondiente 
del punto N¿. Entonces, la longitud de la perpendicular M„N 0 resulta ser menor que 
el número positivo prefijado e, es decir, las rectas ay ó se aproximan indefinida¬ 
mente en la dirección del paralelismo. 

Recapitulando lo expuesto, podemos enunciar el siguiente 


** Al hablar de desplazamiento de una figura, sobreentendemos la construcción de otra fi¬ 
gura, congruente con la dada. En lal sentido, el concepto de movimiento es totalmente preciso 
(véase el 5 19). 
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teorema ix. La distancia de un punto variable sobre una de dos rectas paralelas 
a la otra recta tiende a cero si el punto se desplaza en el sentido deI paralelismo, y 
crece indefinidamente cuando el punto se mueve en el sentido opuesto. 

Resumamos concisamente los resultados de nuestro análisis: dos rectas divergen¬ 
tes tienen siempre exactamente una perpendicular, en ambos lados de la cual se ale¬ 
jan indefinidamente una de la otra («divergen»); las rectas paralelas se alejan indefi¬ 
nidamente en un sentido, y se aproximan asintóticamente en el otro. 


3. La función de Lobachevski Il(jr) 

5 33. Tomemos alguna recta o y un punto A fuera de ella. Por A pasan dos rec¬ 
tas paralelas a la recta a en dos direcciones diferentes; las denotaremos por u, y u 2 . 
Estas rectas forman ángulos ¡guales con la perpendicular AP bajada a la recta a des¬ 
de el punto A. El ángulo agudo que forma cualquiera de las rectas u, ó u 2 con la 
perpendicular AP st denomina ángulo de paralelismo en el punto A con respecto a 
la recta a. 

Demostraremos ahora que el ángulo de paralelismo queda totalmente determi¬ 
nado por la distancia del punto A a la reda a. 

Sean A y A' dos puntos que se encuentran a igual distancia de las rectas ayo' 
respectivamente. Tracemos por el punto A una recta u paralela a o, y por A' una 
recta u' , paralela a o', Ahora denotemos con APy A' P' las perpendiculares traza¬ 
das a las rectas a y o', y por or y a ', los ángulos de paralelismo en los puntos A y A' 
con respecto a las rectas aya'. Debemos establecer la igualdad o = »'. Suponga¬ 
mos que. por el contrario, uno de estos ángulos es menor que el otro, por ejemplo, 
a < a'. Tracemos por A' una recta que forme con el segmento A' P' un ángulo», 
del lado del paralelismo de las rectas u‘ ya'. En virtud del paralelismo de estas rec¬ 
tas, la recta trazada tendrá que intersecar o' en algún punto Q‘ (situado en el senti¬ 
do del paralelismo con respecto al punto P"). Determinemos sobre la recta a, par¬ 
tiendo del punto P y en el sentido del paralelismo, un segmento PQ, igual al P’Q'. 
El triángulo PAQ, evidentemente, es igual al P’A'Q' (los lados AP y A'P' son 
¡guales por la condición, los lados PQ y P'Q' , por construcción, y los ángulos 
comprendidos entre estos lados son rectos); por esto, ¿ PAQ es igual a a. Por con¬ 
siguiente, la recta u coincide con la recta AQ. Pero en este caso u tendrá que interse¬ 
car la recta a en el punto Q, cosa imposible por ser paralelas estas rectas. La contra¬ 
dicción obtenida demuestra nuestra afirmación. 

Sea A algún punto fuera de la recta a 0 , y a. el ángulo de paralelismo en el punto 
A con respecto a la recta a 0 (fig. 46). Sea x la longitud de la perpendicular AA 0 tra¬ 
zada a la recta a 0 desde A. Según lo expuesto, el ángulo » queda totalmente determi¬ 
nado por la magnitud x\ introduciendo la notación de Lobachevski, pongamos 

» = n(x). 

Esta función tiene importancia fundamental en la geometría no euclidiatta; pa¬ 
saremos a estudiar sus propiedades elementales. 

Mostremos, ante todo, que n (je) es una función monótona decreciente. Con este 
fin, tomemos sobre la recta AA 0 algún punto A' y denotemos por x' la longitud de 
A ’ A 0 . Supongamos que x' > .v; hay que demostrar que ll(.v') < II (x). Tracemos 
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por A una recia a paralela a fl a , y por A' otra ü de forma que forme un ángulo 
a = n (*) con el segmento A 'A 0 , del lado de paralelismo de las rectas a y a 0 . Las 
dos rectas o y 0 forman ángulos correspondientes iguales al intersecar la recta A A '; 
en virtud del teorema VII son, por tamo, divergentes. De aquí sigue que la recta a' 
que pasa por A' y es paralela a <7 en la misma dirección en que a es paralela a a a está 
más cerca de a que ó, del lado del paralelismo. 

Así, pues, si a' — n(x'), entonces «'<#,« decir, cuando x' > x será 

neo < n(*). 


o 


Observemos, a continuación, que II (x) toma lodos los valores encerrados entre 
y . Para establecerlo, tomemos un ángulo agudo arbitrario a y demostremos 


que es ángulo de paralelismo para algún segmento x. Sea O el vértice del ángulo, y a 
y b, sus lados. Del postulado de Lobachevski sigue que las perpendiculares a la recta 
a, suficientemente alejadas del punto O. no encuentran la recta b (véase el teorema 
54 del capítulo II o bien la proposición IV del § 8). 

Sea M un punto arbitrario, que sea el pie de una perpendicular a la recta a que 
no corte la oblicua b. Sea M 0 un punto de la recta a tal que OM 0 = x sea la cota in¬ 
ferior de las distancias OM; denotemos por b 0 la perpendicular a a en el punto M 0 . 
Mostraremos que b 0 y b son paralelas. Para esto, hay que probar ante todo que b 0 y 
b no se corlan. 


Supongamos lo contrario, es decir, que b 0 y b tienen un punto común N ü 
(fig. 47a). Tomemos entonces sobre la recta b un punto /V, de forma que N 0 esté 
entre O y N { , y tracemos la perpendicular A/, A-/, a la recta a; hagamos M 0 M, = e. 
Entonces, si M es el pie de alguna perpendicular a la recta a que no corta b, será 
OM > x + e, lo cual contradice la definición dea- como cota inferior de las longi¬ 
tudes OM. 

Demostremos ahora que b 0 es recta frontera en el conjunto de las rectas que pa¬ 
san por M 0 y no cortan la recta b. 

Sea b una semirrecta arbitraria que pasa por M g del mismo lado de la recta b 0 
que el pumo O, y del mismo jado de la recta a que el ángulo agudo a (fig. 47b). To¬ 
memos sobre b algún punto P de modo que se encuentre dentro del ángulo a, y tra¬ 
cemos la perpendicular PM a la recta a. Evidentemente, el punto M estará entre los 
puntos O y M 0 y, por consecuencia, la perpendicular PM tendrá un punto común Ñ 



94 


Cap. III. Teoría no cuotidiana de las paralelas 




con la recta b. Como la semirrecta b interseca uno de los lados del triángulo OMN, 
precisamcme, el lado MÑ, por el axioma de Pasch tendrá que intcrsecar uno de los 
otros dos lados de este triángulo; pero b no puede tener un punto común con el lado 
OM. En consecuencia, 5 tiene un punto común con la recta b. Queda con esto de¬ 
mostrado el paralelismo entre las rectas ¿y&o. con lo cual se ha demostrado, ade¬ 
más. nuestra afirmación. Efectivamente, para un ángulo agudo a prefijado, resultó 
posible determinar un segmento x = OM 0 tal que a = 17 (x), es decir, efectivamen¬ 


te n(x) toma lodos los valores comprendidos entre 0 y— . 

De aquí sigue ya la continuidad de ü(x), pues una función monótona que junto 
con dos valores cualesquiera toma lodos los intermedios, es continua en todo su do¬ 
minio. 

Recapitulando todo lo expuesto, tendremos el 

teorema x. La función II(xr) está definida para todo x positivo, es monótona 
decreciente y continua; fl(x) — cuando x — 0, y fl(x) — 0 cuando x — «>. 


De que II(x) — — cuando x - 0, se desprende que en regiones pequeftas del es¬ 


pacio, la geometría de Lobachcvski difiere poco de la de Euclides (pues para x pe¬ 
queños el ángulo de paralelismo es próximo a un recio). 

La dependencia entre las magnitudes lineales y las angulares, establecida por la 
función a = n(x), confiere un carácter muy peculiar a la geometría de Lobachevs- 
ki. Así, por ejemplo, en esta geometría no existe la semejanza entre figuras. Esto es 
fácil de prever; como las magnitudes angulares y las lineales están relacionadas por 
ecuaciones, entonces, si se dan los ángulos de un triángulo quedarán determinados 
sus lados, y triángulos con ángulos respectivamente iguales resultarán iguales entre 
sí. Más adelante (en el capitulo VIH, § 231) estableceremos esto con toda precisión y 
deduciremos fórmulas que expresan los lados de un triángulo como función de sus 
ángulos (véase también el § 61). 

Otra particularidad importante de la geometría no euclidiana tiene que ver con 
la elección de la unidad de medición de longitudes. En la geometría de Euclides exis¬ 
ten constantes absolutas de las magnitudes angulares, es decir, ángulos cuya cons¬ 
trucción se puede describir de manera abstracta (independientemente de la interpre¬ 
tación concreta de los objetos geométricos); si bien esta construcción contiene ele¬ 
mentos arbitrarios, éstos no influyen en la magnitud de los ángulos obtenidos, es de- 
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cir, dichos ángulos resultan ser iguales entre sí. Como ejemplo, basia indicar el án¬ 
gulo recto: si se fija éste como unidad de medida de ángulos, al efectuar las medicio¬ 
nes no habrá necesidad de fijar un «pairón» de ángulo recto, con el cual habrán de 
compararse los demás ángulos por superposición, pues el ángulo recto siempre 
puede determinarse por una construcción exacta. 

Por el contrario, en la geometría euclidiuna no existen constantes lineales abso¬ 
lutas. Para expresar las longitudes de lodos los segmentos mediante números, es ne¬ 
cesario convenir en la ekcción de la unidad de longitud, que bien puede ser cual¬ 
quier segmento. Si alguien efectuase esta elección, no la podría describir, y a fin de 
compararla con otros segmentos tendría que EXHIBIR su patrón. Asi, en ta práctica, 
al medir longitudes se utilizan copias del metro patrón; pero la elección del patrón 
no está condicionada por ningún argumento geométrico. 

Al contrario, en la geometría de Lobachcvski, conjuntamente con constantes 
absolutas de las magnitudes angulares, existen también constantes lineales absolu¬ 


tas. Así, por ejemplo, el segmento x que satisface la ecuación n(jr> 


' — está bien 
4 


determinado, por cuanto la función n(x) lo está. Dicha función, como vimos, 
queda completamente determinada en toda la semirrecta numérica positiva por las 
propiedades geométricas del plano de Lobachcvski, es decir, las propiedades de la 
variedad de objetos geométricos sujetos a los axiomas de la planimetría de Lo¬ 
bachcvski. En el § 190 obtendremos una expresión para ri(jr) utilizando las fun¬ 
ciones elementales, bien conocidas en el análisis matemático (véase asimismo el 
§59). 


4. Rectas y planos en el espacio de Lobachevski 

§ 34. Daremos ahora una breve descripción de las particularidades de la posi¬ 
ción reciproca de rectas y planos en el espacio de Lobachevski. 

Ante todo, enumeraremos las proposiciones básicas de la estereométria absoluta 
que tendremos que utilizar en lo que sigue. 

Sin detenernos a detallar los corolarios elementales de los axiomas 1,1 —■ 8 y 
11,1 — 4, una parte de los cuales fue indicada en su oportunidad en el cap. II, refe¬ 
rimos los teoremas siguientes. 

1. Sean dados un plano arbitrario a y dos rectas a, b, situadas en el plano a y 
que pasen por alguno de sus puntos O. Si la recta c es perpendicular en O a las rectas 
a y b, es también perpendicular a cualquier otra recta que está situada en el plano a 
y pasa por O. 

En este caso, la recta c se llama perpendicular al plano a. 

2. Por cada punto de! espacio se puede trazar exactamente una recta perpendicu¬ 
lar a un plano dado. 

3. Por cada punto deI espacio se puede trazar exactamente un plano perpendicu¬ 
lar a una recta dada. 

Dos semiplanos que tengan una recta frontera común y no estén sobre un mismo 
plano, determinan un ángulo diedro. Los semiplanos que lo determinan se iiaman 
sus caras, y la semirrecta frontera común, su arista. 
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Todo plano perpendicular a la arísla de un ángulo diedro interseca las caras por 
dos semirrectas que forman el ángulo lineal del ángulo diedro dudo. 

Tiene lugar el teorema: 

4. Todos los ángulos lineales de un ángulo diedro dudo son iguales emre sí. 

Dos ángulos diedros se dirán iguales, si sus ángulos lineales lo son. 

Un ángulo diedro se llama recio, si lo son sus ángulos lineales. 

Dos planos a y 0 que se cortan determinan dos pares de ángulos diedros opues¬ 
tos por su arista. Si estos ángulos son rectos, los planos a y 0 se llaman perpendicu¬ 
lares entre sí. 

Tienen lugar los teoremas: 

5. Si el plano « contiene alguna perpendicular ul plano ¡i, enlom es <t es perpen¬ 
dicular a t). (Este teorema, evidentemente, es un caso particular del teorema 4.) 

(>■ Si el plano n es perpendicular a alguna recia perirneeieule al plano /i, enton¬ 
ces el plano o es perpendicular al plano ¡i. 

7. Por cada recia U se puede trazar un plano i» perpendicular a un plano ¡¡ dudo y 
sólo un plano, si a no es perpendicular u 0. (El teorema 7 sigue de los teoremas 2 y 5.) 

La recia a' de intersección de los planos <» y 0 se llama proyección de la recia a 
sobre el plano 0 (si o no es perpendicular a 0). Según el teorema 7, cada recta se 
puede proyectar unívocamente sobre cualquier plano no perpendicular a ella. 

Las proposiciones enumeradas pertenecen a la geometría absoluta; las que si¬ 
guen pertenecen ya esencialmente a la geometría de Lobucbcvski. 

5 35. Dos rectas que no se cortan y pertenecen a un mismo plano en el espacio 
de Lobnchevski se llamarán paralelas o divergentes, si dent r<> del plano (pie determi¬ 
nan ambas éstas son paralelas o divergentes respectivamente, según la definición 
que dimos antes de estos conceptos en la planimetría plana. 

Para lo que sigue es esencial establecer la Iransilividad de la relación de paralelis¬ 
mo, es decir, que dos recias paralelas a una tcrccta en una misma dirección son pa¬ 
ralelas entre st en la misma dirección. Naturalmenle, ahora tiene interés sólo el caso 
en que las tres recias no pertenezcan a un mismo plano, pues ya hemos demostrado 
esta proposición en la planimetría (teorema V). Esta iransilividad sigue directamen¬ 
te del siguiente lema. 

LEMA iv. La recia de intersección de dos planos que pasan por dos recias parale¬ 
las en alguna dirección, es paralela a esius recias en la misma dirección. 

DEMOSTRACIÓN Consideremos las rectas a y b, pertenecientes aun mismo plano 
y y paralelas en alguna dirección. Sean ay 0 dos planos que pasan respectivamente 
por estas rectas, y c, la recta de intersección de los planos a y 0 (fig. 48; suponemos 
que los planos a y 0 no coinciden con el -y). Hay que probar que c es paralela a cada 
una de las rectas a y b en la misma dirección en que éstas lo son entre sí. 

Demostremos, por ejemplo, el paralelismo de las recias a y c. Ante lodo, es claro 
que las rectas o ye no se cortan. En efecto, si se encontrasen en algún punto O, este 
punto sería común a los tres planos a, 0, y. Pero entonces también las recias a, b 
tendrían un punto común O, contra lo supuesto. 

Fijemos ahora sobre la recta c un punto arbitrario Cy bajemos de éste la perpen¬ 
dicular CA sobre la recia a. El segmento CA forma dos ángulos adyacentes con la 
recia a; escojamos aquel que se encuentra del lado del paralelismo de las rectas a y 
b. Tracemos una semirrecta arbitraria c con origen en C y contenida dentro de este 
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ángulo. Pam comprobar el paralelismo de las recias c y a, hay <[iic demostrar que la 
semirrecta c corta a a. 

Fijemos un punto arbitrario B sobre la recta b y consideremos el semiplano 6, 
determinado por la recta Cfi y la semirrecta c. Este semiplano interseca el plano y 
según una semirrecta ¿>, que estará en el interior del ángulo formado por el segmen¬ 
to BA y la dirección de paralelismo de la recta b con la recta o. Como o y b son para¬ 
lelas por la condición, la semirrecta b intersecará a en algún punto S; éste será un 
punto común de los tres planos a, y y 6. Por esto, la semirrecta r tendrá que cortar 
a, y el lema queda demostrado. 

teorema XI. Dos recias paralelas a una lercera en una misma dirección son para¬ 
lelas entre si, en Ia misma dirección. 

demostración Para el caso en que las tres rectas están sobre un mismo plano, 
este teorema ya fue probado en el § 30. Consideremos ahora las rectas a. b y <■, que 
no están sobre un mismo plano. Supongamos que ó y <• son paralelas a la recta a en 
alguna dirección. Hay que demostrar que b y c son paralelas entre si en la misma di¬ 
rección en que lo son con la recta a. 

Para demostrar esto, fijemos sobre la recta c algún punto M y tracemos el plano 
0 que contiene este punto y la recta b. Sea a el plano en que se encuentran las rectas 
a y c. Como b no está en el plano re. los planos o y 0 serán diferentes. Por el lema 
precedente, la recta c' de intersección de los planos o y 0 es paralela a las rectas oyó 
en la misma dirección en que estas son paralelas entre sí. La recta c, por la condi¬ 
ción, es paralela a la recta a en esta misma dirección. Pero por el punto M, como sa¬ 
bemos, puede pasar únicamente una recta paralela a a en una dirección determina¬ 
da. En consecuencia, las rectas c ye' coinciden, es decir, c es la recta de intersección 
de los planos a y 0 y, por lo que ya vimos, es paralela a la recta />. 
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Queda así demostrada la transitividad de la relación de paralelismo para la 
geometría del espacio. Aquí debe siempre lenerse en cuenta que las direcciones de 
paralelismo de las rectas consideradas tienen que coincidir: dos rectas paralelas a 
una tercera en direcciones diferentes, nunca serán paralelas entre si. Esto se de¬ 
muestra fácilmente si se tiene en cuenta que ias rectas paralelas se aproximan indefi¬ 
nidamente en la dirección de paralelismo y divergen indefinidamente en la dirección 
opuesta. 

Pasando al estudio de la posición reciproca de rectas y planos, indicaremos sólo 
ios tres casos posibles aquí. 

1. La recta y el plano tienen un punto común. 

2. La recta es paralela a su proyección en el plano; en este caso, se dice que la 
recta es paralela al plano. 

3. La recta diverge con su proyección en el plano; en este caso, se dice que la rec¬ 
ta y el plano son divergentes. 

Indiquemos un teorema cuya demostración se obtiene de inmediato del lema IV. 

ruó huma xn. Unu recta es paralela a un plano si es paralela a alguna reda perte¬ 
neciente a! plano. 

El lector puede fácilmente imaginarse las diferencias cualitativas en la posición 
de rectas paralelas a un plano y rectas divergentes con él, si loma en cuenta lo ex¬ 
puesto en el § 32. 

Pasemos ahora a analizar los casos posibles de posición reciproca de planos. 
Distinguiremos tres casos posibles. 

i*' caso Los dos planos tienen una recta común. 



Fíg. 49 
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Supongamos que los planos a y 0 tienen la recia común a. Entonces, por 
ejemplo, en el plano a se pueden trazar, por un punto arbitrario, dos rectas parale¬ 
las a la recta a en direcciones diferentes. En virtud del teorema XII, estas rectas se¬ 
rán paralelas al plano 0. Entonces, en cada lino de los dos planos secantes , porcada 
punto que no esté en ¡a linea de corte, pasan dos redas paralelas al otro plano. 

No es difícil establecer que esta propiedad caracteriza los planos de Intersección. 
En efecto, sean dados dos planos a y 0 y supongamos que en el plano a por cada 
punto M pasan dos rectas a, y a¡ paralelas al plano 0 (fig. 49). Demostremos que los 
planos a y 0 se cortan. Evidentemente, las rectas a, y a¡ forman ángulos agudos 
¡guales con la perpendicular MN bajada desde M sobre el plano 0; la magnitud co¬ 
mún de éstos es *> = Il(x). donde x es la longitud de la perpendicular MN. Trace¬ 
mos ahora en el plano a por M alguna recta u de forma que esté dentro del ángulo 
determinado por las rectas o, y a 2 , si se las supone orientadas hacia el lado de parale¬ 
lismo. Como recta ir podemos tomar, en particular, la bisectriz de este ángulo. Sea i 
el ángulo agudo que la recta u forma con el segmento MN. Por consideraciones ele¬ 
mentales sigue que < y>, es decir, es menor que el ángulo de paralelismo fl (x). 
Consecuentemente, la recta u tendrá que intersecar su proyección sobre el plano 0 
en algún punto que será común de los planos a y (3. De aquí concluimos inmediata¬ 
mente que los planos a y 0 tienen una recta común. 

Hemos obtenido, asi, el siguiente teorema. 

TEOREMA xill. Para que dos planos se corten, es necesario y suficiente que por 
cualquier punto de uno de ellos pasen dos redas paralelas al otro (fig. 50). 

2 a °CASO. Los dos planos están situados de manera que por algún punto de uno 
de ellos pasa exactamente una recta paralela al otro; en este caso se dice que los pla¬ 
nos son paralelos. 

Ante todo, es claro que a la condición enunciada los planos no pueden tener 
puntos comunes, es decir, no pueden ser de intersección, ya que en caso contrario 
por cualquier punto de cada uno de ellos pasarían dos rectas paralelas al otro. 

Ahora bien, si se dan dos planos a y 0 y si por el punto M en el plano a pasa 
exactamente una recta a paralela ai plano 0, es decir, paralela a su proyección a' 
sobre el plano 0. entonces en el plano a por cada uno de sus puntos pasará exacta- 
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mente una recta paralela al plano 0. En efecto, por cada punto de a se puede trazar 
una recta paralela a o, en la misma dirección en que ésta es paralela a la recta a'. 
Por el teorema XI, esta recta es paralela a a', y entonces por el XII, es paralela al 
plano 0. 

No puede haber oirá recta que esté en el plano a, pase por el mismo punto y sea 
paralela al plano 0, pues de otro modo la recta paralela a ella que pasa por M seria, 
por las mismas razones, paralela al plano 0 y, al mismo tiempo, sería diferente de la 
recta a, cosa imposible según la hipótesis. 

El plano a queda, asi, cubierto por una familia de rectas paralelas al plano 0. No 
serla difícil mostrar que el plano 0 a su vez está cubierto por una familia de rectas 
paralelas a a (fig. SI). 

Evidentemente, ambos planos se aproximan indefinidamente en la dirección de 
paralelismo de las rectas de las familias indicadas. 

3*' caso. Los dos planos están situados de modo que ninguno de ellos contiene 
rectas paralelas al otro; en esie caso los planos se llaman divergemes. 

Dos planos divergemes tienen siempre una perpendicular común y, recipro¬ 
camente, dos planos perpendiculares a una misma recta son divergemes. Dos planos 
divergentes se alejan indefinidamente uno del otro en todas las direcciones, a partir 
de la perpendicular común (de aquí el nombre de divergentes). No vamos a de¬ 
mostrar las últimas afirmaciones; el lector las pbede hacer como ejercicios sencillos. 

Los tres casos de posición reciproca de los planos pueden imaginarse bien, re¬ 
curriendo a la siguiente consideración. 

Sea <* 0 algún plano; A , un pumo que no le pertenece. Bajemos de A sobre el pla¬ 
no a 0 la perpendicular AP y tracemos, además, por A todas las rectas paralelas a a 0 . 
Todas ellas forman un mismo ángulo con AP, igual a TI (AP), formando, por ello, 
un cono circular K con eje AP (fig. 52). 

Un plano que pasa por A e interseca el cono K por dos generatrices contiene dos 
rectas que pasan por A y son paralelas al plano a 0 (precisamente, estas dos gene¬ 
ratrices). Este plano se corta con el a 0 (en la fig. 52 es el plano <*|). Su recta de ínter- 
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sección con a 0 se ve desde A bajo el ángulo determinado por las dos generatrices an¬ 
tedichas del cono K. 

Un plano que pase por A y sea tangente al cono K según una cierta generatriz, 
contendrá sólo una recta que pase por A y sea paralela a a 0 (la generatriz de contac¬ 
to). Este plano es paralelo a a 0 (el plano a 2 de la fig. 52). 

Por último, un plano que pase por A y no contenga ninguna generatriz del cono 
K, no tendrá rectas paralelas al plano o 0 ; este plano y el o n divergen (el plano a, de 
la fig. 52). 

Mostraremos un teorema que será necesario más adelante. 

TEOREMA XIV. Dados un plano y una recia paralela a él, existe exaclainenle un 
plano que pasa por esta recta y no interseca el plano dado. 

demostración. Sean a y a la recta y el plano dados, respectivamente. Fijemos 
sobre la recta a un punto arbitrario A y tracemos por ¿I todas las rectas paralelas al 
plano a; islas formarán un cono circular K con vértice en A. 

Si el plano que pasa por la recta a no corta al plano a, no puede contener dos ge¬ 
neratrices del cono y, consecuentemente, tendrá que ser tangente a él a lo largo de la 
generatriz a. Pero por cada generatriz del cono circular pasa exactamente un plano 
tangente, de donde sigue nuestro teorema. 

Concluiremos con este análisis la revista comenzada en el f 28 de las proposi¬ 
ciones básicas de la teoría de las paralelas de Lobachevski. 

A pesar de su peculiaridad, en lo expuesto se pueden encontrar muchas similitu¬ 
des con la teoría cuclidiana de las paralelas. 

En la siguiente sección estudiaremos una serie de objetos importantes de la 
geometría de Lobachevski que no tienen ningún análogo en la de Euclides. 
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5. Equidistante y oricicio 

§ 36. En la presente sección se discutirán algunas curvas características de la 
geometría no euclidiana. Llegaremos a su definición considerando los tipos básicos 
de movimientos del plano de Lobachevski en sí mismo. 

Al final del § 19 demostramos que cada movimiento de una figura puede com¬ 
ponerse de una traslación según una recta y un giro alrededor de un punto. El movi¬ 
miento fue definido entonces como la construcción, dada una figura, de otra con- 
grueme u ella. No se hizo diferencia entre las figuras propiamente congruentes y las 
mutuamente especulares. Si se consideran sólo los movimientos en el sentido directo 
de la palabra, es decir, si se excluyen las reflexiones especulares se puede enunciar 
un teorema mucho más fuerte que el citado ahora. 

Así, en la planimetría de Euclides tiene lugar el siguiente teorema (que es bien 
conocido en cinemática como teorema de d’Alembert). 

Cada movimiento de la /¡gura (o de todo el plano) es o bien un giro alrededor de 
un punto, o bien una traslación según una recio. 

En otras palabras, un giro y una traslación no sólo permiten oblener mediante su 
composición cualquier movimiento, sino que son inclusive los únicos tipos posibles 
de movimientos euclidianos. 

Consideraremos ahora los giros del plano euclidiano alrededor de algún punto 
O. Sea k una circunferencia arbitraria con centro O. Al girar el plano alrededor de 
O, todos los puntos de la circunferencia k se desplazan, pero permanecen sobre la 
misma circunferencia. La circunferencia, entonces, globalmente no cambia su posi¬ 
ción en el plano, sino que desliza sobre si misma. 

Una línea que en algún movimiento del plano conserve su posición se llamará in¬ 
variante con respecto a este movimiento. 

Evidentemente, las circunferencias concéntricas de centro común O son inva¬ 
riantes con respecto a todos los giros alrededor de O. 

Si se efectúan traslaciones del plano euclidiano según alguna recta u, las lineas 
invariantes serán rectas paralelas a u. 

En la planimetría de Lobachevski existen tres tipos básicos de movimientos: 

1. Giro alrededor de un punto: las curvas invariantes con respecto a todos los gi¬ 
ros alrededor de un punto O en la planimetría de Lobachevski son, al igual que en la 
planimetría de Euclides, circunferencias con centro O, llamadas también ciclos. 

2. Traslación a lo largo de una recta: las líneas invariantes con respecto a todas 
las traslaciones a lo largo de una recta u en la planimetría de Lobachevski no son 
rectas, como en el caso euclidiano, sino curvas particulares, llamadas equidistantes , 
o bien curvas de distancia, o bien hiperciclos. 

La equidistante es el lugar geométrico de los puntos situados a un mismo lado de 
una recia u a distancias iguales de ella. La recta u se denomina base de la equidistan¬ 
te, y la magnitud h de la distancia, altura. Cada recta, evidentemente, puede ser 
considerada como una equidistante de altura h o 0. 

Se prueba directamente que las equidistantes son invariantes con respecto a 
traslaciones. En efecto, al trasladar el plano según una recta u, cada punto de una 
equidistante con base u se desplaza de manera que su distancia a u permanece inva¬ 
riable. Consecuentemente, este punto permanece todo el tiempo sobre la equidistan¬ 
te que, entonces, globalmente no cambia su posición. 
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Es fácil ver, asimismo, que las equidistantes son lincas curvas. Además, licnc lu¬ 
gar el siguiente teorema. 

Cada recta tiene con una equidistante no más de dos puntos comunes. 

La demostración se hace en dos palabras. Supongamos que alguna recta tenga 
tres puntos comunes A. B.C con una equidistante, que lian sido denotados de for¬ 
ma que B esté entre A y C. Si A ', B ', C' son las proyecciones de los puntos A, B.C 
sobre la base, de acuerdo con la definición de equidistante los cuadriláteros 
ABB'A' y BCC'B' son de Sacchcri (pues los segmentos AA', BB' y CC' son 
iguales). Como en la geometría de Lobachevski tiene lugar la hipótesis del ángulo 
agudo de Sacchcri, la suma de los ángulos ABB' y B'BC es menor que dos rectos. 
Pero como los puntos A, B, C están alineados, la suma de estos mismos ángulos 
tendrá que ser igual a dos rectos. La contradicción obtenida demuestra el teorema. 

3. El tercer tipo de movimiento básico del plano de Lobachevski sobre sí mismo 
puede denominarse giro alrededor de un punto del infinito. 

Para describir este tipo de movimiento con suficiente claridad, necesitaremos 
dos teoremas referentes a las «secantes de igual pendiente». 

§ 37. Un segmento AB cuyos extremos están sobre las rectas o y ó se llama se? 
cante de igual pendiente de las rectas o, b, si forma con ellas los ángulos correspom 
dientes internos iguales ’K 

TEOREMA xv. Cualesquiera que sean dos rectas paralelas, por cada punto de 
cualquiera de ellas se puede trazar exactamente una secante de igual pendiente de 
ambas. 

’ demostración. Sean a y b dos rectas paralelas arbitrarias; sea S algún punto 
igualmente alejado de las rectas a y b (la existencia de tal punto fue establecida en el 
§ 30, en la demostración del teorema IV) y bajemos de S las perpendiculares SP y 
SQ sobre estas rectas. Tracemos, ahora, la bisectriz del ángulo PSQ, que denotare¬ 
mos con g. Las recias ay b son simétricas con respecto ag. Por esto, si/1 es un pun¬ 
to cualquiera de la recta a, el punto B, simétrico a A con respecto de g, estará sobre 
la recta b. La recia AB será, precisamente, una secante de igual pendiente de las rec¬ 
tas a y b. Es fácil ver que no existe otra secante de igual pendienle de estas rectas que 
pase por A. Efectivamente, si giramos la recta AB alrededor del punto A , uno de los 
dos ángulos que ésta forma con las rectas a, b disminuye, y el otro aumenta, de for¬ 
ma que la recta girada ya no puede ser secante de igual pendiente. 

TEOREMA xvi. Sean dadas en el plano tres rectas a, b. c paralelas entre si en algu¬ 
na dirección, que pasan por los puntos A ,B,C respectivamente. Entonces, siABes 
secante de igual pendiente de las rectas a y b, BC, secante de igual pendiente de b y 
c, AC será secante de igual pendiente de a y c. 

Supongamos primeramente que b está entre las rectas a y c (fig. 53). Sean p y q 
las perpendiculares en los puntos medios de tos lados ,43 y BCdcl triángulo A BC, y 
P y Q. los puntos de su intersección con el lado AC. 

Como el punto P está fuera de la franja del plano determinada por las rectas b y 
c, ¿ PBC será mayor que ¿ PCB. De aqui sigue que el segmento PB es menor que 
el PC; pero PB = AP, por lo cual AP es menor que PC. Razonando análogamente 


-t> Las secantes de igual pendiente ya fueron mencionadas en d § 30. Ahora nos será más 
cómodo llamar asi no a la recta, sino al segmento. 
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hallamos que CQ es menor que QA , en virtud de lo cual el punió medio S del lado 
AC estará entre los pumos P y Q. 

Obsérvese ahora que la recta p es paralela a las rectas a y b en la misma dirección 
en que éstas lo son entre si. Efectivamente, la recta p no puede intersecar ninguna de 
las rectas o, b; si cortara, digamos, a, entonces, por la simetría de las rectas ay b 
con respecto a p. también b tendría que pasar por el punto de intersección. Las rec¬ 
ias a y b tendrían, asi, un pumo común, cosa excluida por la condición de paralelis¬ 
mo. Por otra parte, la recta p no puede ser divergente con alguna de las recias a, b, 
pues estas rectas, al ser paralelas, se aproximan indefinidamente en dirección de pa¬ 
ralelismo; como p permanece entre ambas, tendrá que aproximarse a cada una de 
ellas (para demostrar esto con lodo rigor, es suficiente utilizar el lema III del § 30). 
Análogamente, la recta q es paralela abye. Todas las rectas a, b, c, p. q, son, en¬ 
tonces, paralelas entre si (en una misma dirección). 

Levantemos ahora en el punto S la perpendicular r al lado AC; esta recta no 
puede cortar ninguna de las rectasp, q. En efecto, si r cortase, por ejemplo, p en al¬ 
gún punto O, este punto sería el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo 
ABC, en cuyo caso por O tendría que pasar la recta q ; por consiguiente, p y q 
tendrían un punto común O, cosa excluida, por ser paralelas. Más arriba mostra¬ 
mos que el punto S está entre P y Q. De aquí y de la observación que acabamos de 
hacer sigue que r está entre p y q; y siendo pyq paralelas, r será paralela a ellas en la 
misma dirección en que éstas lo son entre si. Así, pues, las seis rectas a.b.e, p, q, r 
son paralelas entre si en una misma dirección. Para nuestros fines es fundamental 
que la recta r, perpendicular al segmento AC en su punto medio, sea paralela a las 
rectas oye; habiendo establecido esto, de hecho hemos concluido la demostración 


del teorema. Efectivamente, de aquí sigue que cada uno de los ángulos agudos que 
las rectas oye forman con el segmento AC, es igual a fl • P or lo cual cstos 

ángulos son iguales entre sí. 


Dicho de otro modo, AC es secante de igual pendiente de las rectas oye. 
Ahora hay que analizar el caso en que la recta b no está entre oye. 

Sean A B y BC secantes de igual pendiente de las rectas respectivas. Supongamos 
que/tC no es secante de igual pendiente de las rectas o ye. Alguna de las rectas o, b, 
c está entre las otras dos; si tal recta es, por ejemplo, o, trazamos por el punto A la 
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secan le de igual pendiente AC' de las recias oye. En virlud de lo demostrado arri¬ 
ba. BC' será secante de igual pendiente de las rectas b y c; pero, por la condición, 
BC es secante de igual pendiente de las mismas rectas. Se obtiene una contradicción 
con el teorema XV. 

I 38. Definiremos ahora un giro con centro en un pumo del infinito. 

Sea dado un sistema de todas las rectas posibles, paralelas entre sí en una misma 
dirección. Imaginarémonos a estas rectas convergentes en la dirección de su parale¬ 
lismo al punto del infinito O a (ai decir «punto del infinito», estamos únicamente 
introduciendo un termino, cómodo, que. en esencia, no significa otra cosa que el 
sistema dado de rectas). 

Llamaremos giro con respecto al punto del infinito O a un movimiento del plano 
sobre sí mismo, tal que alguna recta a del sistema dado coincide con otra recta u' del 
mismo sistema (de forma que a ' es paralela a a) y algún punto A de la recta a se 
desplaza al punto/!' dea', de forma que el segmento/!/!' sea secante de igual pen¬ 
diente de las rectas aya' (en virtud del teorema XV. la posición del punto A ' sobre 
la recta a' queda totalmente determinada por la posición de A sobre a); suponga¬ 
mos, además, que el semiplano, con respecto de la recta a, que no contiene a', se 
superpone al semiplano, con respecto de la recta a' que contiene a. En este caso. 

a) lodo otro punto de la recta a con el punto a que se desplaza determina una se¬ 
cante de igual pendiente de las rectas u y a '; 

b) cada recta b del sistema dado coincide en este movimiento con alguna recta b' 
de este mismo sistema (deforma que b' es puralela a b) y en esta superposición los 
puntos correspondientes de las rectas b y b' son extremos de secantes de igual pen¬ 
diente de estas rectas. 

La demostración de la afirmación a) es evidente. En efecto, si A , es un punto ar¬ 
bitrario de la recta o, y A\ es el punto sobre la recta a' a que se desplaza el punto/!,, 
entonces AA , = A ' A ¡ (fig. 54). Por esto, los puntos A , y A \ son simétricos con 
respecto a la perpendicular en el punto medio del segmento AA' (recuérdese que 
AA ' es la secante de igual pendiente de las rcctasa ye'). De la simetría de las rectas 
o. a' y los pumos A, y A \ con respecto a dicha perpendicular, se desprende que 
/!,/!,' es una secante de igual pendiente de las rectas ayo'. Queda con esto de¬ 
mostrada la afirmación a). 

La demostración de la proposición b) es un tamo más compleja. Introducire¬ 
mos, ante lodo, algunas notaciones. Precisamente, sea I el semiplano, con respecto 
a la recta o, que no contiene o', y II. el otro semiplano; sean, además, I' el semipla¬ 
no. con respecto a la recta a'. que contiene a. y II' el complementario. En el movi¬ 
miento considerado del plano sobre si mismo, la recta a se superpone sobre la a' ; el 
semiplano I, sobre el 1' y el II, sobre el II'. Tomemos ahora en el sistema dado dé 
rectas alguna recta b, digamos, en el semiplano I. Tracemos desde A la secante de 
igual pendiente a las rectas a y b\ sea B el extremo de dicha secante (fig. 55). Deter¬ 
minemos el punto a donde debe trasladarse el punto B. Con este fin, tracemos del 
punto A' , en el semiplano I', un segmento que es igual a AB y forma con la recta a' 
el mismo ángulo que A B forma con la recta a (tomamos los ángulos del lado del pa¬ 
ralelismo de las rectas de nuestro sistema); sea B' -I extremo del segmento cons¬ 
truido. Evidentemente, B' es el punto a donde se traslada el punto B. Tracemos, al 
fin, una recta b' por B' , de manera que forme con el segmento A'B' el mismo án- 
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fig. 54 Big. H 


guio que b forma con AB. Evidentemente, b' es la recta sobre la cual se super 
pondrá la recta b. Además, es claro que A 'tí' es secante de igual pendiente de las 
rectas a ', b ', pues AB lo es de las rectas a, b. 

Es claro, asimismo, que la recta b' es paralela a a' (en la dirección dada), pues b 
es paralela a a. Consecuentemente, b' pertenece al sistema dado de rectas. De¬ 
mostremos ahora que BB' es secante de igual pendiente de las rectas b, b '; esto si¬ 
gue del teorema XVI. En efecto, como A A' es secante de igual pendiente de las rec¬ 
tas u, a' y A' B' lo es de las rectas o', b ‘, por el teorema XVI, A B‘ será secante de 
igual pendiente de las redas o, b'. Pero AB es una tal secante de o, />; por conse¬ 
cuencia, en virtud del mismo teorema XVI, BB' será secante de igual pendiente de 
la rectas b, b'. Sea ahora B x un punto cualquiera de la recta b, B ¡, el punto corres¬ 
pondiente sobre b' durante la superposición. Entonces BB t ¡s B' B[; de aquí sigue 
que B | B¡ es, asimismo, secante de igual pendiente de las recias b y ¿' (véase la de¬ 
mostración de la proposición a)). 

Queda así demostrada la afirmación b). 

Ahora es fácil comprender por qué este tipo de movimiento del plano en si mis¬ 
mo es llamado giro con respecto a un punto del infinito. Es que si B es un punto ar¬ 
bitrario y B' es un punto a donde se traslada durante este movimiento, el «triángu¬ 
lo» infinito BB' 0„ (es decir, la figura formada por c) segmento BB ' y las semirrec¬ 
tas (pie parlen ácB, B' en el scniido de paralelismo del sistema dado de rectas) es si¬ 
milar a un triángulo isósceles ordinario. La similitud consiste en que el lado BB' 
forma ángulos iguales con los «lados» SO„ y B'O a . 

Así, pues, el punto del infinito 0„ es en cierto sentido análogo ai centro de un 
giro habitual. 

Las lincas invariantes con respecto a giros alrededor de un pumo del infinito 
fueron llamadas por Lobachevski oriciclos, o bien circunferencias límite. 

Indicaremos ahora cómo construir estas lineas estableciendo, asi, su existencia. 

Sea dado algún sistema de todas las rectas paralelas entre sí en una dirección da¬ 
da. Tomemos alguna recta a de este sistema, y un punto A sobre ella (fig. 56). Tra¬ 
cemos de A la secante de igual pendiente de la recta a y de otra recta m arbitraria del 
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sistema dado. Denotemos por M el extremo de esta secante perteneciente a la recta 
m. Por el teorema XV, el punto M queda determinado de manera univoca. 

Ahora moveremos la recta m, sin sacarla del sistema considerado de rectas, es 
decir, conservando su paralelismo con la recta a. 

El punto M describirá entonces una curva bien determinada, que es, precisamen¬ 
te, el oriciclo. 

En oirás palabras, el oriciclo es el tugar geométrico de los extremos de las secan¬ 
tes de igual pendiente trazadas desde algún punto A de una recta a a todas las rectas 
paralelas a ella en una dirección determinada. El propio punto A también se consi¬ 
dera perteneciente al oriciclo. 

Por cuanto la recta a una vez fijada determina el sistema de rectas paralelas a 
ella en una dirección dada, es evidente que el oriciclo queda bien determinado ai fi¬ 
jar el punto A y la reda orientada a, que llamaremos eje. 

Debemos mostrar que el oriciclo, cuya construcción acabamos de describir, po¬ 
see efectivamente la propiedad de invariancia con respecto a los giros alrededor del 
punto del infinito 0„, hacia el cual está dirigido su eje a. 

Sean B y C puntos arbitrarios del oriciclo; b ye, rectas que pasan por estos pun¬ 
tos y están dirigidas hacia 0„ (es decir, son paralelas a la recta a en la dirección da¬ 
da). Por construcción del oriciclo, AB es secante de igual pendiente de las rectas a y 
b\ AC lo es de las rectas a y c; en virtud del teorema XVI, de aquí se deriva que BC 
es secante de igual pendiente de las rectas b y c. Por esto, si se efectúa un giro del 
plano alrededor de 0„ que lleve la recta b a la c. el punto B al desplazarse ocupa el 
lugar del punto C. Asi, en este tipo de giros cada punto del oriciclo permanece sobre 
¿I; el oriciclo viene a girar sobre sí mismo. 

De aquí sigue, en particular, que todos los puntos del oriciclo tienen propiedades 
análogas, de modo que la construcción que hicimos a partir del punto A se puede 
efectuar partiendo de cualquier otro punto de éste. 

En otras palabras: 

Cada recta paralela al eje a del oriciclo en la dirección escogida sobre dicho eje, 
interseca aI oriciclo en un único punto y es, asimismo, eje de este oriciclo. 



Fig. 56 
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Con rcspcclo a los oriciclos vale un teorema análogo al que hemos demostrarlo 
para las equidistantes. 

Toda reda puede tener con un oriciclo no más de dos puntos comunes. 

De aquí se desprende, en particular, que el oriciclo es una lútea curva. 

La demostración puede ser reproducida fácilmente por el lector. 

§ 39. Tomemos alguna equidistante con base u. Sea A un punto arbitrario de 
ella, A su proyección sobre la base, de manera que A A' es la altura de la equidis- 
lantc (fig. 57). Tracemos, además, por A la recta t perpendicular a la altura A A '. 
No es difícil establecer que todos los puntos de la equidistante, diferentes de A, se 
hallan de un mismo lado de la recta t, precisamente, de aquel que contiene la base u. 
En efecto, si M es algún punto de la equidisiante y M' es su proyección sobre u, 
AMM'A ' será un cuadrilátero de Saccheri y í. A’ AM. como ángulo de su base su¬ 
perior, será agudo. Por lo tanto, el punto M está del mismo lado de la recta / que el 
punto A '. Podemos, asi, decir que la recta t es recta de apoyo de la equidistante da¬ 
da Ahora mostraremos que t es, además, tangente. Consideremos la secante A M 
y denotemos por« el ángulo ¿ A ' AM, y por 25, la longitud del segmento AM, Evi¬ 
dentemente, la perpendicular por el punto medio del segmento AM y la altura AA ' 
son rectas divergentes, pues ambas son perpendiculares a la base. Por esto, a es ma¬ 
yor que el ángulo de paralelismo para el segmento 6, es decir 

rv > 11(5). 

Por otro lado. <r es un ángulo agudo, de modo que tienen lugar las desigualdades 

11 ( 5 ) < a < * . 

Si el pumo M, al desplazarse sobre la equidistante, tiende a A, entonces 5 - 0 y, en 

virtud del teorema X, lint 11(5) = * . Por consiguiente, 
j-o 2 

lint i» = * . 
m-a 2 

Con esto hemos probado que si M — A , la secante AM tiende a una posición 
limite que es, precisamente, la recta t. 

El resultado obtenido puede expresarse así: cada altura de la equidistante es su 
normal. De la discusión precedente sigue, también, que la equidistante tiene en cada 
punto la concavidad dirigida hacia la base. 

Hagamos ahora un análisis similar para el oriciclo. 

Consideremos algún oriciclo determinado por el punto A y la recta a (fig. 58). 
Convendremos en considerar sobre el eje a, asi como también sobre cualquier otro 
eje de! oriciclo, positiva la orientación en que este eje es paralelo a los demás ejes del 
oriciclo. Tracemos por A una recta i perpendicular al eje a. No es difícil establecer 
que todos los puntos del oriciclo diferentes de A están a un mismo lado de la recta t , 
precisamente, del lado correspondiente a la orientación positiva de la recta a. En 
efecto, sea M un punto arbitrario del oriciclo. y ni, el eje que pasa por M. Sea a el 


*> Una recta se llama recia de apoyo de una tinca dada, si contiene al menos un punto de 
ésta y si de un lado de esta recta no hay puntos de la línea. 
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ángulo que forma el segmento AM con el sentido positivo del eje o, y sea 26 la longi¬ 
tud del segmento AM. Como, por definición del oriciclo, AM es secante de igual 
pendiente de las paralelas a y m, la perpendicular al segmento AM, levantada en su 
punto medio, es paralela a cada una de las rectas a y m. Por esto, c» es el ángulo de 
paralelismo para el segmento 6: 

« = n(í). 

De aqui podemos concluir, primeramente, que a es agudo. Por consecuencia, cual¬ 
quier punto M del oriciclo se encuentra efectivamente del lado de la recta / hacia el 
cual está dirigido el sentido positivo del eje a. Dicho de otra manera, t es recta de 
apoyo del oriciclo. Pero es fácil verificar que r es, asimismo, tangente. Para esto só¬ 
lo hay que tomar en consideración la igualdad ya conocida 

lim fl(6)= — 

<—o 2 

la cual implica que cuando M - A . la secante A M tiene por posición limite la recta r. 

El último resultado se puede enunciar, también, como sigue: cada eje del orí- 
ciclo es su normal. 

Del análisis precedente se deriva también que en cada punto del oriciclo su con¬ 
cavidad está dirigida hacia el sentido positivo del eje. 

Indicaremos dos propiedades comunes para la circunferencia, el oriciclo y la 
equidistante: 

1. Cada una de estas curvas es simétrica con respecto a cualquiera de sus norma¬ 
les. 

Por esto, a veces llamaremos ejes a las normales de la circunferencia y la equidis¬ 
tante, al igual que las del oriciclo. 

2. Las cuerdas de estas curvas son secantes de igual pendiente de las normales 
que pasan por sus extremos. Comparando la circunferencia, el oriciclo y la equidis¬ 
tante, podemos describir las familias de sus normales como sigue: todas las norma¬ 
les de la circunferencia convergen a un mismo punto; todas las del oriciclo son para¬ 
lelas entre sí en alguna dirección (o, como se suele decir, convergen a un mismo pun¬ 
to del infinito); todas las normales de la equidistante son perpendiculares a una mis¬ 
ma recta y, en consecuencia, divergen. 
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En la geometría euclidiana, el conjunto de rectas que pasan por un punto, o bien 
el conjunto de rectas paralelas, se llama haz. Trasladando este concepto a la 
geometría de Lobachevski, llamaremos haz a lodo conjunto de rectas que pasan por 
un mismo punto, o bien todo conjunto de rectas paralelas entre si en una dirección 
determinada, o bien de rectas perpendiculares a alguna recta fija. En el primer caso 
llamaremos elíptico al haz, en el segundo, parabólico, en el tercero, hiperbólico. Ba¬ 
sándonos en el análisis precedente, podemos entonces decir que las circunferencias, 
los oriciclos y las equidistantes son las trayectorias ortogonales de haces elípticos, 
parabólicos e hiperbólicos, respectivamente. 

§ 40. Es esencial destacar que mientras las circunferencias se diferencian unas de 
otras por la magnitud de su radio, y las equidistantes, por la de su altura, lodos los 
oriciclos son congruentes entre sí. 

En efecto, hemos visto más arriba que un oricido queda totalmente determina¬ 
do si se dan un punto de éste y el eje que pasa por él. Por esto, si movemos el plano 
de modo que un punto y el eje que pasa por él de un oricido coincidan respectiva¬ 
mente con un punto y el eje de algún otro, ambos oriciclos coincidirán (las propie¬ 
dades de los movimientos que hay que utilizar en este razonamiento quedan asegu¬ 
radas por el teorema C del § 19). 

Demostremos, además, el teorema siguiente. 

teorema xvit. Cualesquiera que sean dos puntos A y B del plano, por ellos 
pasan exactamente dos oriciclos, que son simétricos con respecto a la recta AB. 

DEMOSTRACION. Tracemos la perpendicular c en el punto medio del segmento 
AB (fig. 59) y fijemos sobre ella alguno de sus dos sentidos. Tracemos, además, por 
A y B las rectas ay b, paralelas a c en la dirección fijada. Sea AC la secante de igual 
pendiente de las rectas oye. Entonces, por el teorema XVI, BCscrá secante de igual 
pendiente de b y c. Evidentemente, el oricido determinado por d pumo C y el eje c 
pasará por los puntos A y B. 

Si se toma el sentido opuesto sobre la recta c y se repite esta construcción, se ob¬ 
tiene otro oricido, simétrico del primero con respecto a AB. 

Demostremos, ahora, que no hay otros oriciclos que pasen por los puntos A y B. 
Con este fin, suponemos que existe algún oricido L con cuerda AB, y denotemos 
con a y b los ejes de éste que pasan por los extremos de dicha cuerda. Las rectas a y 
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b tienen que ser paralelas y formar ángulos iguales con el segmento AB. Por esto, la 
perpendicular c en el punto medio de AB es paralela a cada una de las rectas a, b. 
Pero, en tal caso, las rectas a y b quedan totalmente determinadas por la dirección 
de paralelismo hada la recta c; por consiguiente, para la posición de a y b sólo son 
posibles los dos casos considerados más arriba. Así, pues, L coincide necesariamen¬ 
te con alguno de los dos oriciclos cuya construcción fue descrita en la primera parte 
de la demostración. 

El teorema demostrado puede presentarse también asi: 

teorema xvin. Los arcos de oriciclo determinados por cuerdas congruentes son 
congruentes entre sí. 


6. Superficie equidistante y orisfera 

§ 41. El análogo espacial de la circunferencia es la esfera. De igual forma, exis¬ 
ten también superficies que vienen a ser los análogos naturales de la equidistante y el 
oriciclo; se llaman respectivamente superficie equidistante y orisfera. La superficie 
equidistante es el lugar geométrico de ios puntos situados a un mismo lado de un 
plano ay que se encuentran a una misma distancia de éste. Diremos que el plano o es 
la base de la superficie equidistante, y la perpendicular bajada de un punto arbitra¬ 
rio de la superficie sobre la base, su altura. Esta definición es totalmente similar a la 
de la equidistante. De igual modo, la orisfera se define por analogía directa con la 
definición del oriciclo. 

Para dar esta definición, consideremos en el espado una recta arbitraria a, que 
pase por algún punto A. Fijemos alguno de los dos sentidos de a, que llamaremos 
positivo. Sea m alguna otra recta cualquiera del espacio, paralela a a en el sentido 
positivo. Por el teorema XV, por el punto A se puede trazar exactamente una secan¬ 
te de igual pendiente de las rectas a y m. Sea M el extremo de esta secante situado 
sobre m. Si desplazamos la recta m conservándola paralela a o en el sentido positi¬ 
vo, los puntos M correspondientes formarán una superficie que se llama orisfera. 

Dicho de otro modo, la orisfera es el lugar geométrico de los extremos de las se¬ 
cantes de igual pendiente trazadas de un punto A de una recta a todas las rectas del 
espacio paralelas a ella en una dirección determinada. El propio punto A también se 
considera perteneciente a la orisfera. 

Por cuanto la recta a una vez fijada determina el sistema de rectas del espacio 
paralelas a ella en una dirección dada, resulta evidente que aI dar un punto A y una 
recta orientada a, que llamaremos eje. la orisfera queda totalmente determinada. 

Es esencial establecer que el punto A no se distingue en ningún aspecto de los de¬ 
más de la orisfera, es decir, que la construcción de la orisfera descrita en su defini¬ 
ción puede efectuarse a partir de cualquiera de sus puntos. Para esto hay que 
mostrar que cualesquiera que sean dos rectas paralelas al eje de la orisfera en un sen¬ 
tido distinguido de éste, el segmento que une los puntos de corte de estas rectas con 
la orisfera es una secante de igual pendiente de ellas. 

Todo se reduce, evidentemente, al teorema que sigue. 

teorema xix. Sean dadas en el espacio tres rectas a, b.c, paralelas dos a dos, 
que pasen por los puntos A. B. C respectivamente. Entonces, si AB es secante de 
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igual pendiente de las rectas a y b, y BC lo es de las rectas b y c, AC lo será de las 
rectas a y c. 

demostración. Podemos suponer que las rectas a, b, c no están en un mismo 
plano, pues este caso ya fue considerado antes, en el teorema XVI. 

Sean P, Q, R los puntos medios de los lados del triángulo ABC, opuestos a los 
vértices A, B, C respectivamente; tracemos por P, Q, R las rectas p, q, r, paralelas 
a <7, b, c (fig. 60) y, consecuentemente, paralelas entre si. 

Es fácil descubrir que las proyecciones de las rectas p, q, r sobre el plano ABC 
convergen en un mismo punto. Efectivamente, como p y r son paralelas, al menos 
una de ellas, digamos, p, no será perpendicular al plano ABC. El ángulo agudo que 
esta recta determina con el plano A BC se denotará por o; determinemos sobre el la¬ 
do de este ángulo que está en el plano ABC un segmento PS, de manera que se 
cumpla la igualdad 

Il(PS) = a. 

Seas la perpendicular al plano ABC por el punto S. Por construcción, la rectas 
es paralela a p, pero como las rectas p, q son paralelas entre si, s será paralela asi¬ 
mismo a las rectas q y r. De aquí sigue que QS y RS son proyecciones de las rectas q 
y r, es decir, que efectivamente las tres proyecciones convergen en el punto S. 

Obsérvese, ahora, que la recta r es perpendicular a AB, pues AB es secante de 
igual pendiente de las rectas a y b; por el mismo motivo, p es perpendicular a BC. 
Pero entonces los segmentos PS y RS serán perpendiculares a BC y AB respectiva¬ 
mente y, en consecuencia, S será el centro de la circunferencia circunscrita al trián¬ 
gulo ABC. En virtud de esto, la recta -d.Cserá perpendicular a QS, es decir, ala pro¬ 
yección de q\ de aquí se desprende que será perpendicular también a la propia q. 

Asi, q es la perpendicular en el punto medio de AC. Del paralelismo de la recta q 
con ay c sigue de inmediato que/lCes secante de igual pendiente de a y c, cosa que 
había que probar. 
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Con esto, evidentemente, queda también establecido que la construcción de la 
orisfera indicada más arriba se puede efectuar partiendo de cualquiera de sus pun¬ 
tos. 

El resultado obtenido puede enunciarse también asi: 

Cada recta paralela aI eje de la orisfera en el sentido positivo interseca a la orisfe¬ 
ra en un único punto y es, asimismo, eje de ésta. 

§ 42. Presentaremos algunas propiedades generales de la esfera, la orisfera y la 
superficie equidistante. 

Consideremos primeramente la esfera. Las propiedades que indicaremos no de¬ 
penden, de ningún modo, de que se tome el espacio de Lobachevski o el de Euclides. 
Son, por supuesto, bien conocidas por el lector, y las enunciamos con el único fin de 
confrontarlas con las propiedades análogas de la superficie equidistante y la orisfera. 

Tomemos sobre la esfera un punto arbitrario A y denotemos con a el diámetro 
con extremo en dicho punto. Cada plano que pasa por el diámetro a corta la esfera 
por un circulo de radio máximo. Evidentemente, todos los circuios máximos obteni¬ 
dos por estos cortes tienen en su punto común A tangentes perpendiculares a la mis¬ 
ma recta a. Consecuentemente, estas tangentes es encuentran sobre un mismo pla¬ 
no, que se llama plano tangente a la esfera en el punto A. El diámetro a es perpendi¬ 
cular al plano tangente y es, por esto, una normal. Podemos, asi, afirmar que todas 
las normales de la esfera convergen en un mismo punto (el centro de la esfera). 

Consideremos ahora una superficie equidistante. Sea A un punto arbitrario de 
ella, y a, la altura que pasa por A . Evidentemente, cada plano a que pasa por la al¬ 
tura a, corta la superficie considerada por una equidistante. La base de ésta será la 
recta de intersección del plano a con la base de la superficie equidistante, y su altura 
será igual a la de dicha superficie. De la discusión efectuada en el § 39 sigue que to¬ 
das las equidistantes obtenidas por estos cortes tienen en su punto común A tangen¬ 
tes perpendiculares a una misma recta a. Por lo tanto, dichas tangentes están si¬ 
tuadas en un mismo plano, que llamaremos plano tangente a la supeficie equidistan¬ 
te en el punto A. La altura a es perpendicular al plano tangente, siendo, por esto, 
una normal. Y como las alturas son perpendiculares a la base a, podemos afirmar 
que todas las normales de la superficie equidistante son perpendiculares a un mismo 
plano. 

Consideremos, por último, la orisfera. Sean A un punto cualquiera de ella; a, su 
eje que pasa por A. Evidentemente, cada plano a que contenga este eje intersecará 
la orisfera según un oriciclo; el eje a de la orisfera será, asimismo, eje de este último. 
De la discusión efectuada en el § 39 se desprende que todos los oriciclos obtenídoi 
por estos cortes tienen en su punto común A tangentes perpendiculares a la misma 
recta a. Dichas tangentes estarán, pues, en un mismo plano, que llamaremos plano 
tangente a la orisfera en el punto A. El eje o es perpendicular al plano tangente, 
siendo, así, una normal. Y como los ejes de la orisfera, de acuerdo con su defini¬ 
ción, son paralelos entre si en una misma dirección, podemos afirmar que todas las 
normales de la orisfera forman un sistema de rectas mutuamente paralelas. 

§ 43. Sea dado en el espacio algún sistema de rectas. Convendremos en llamarlo 
radiación (haz), si cada par de rectas de éste pertenecen a un mismo plano. Las rec¬ 
tas que constituyen la radiación se llamarán rayos. 

Sean a y ó dos rayos cualesquiera. Como, por definición de radiación, a y b cs- 
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tán en un mismo plano, pueden darse únicamente los tres casos siguientes de posi¬ 
ción relativa de a y b: 

1) a y b se cortan en algún punto; 

2) a y b son paralelas en alguna dirección; 

3) a y b son divergentes. 

Consideremos cada caso por separado. 

1. Supongamos que o y ó se cortan en algún punto O. Sea c un tercer rayo ar¬ 
bitrario, que no pertenece al plano de a, b. Sean a el plano que contiene a y c; 0, el 
que contiene b y c. Ambos planos pasan por el punto O, y como la recta c se deter¬ 
mina por la intersección de ambos planos, tendrá que pasar por el pumo O. 

Sea, ahora d un rayo arbitrario del plano a, b. Como ayc pasan por el punto O, 
y d no está en el plano a, c, concluimos, como arriba, que el rayo d pasa también 
por el punto O. Consecuentemente, todos los rayos pasan por un mismo punto 
Una tal radiación se denomina elíptica ; el punto al cual convergen todos sus rayos 
lleva el nombre de centro de la radiación. 

2. Supongamos que los rayos o y ó son paralelos uno al otro en alguna dirección. 
Sea c un tercer rayo cualquiera que no pertenece al plano de a, ó. Sea a el plano que 
contiene a y c, y el que contiene b y c. Como ay 0 contienen dos rectas paralelas 
ayb respectivamente, por el lema IV del § 35 la recta c determinada por su intersec¬ 
ción es paralela a a y a ó en la misma dirección en que éstas lo son entre si. Sea ahora 
d un rayo arbitrario del plano de a, b. Como a y c son paralelas, y d no está en el 
plano de a, c, concluimos, como arriba, que d es paralela a a y a c. En consecuencia, 
todos los rayos de la radiación son paralelos entre si en una dirección determinada; 
una tal radiación se llamará parabólica. 

3. Supongamos, por último, que los rayos ayb son divergentes. Entonces existe 
un plano a perpendicular a ambos. Sea c un tercer rayo arbitrario que no pertenezca 
al plano d ea.b. Sean a el plano que contiene a y ó; (3, el que contiene byc. Tanto a 
como 0 son perpendiculares al plano o, pues el primero contiene la recta o, perpen¬ 
dicular a <r, y el segundo, la b, también perpendicular a o. Pero entonces la recta c de 
intersección de a y 0 será, asimismo, perpendicular al plano a. 

Tomemos ahora un rayo arbitrario d del plano de a, ó. Como a y c son perpendi¬ 
culares al plano o, y d no pertenece al plano de a, c, concluimos, igual que arriba, 
que también d será perpendicular a a. 

Asi, pues, en este caso todos los rayos de la radiación serán perpendiculares aun 
mismo plano. Una tal radiación se dirá hiperbólica: el plano perpendicular a sus ra¬ 
yos lleva el nombre de base de la radiación. 

Recapitulando lo expuesto, llegamos a la siguiente proposición. 

Las esferas, las orisferas y las superficies equidistantes poseen la propiedad co¬ 
mún de que las normales de cada una de estas superficies forman una radiación. 


*> En este razonamiento es esencial que exista alguna recta c fuera del plano de a. b. Si to¬ 
das las rectas de la radiación pertenecieran a un plano común, es fácil ver que bien podrían 
darse los tres casos simultáneamente para distintas rectas de una misma radiación. En este ca¬ 
so, esencialmente plano, la clasificación de las radiaciones habría que hacerla como en el § 39. 
La misma observación es aplicable también a los razonamientos hechos en los casos 2 y 3, que 
siguen a continuación (N. del Tr.) 
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Adémas, las normales de la esfera forman una radiación elíptica, las de la orisfera, 
una parabólica, y las de la superficie equidistante, una hiperbólica. 

§ 44. Otra propiedad común de las esferas, las orisferas y las superficies equidis¬ 
tantes, que debemos destacar para nuestra exposición futura, consiste en lo siguien¬ 
te: cada una de ellas es una superficie de revolución, con eje en cualquiera de sus 
normales. 

La demostración de esta suposición es totalmente evidente desde el punto de vis¬ 
ta intuitivo; la haremos sólo para la orisfera. 

Sea E alguna orisfera; A , un punto de ella; a, la normal que pasa por A. Consi¬ 
deraremos todos los giros posibles del espacio alrededor de la recta a (véase el § 19). 
Debemos mostrar que durante estos giros, desplazándose, lodos los puntos de la 
orisfera E quedan en la superficie de E, o bien, si utilizamos la terminología introdu¬ 
cida en el § 36, que la orisfera E es invariante con respecto a los giros alrededor de la 
recta a. Con tal fin, tomemos sobre E un punto arbitrario M, y llamemos M' al 
punto a donde se lleva M después de algún giro del espacio alrededor de a. Sean, 
además, m la normal de la orisfera que pasa por Ai, y m' la recta con la cual coinci¬ 
de m durante el giro considerado: evidentemente, m' pasa por Ai'. En virtud de las 
propiedades que ya conocemos de la orisfera, la recta m es paralela a o, y el segmen¬ 
to AM es secante de igual pendiente de estas dos rectas. Pero la figura formada por 
a,m' y el segmento AM' es congruente a la constituida por<7, m y el segmento AM. 
Por esto, m' es paralela a a y A M' es secante de igual pendiente de las rectas aym'. 
De aquí sigue que el punto Ai' pertenece a la orisfera E, quedando asi demostrada 
nuestra proposición. 

Para la esfera y la superficie equidistante, esta proposición se demuestra de for¬ 
ma Igualmente sencilla. 

7. Geometría elemental sobre las superficies 
del espacio de Lobachevski 

5 45. Desde tiempos remotos son bien conocidos dos sistemas geométricos en 
variedades bidimensionales del espacio euclidiano: la geometría del plano (plani¬ 
metría) y la de la esfera. Al elaborar estos sistemas geométricos, la siguiente pro¬ 
piedad resulta fundamental: tanto el plano como la esfera pueden ser desplazadas 
sobre sí mismas, sin deformarse. 

El significado exacto de esta afirmación, de acuerdo con las definiciones del 
§ 19, puede expresarse así: una superficie admite un movimiento sobre si misma, si 
para el conjunto de sus puntos son posibles transportes congruentes que dejen todos 
estos puntos sobre la superficie. 

Si nos imaginamos, por ejemplo, la esfera como un modelo liso de madera, recu¬ 
bierta de una funda delgada pero rígida, los movimientos de la funda sobre el mode¬ 
lo fijo darán una idea clara del fenómeno en cuestión. 

El plano y la esfera no son las únicas superficies del espacio euclidiano que 
pueden ser desplazadas sobre sí mismas, pero se distinguen de todas las demás por 
un mayor grado de libertad en los movimientos admisibles. 

Toda superficie de revolución admite también movimientos sobre si misma, sin 
embargo, esta propiedad suya, desde el punto de vista de la libertad de elección de 
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los movimientos, difiere de la propiedad correspondiente de la esfera o del plano. 
Para esclarecer esta diferencia, comparemos, por ejemplo, una esfera, un cilindro 
circular y un elipsoide de revolución. 

Los únicos movimientos posibles de un elipsoide sobre sí mismo son los giros 
alrededor de su eje. Cada punto del elipsoide se desplaza en este caso sobre una tra¬ 
yectoria determinada de forma tal que para dos puntos arbitrariamente escogidos 
no existe, en general, un movimiento que haga coincidir uno con el otro. 

El cilindro circular, además de giros, admite también traslaciones a lo largo de 
su eje; combinando movimientos de estos dos tipos se puede, evidentemente, hacer 
coincidir cualquier punto del cilindro con cualquier otro. 

Diremos que el conjunto de movimientos que admite alguna superficie es transi¬ 
tivo, si dos puntos cualesquiera de ella pueden coincidírse uno con el otro mediante 
algún movimiento. 

Así, el cilindro circular admite un conjunto transitivo de movimienlos; por el 
contrario, el conjunto de movimienlos de un elipsoide no es transitivo. 

Es fácil ver que la colección de movimientos de la esfera es transitiva, igual que 
en el caso del cilindro circular. Sin embargo, aquí lambién existe una diferencia im¬ 
portante. A fin de ponerla en claro, consideraremos elementos lineales de la superfi¬ 
cie. Se llama elemento lineaI un punto conjuntamente con una dirección, que debe 
imaginarse determinada como una cierta flecha que parte del punto dado y está en el 
plano tangente. Los elementos lineales se consideran idénticos, si sus puntos coinci¬ 
den y sus flechas apuntan a un mismo lado. 

Tomemos dos elementos lineales sobre el cilindro circular, escogiendo los puntos 
de manera arbitraria y las direcciones de manera que una de ellas sea perpendicular 
al eje del cilindro y la otra, paralela a éste. Mediante un movimiento podemos hacer 
coincidir los puntos de estos elementos lineales; sin embargo no será posible hacer 
coincidir los propios elementos lineales. 

Por el contrario, para dos elementos lineales arbitrarios de la esfera siempre exis¬ 
te un movimiento que hace coincidir uno con el otro. Precisamente, girando la esfe¬ 
ra alrededor de algún eje, se pueden hacer coincidir primero los puntos de estos ele¬ 
mentos; después, mediante un giro alrededor del eje al que pertenecen los puntos 
identificados, se pueden hacer coincidir también las direcciones. 

Diremos que el conjunto de movimientos que admite alguna superficie es transi¬ 
tivo con respecto a los elementos lineales, si cualquier par de elementos lineales de 
esta superficie se puede hacer coincidir. 

Podemos, pues, decir que, por ejemplo, el elipsoide de revolución posee un con¬ 
junto no transitivo de movimienlos, mientras que el conjunto de los movimientos 
del cilindro circular y la esfera es transitivo, siendo, en el último caso, transitivo 
también con respecto a los elementos lineales. El conjunto de los movimientos del 
plano es igualmente transitivo con respecto a los elementos lineales. 

En las proposiciones básicas de la planimetría que se refieren a la comparación 
de magnitudes geométricas, se utiliza esencialmente la posibilidad de un movimien¬ 
to suficientemente libre de las figuras planas. Por ejemplo, al definir la longitud de 
.un segmento rectilíneo AB, se pone en este segmento, a partir del punto A , un seg¬ 
mento cuya longitud se toma por unidad, tantas veces cuantas sean posibles, sin pa¬ 
sar por el punto B. Queda asi determinada la longitud de AB salvo un entero. Deter- 
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minando de la misma manera cuántas veces cabe en A B ia mitad de la unidad de me¬ 
dida, se halla la longitud de AB salvo 'A , y así sucesivamente, con cualquier grado 
de exactitud (víase el § 20). La medición se basa, asi, en la posibilidad de desplazar 
un segmento de manera que su origen quede en cualquier punto prefijado de ante¬ 
mano, y el propio segmento se sitúe sobre una recta arbitraria dada, que pase por es¬ 
te punto. En otras palabras, aquí se utiliza la transitividad de la colección de movi¬ 
mientos del plano con respecto a sus elementos lineales. 

En la geometría esférica, el papel que en la geometría plana hacen las rectas lo 
juegan las circunferencias máximas de la esfera. Esto se debe a tres motivos: 

1. Entre todas las líneas que unen dos puntos de la esfera, la más corta es un arco 
de circunferencia máxima. 

2. Por dos puntos cualesquiera de la esfera que no están diametralmente opues¬ 
tos pasa una circunferencia máxima y sólo una. 

3. Una circunferencia máxima queda determinada por cualquiera de sus elemen¬ 
tos lineales. 

(Llamaremos elemento lineal de una curva a cualquiera que lenga su punto sobre 
ella y su flecha dirigida por la tangente a la curva.) 

Al desarrollar la geometría esférica, podríamos efectuar mediciones de magnitu¬ 
des geométricas sobre ella, considerándolas como objetos de la geometría del espa¬ 
cio. Por ejemplo, la longitud de arco de una circunferencia máxima puede determi¬ 
narse haciéndola igual a la cota superior de las longitudes de las quebradas inscritas 
con vértices dispuestos ordenadamente sobre clareo y con segmentos rectilíneos co¬ 
mo componentes. Así se define la longitud de arco de una línea arbitraria del espacio. 

Pero también se puede desarrollar la geometría esférica sin operar con objetos 
geométricos no pertenecientes a la esfera (como los segmentos rectilíneos de las 
quebradas inscritas). Esto puede hacerse utilizando la analogía con la planimetría. 
Por ejemplo, para trasladar a la geometría esférica el proceso descrito arriba de me¬ 
dición de un segmento de recta, hay que empezar por escoger una unidad de longi¬ 
tud. Supongamos que la longitud de algún arco de circunferencia máxima se adopta 
como unidad (para mayor claridad, aconsejamos al lector que imagine este arco pe¬ 
queño en comparación con las dimensiones de la esfera). Si se pide medir algún arco 
de circunferencia máxima A B, debe desplazarse la unidad de medida sobre la esfera 
y aplicarla sobre el arco A B, a partir de A , tantas veces como quepa, sin pasarse del 
punto B. Queda así determinada la longitud de AS salvo un entero. Determinando 
de la misma manera cuántas veces cabe en el arco la mitad de la unidad de longitud, 
se puede hallar la longitud del arco AS salvo ‘A, y así sucesivamente, con cualquier 
grado de cxactilud. Evidentemente, aquí se utiliza esencialmente la transitividad del 
conjunto de movimientos de la esfera con respecto a sus elementos lineales. 

La medición de otras magnitudes geométricas (ángulos, áreas) se efectúa de ma¬ 
nera análoga, superponiendo al objeto esférico dado una unidad prefijada, o bien 
partes de ella. Aquí no hay necesidad de utilizar objetos del espacio que no pertene¬ 
cen a la esfera. 

Se puede considerar, asimismo, la geometría sobre cualquier superficie. El papel 
de las rectas lo juegan, en este caso general, las lineas geodésicas. Se puede definir 
una geodésica como una linea tal que cada arco A B suficientemente pequeño de ella 
es más corto que cualquier otro arco sobre la superficie, con los mismos extremos 
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que AB. Sobre una esfera de radio R, por ejemplo, las circunferencias de radio má¬ 
ximo son geodésicas, pues cada arco de éstas de longiiud menor que ir R es más cor¬ 
to que cualquier otro arco sobre la esfera con los mismos extremos. 

Salvo algunas restricciones de carácter analítico impuestas a la superficie, se 
puede demostrar que cada geodésica queda determinada por alguno de sus elemen¬ 
tos lineales, es decir, por un pumo y una dirección, al igual que la recta en el plano. 

Imaginémonos ahora que en una superficie fue hallado de alguna manera el con¬ 
junto de todas las geodésicas. Entonces, si se trata de construir la geometría de la su¬ 
perficie dada, surge naturalmente la pregunta: ¿es posible comparar las longitudes 
de los segmentos de geodésicas por el mismo método que en la planimetría o en la 
geometría esférica? Para esto, evidentemente, debe existiría posibilidad de mover la 
superficie sobre sí misma desplazando un arco de geodésica, escogido como unidad 
de medida, de modo que su origen pueda situarse en cualquier punto y el arco tome 
cualquier dirección prefijada. Cuando se pueden comparar las longitudes de geodé¬ 
sicas aplicando una unidad de longitud, diremos que la superficie admite una 
geometría elemental. Para que una superficie admita una geometría elemental, evi¬ 
dentemente, es necesario que el conjunto de sus movimientos sea transitivo con res¬ 
pecto a los elementos lineales. 

Se puede demostrar que las únicas superficies del espacio euclidiano con un con¬ 
junto de movimientos transitivo con respecto a los elementos lineales son el plano y 
la esfera. De aquí se desprende que en este espacio puede existir geometría bidimen- 
sional elemental sólo en el plano (planimetría) y en la esfera (geometría esférica). 

En el espacio de Lobachevski, además del plano y la esfera, existen dos tipos de 
superficie que admiten geometría elemental; éstas son la superficie equidistante y la 
orisfera, que ya conocemos. 

El hecho de que estas superficies admitan efectivamente movimientos sobre si 
mismas que formen un conjunto transitivo con respecto a los elementos lineales, ya 
fue, en esencia, establecido en el § 44, donde mostramos que cada una de ellas es 
superficie de revolución alrededor de cualquiera de sus normales. En efecto, si se 
dan dos elementos lineales arbitrarios en la superficie equidistante, o bien en la oris¬ 
fera, girando la superficie alrededor de alguna normal pueden hacerse coincidir los 
puntos de estos elementos lineales, después de lo cual, girando alrededor de la nor¬ 
mal que pasa por los puntos ya coincididos, se pueden superponer también los pro¬ 
pios elementos lineales. 

Podemos, pues, afirmar que en el espacio de Lobachevski, Ia geometría elemen¬ 
tal, además deI plano, se realiza también en la esfera, en la superficie equidistante y 
en la orisfera. 

La geometría de la esfera en el espacio de Lobachevski no se diferencia de la 
geometría esférica en el espacio euclidiano, tal geometría (esférica) no será discutida 
aquí. Por el contrario, intentaremos describir en pocas palabras la geometría sobre 
la superficie equidistante, y analizaremos con todo detalle la geometría de la orisfera. 

S 4ó. Sea E alguna superficie equidistante, cuya base sea el plano a. De acuerdo 
con las ideas generales expuestas en el § 45, debemos considerar las geodésicas de E 
como rectas de la geometría de esta superficie. Estas geodésicas son las equidistantes 
que se obtienen por intersección de esta superficie con planos perpendiculares al 
plano o (dejaremos por ahora sin demostración este hecho). 
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Por esto, tales equidistantes serán consideradas rectas sobre E. 

Nuestra finalidad es describir un sistema de proposiciones del cual puedan dedu¬ 
cirse de manera lógica todas las propiedades de las posiciones reciprocas entre pun¬ 
tos y equidistantes de la superficie E, es decir, dar una fundamemación axiomática 
de la geometría de la superficie equidistante. 

Como mostraremos ahora, esta geometría puede fundamentarse por los axiomas 
de los cuatro primeros grupos de Hilbert y el axioma de las paralelas de Lobachcvs- 
ki, (Sólo debe tenerse en cuenta que, por tratarse ahora de una geometría bidimen- 
sional, de los axiomas de Hilbert deben excluirse los 1,4 — 1,8, de carácter tridimen¬ 
sional: por esto, trabajaremos únicamente con los axiomas 1,1 — 1,3, H, III, IV y el 
de paralelas.) 

A fin de obtener nuestro resultado en la forma más sencilla posible, proyectemos 
los puntos y las equidistantes de la superficie E sobre el plano <r; sus proyecciones se¬ 
rán respectivamente puntos y rectas. Convendremos en llamar correspondientes a 
dos imágenes ♦ y de los cuales ♦ está en E, y +', en $, si se obtiene proyec¬ 
tando 4>. Es evidente que los puntos y las equidistantes en la superficie E se hallan en 
las mismas relaciones de pertenenoia (incidencia) y de orden que sus puntos y rectas 
correspondientes del plano a. Por esto, en la geometría de E se cumplen los axiomas 
1,1 — 1,3 y II, pues éstos tienen lugar en la geometría del plano. 

A continuación, llamaremos congruentes a dos imágenes de la superficie E, si 
pueden superponerse mediante algún movimiento de E en si misma, o si son simétri¬ 
cas con respecto a algún plano. Coordinemos ahora los movimientos posibles de la 
superficie E y del plano a como si ambos formaran un cuerpo rígido en el espacio. 
Entonces, cada movimiento de o que hace coincidir algún par de sus imágenes 4>' y 
¥', determinará un movimiento de E que hará coincidir las imágenes 4 > y ♦, corres¬ 
pondientes a 4>' y ♦'. Dicho de otro modo, las imágenes de la superficie E se hallan 
en las mismas relaciones de congruencia mutua que las imágenes respectivas del pla¬ 
no o. Podemos concluir de esto que en la geometría de la superficie E se satisfacen 
los axiomas III de congruencia, pues éstos son válidos en la geometría del espacio. 

Por el mismo método puede verificarse que en la geometría de la superficie E son 
válidos los axiomas de continuidad IV. 

Consideremos ahora sobre E una equidistante arbitraria o y algún punto A fuera 
de esta equidistante. Proyectando a y A sobre el plano a, obtenemos como sus pro¬ 
yecciones la recta a' y el punto A '. Supongamos que por ,4' se ha trazado en el pla¬ 
no a alguna recta b’ ; ésta es proyección de alguna equidistante b sobre E que pasa 
por A , y si b ' no corta a’ , la equidistante b tampoco tendrá puntos comunes con la 
equidistante a. Pero en el plano a tiene lugar la geometría de Lobachevski y, en con¬ 
secuencia, por A ' pasa un número infinito de rectas que no corlan a’. Por esto, en 
la superficie E por el punto A pasa un número infinito de equidistantes que no 
tienen puntos comunes con la a; esto significa que en la geometría de la superficie E 
se realiza el postulado de las paralelas de Lobachevski. 

Así, pues, en la superficie E son válidos todos los axiomas de la geometría abso¬ 
luta, más el de Lobachevski. Por consiguiente, con respecto a los puntos y las 
equidistantes de E valen todos los teoremas existentes en la planimetría no eucli- 
diana. 

Podemos, pues, concluir que la geometría elemental de la superficie equidistante 
es la de Lobachevski. 
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Una observación más, para concluir. Al llamar redas de £ a las equidistantes 
obtenidas por cortes normales de esta superficie, no demostramos al principio que 
eran sus geodésicas; ahora esto puede establecerse fácilmente. En efecto, como 
sobre la superficie equidistante valen todos los teoremas de la geometría absoluta, se 
puede mostrar por los razonamientos habituales que un segmento de equidistante es 
más corto que cualquier otra línea que una sus extremos en la superficie D. 

5 47. Ahora acometeremos el análisis de la geometría elemental en la orisfera. El 
papel de las redas de esta geometría lo adjudicaremos a los oriciclos obtenidos cor¬ 
tando la orisfera con cualquier plano que pase por alguno de sus ejes. (Nuevamente 
dejamos abierto el problema de si tales oriciclos son geodésicas en la orisfera o no; 
podremos darle una respuesta afirmativa después de concluido el estudio de la 
geometría de la orisfera.) Nuestra primera finalidad es mostrar que las relaciones 
mutuas de los puntos y los oriciclos en la orisfera pueden ser caracterizadas por los 
axiomas de la geometría absoluta. Luego veremos qué teoría de paralelas correspon¬ 
de a la orisfera: la de Euclides o la de Lobachevski. 

La verificación de los axiomas del grupo 1,1 — 1,3 se hace en dos palabras. Sean 
A y B dos puntos arbitrarios de la orisfera, a y ó, los ejes que pasan por ellos. Como 
dos ejes cualesquiera de la orisfera están en un mismo plano, las recias ay b deter¬ 
minan exactamente un plano a que contiene ambas. Por intersección de o y la oris¬ 
fera considerada (que denotaremos con fi en lo sucesivo) queda determinado exacta¬ 
mente un oficíelo u, que pasa por los puntos A y B. Asi, cualesquiera que sean dos 
pumos A y B de la orisfera Q, éstos determinan un oficíelo que pasa por ellos, y sólo 
uno. 

Hemos establecido con esto que en la geometría de la orisfera tienen lugar los 
axiomas 1,1 — 1,2. El hecho de que todo oriciclo tiene no menos de dos puntos y la 
orisfera, no menos de tres que no están sobre un mismo oriciclo (de hecho tanto en 
uno como en otro caso hay incluso un número infinito de puntos), es decir, que en 
la geometría de la orisfera se cumple el axioma 1,3, sigue directamente de la defini¬ 
ción del oriciclo y la orisfera y de los teoremas elementales de la estereométria de 
Lobachevski (en nuestra descripción del oriciclo y la orisfera no mencionamos estas 
propiedades tan evidentes a fin de no distraer la atención del lector con detalles su¬ 
perfinos). 

Ahora hay que probar si se cumplen en la orisfera los axiomas de orden 
11,1 — 11,4. Ante todo conviene determinar las condiciones a las que considerare¬ 
mos que un punto de un oriciclo está entre otros dos de éste. Sea u un oriciclo perte¬ 
neciente al plano a, y sean A, B, C tres puntos sobre éste. Diremos que el punto B 
está en este oriciclo entre los puntos A y C, si su eje b, que pasa por B, está en el pla¬ 
no a entre los ejes ay c, los cuales pasan por A y C respectivamente (es decir, si en el 
plano ot los puntos de las rectas ay c están a distintos lados de b). Puede verificarse 
sin dificultad que en este caso se satisfacen los axiomas de orden lineal 11,1 — 11,3. 
Es un tanto más difícil verificar la proposición de Pasch 11,4. Para comprobar que 
también ésta se cumple en la geometría de la orisfera, procederemos como sigue. 
Considerando en la orisfera O un triángulo arbitrario ABC (fig. 61), formado por 
los arcós de tres oriciclos, tracemos por sus vértices A , B, C los ires ejes de fi, que 
llamaremos a, b, c respectivamente. Fijemos, ahora, un punto A' ,B',C' en cada 
una de estas rectas, y (racemos por ellos el plano o. La proposición de Pasch 11,4 
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Fíg. 61 


llene lugar para cualquier triángulo rectilíneo, en particular, para el triángulo 
A'B'C en el plano o. De aquí deduciremos su validez para el triángulo ABC sobre 
0, Sea u algún oriciclo situado en 13 y que no pasa por ninguno de los puntos A , B, 
C. Debemos mostrar que si u pasa por algún punto interior del segmento de oriciclo 
AB, también pasará por algún punto interior del segmento de oriciclo BC, o bien 
del AC. Obsérvese que el plano a que contiene el oriciclo u y el plano ABB'A ’ se 
intersecan por el eje m de la orisfera Q. que pasa por el punto M. Este 
eje m está situado entre los ejes a y b en el plano ABB'A ', pues el punto M está 
entre .4 y B. Por esto, m deberá cortar al segmento de recta A B' en algún punto in¬ 
terior M'. Entonces, en virtud del axioma de Pasch 11,4, la recta u’ de intersección 
de los planos aya pasa por un punto interior de alguno de los segmentos B'C ', o 
bien A'C'. Supongamos, para precisión, que la recta u' contiene un punto interior 
N' del segmento B'C'■ Entonces los planos a y BCC'B ', al tener un pumo común 
N ', se intersecarán por alguna recta n. Pero los planos a y BCC’B' pasan por las 
dos rectas paralelas m y b respectivamente; en virtud del lema III del § 35, la recta n 
de intersección de estos planos es paralela tanto a m como a b, por lo cual es, asi¬ 
mismo, paralela a la recta c. Como el punto N' está entre B'yC', la recta n, para¬ 
lela a b y c, estará ubicada entre ellas. Por otra parte, al igual que toda recta paralela 
a los ejes del oriciclo BC y que se encuentra en el plano de éste, es también eje de 
este oriciclo, razón por la cual lo cortará en algún punto N (véase el § 38). Como n 
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está entre las rectas b y c, también el punto N del oriciclo BC estará entre los puntos 
B y C. 

Como la recta n est$ en el plano a, este plano contendrá el punto N. Asi, pues, 
entre los puntos de intersección del plano a y la orisfera 0, es decir, entre los puntos 
del oriciclo u, hay algún punto interior del segmento de oriciclo BC. Queda asi de¬ 
mostrada la proposición de Pasch en la geometría de la orisfera. 

Pasemos a los axiomas de congruencia III,1 — 111,5. 

El axioma 111,1 requiere que sobre cualquier oriciclo de la orisfera ti, a partir de 
cualquiera de sus puntos y en cualquier sentido, se pueda aplicar de manera unívoca 
un segmento congruente a cualquier segmento de otro oriciclo; el axioma 111,4 exige 
que sobre fl a cualquier lado de un oriciclo dado se pueda aplicar a este oriciclo un 
ángulo congruente a otro ángulo arbitrario prefijado; además, la posición del vérti¬ 
ce puede escogerse arbitrariamente y, una vez indicada ésta, la construcción debe ser 
posible de manera univoca. 

Ambos axiomas se cumplen en la geometría de la orisfera, como consecuencia de 
que ésta admite desplazamientos sobre si misma, cuyo conjunto es transitivo con 
respecto a los elementos lineales. La univocidad de las construcciones requeridas sp 
desprende del teorema B del § 19. 

Prosiguiendo, el axioma 111,2 se verifica como consecuencia de la propiedad de 
grupo de los movimientos (véase el § 19). 

Para demostrar en la geometría de la orisfera 0 la proposición 111,3, considere¬ 
mos sobre esta superficie dos oriciclos u, u '. Fijemos sobre u tres puntos/4, B, C si¬ 
tuados de manera que B está entre A y C; sean A ', B'. C' tres puntos del oriciclo 
«' que están en posición análoga. Si AB A'B' , existe un movimiento de la oris¬ 
fera sobre sí misma que hace coincidir el punto A' con el punto A , y el B ', con el B. 
Si además es BC o B'C', del teorema B del § 19 sigue que el punto C' coincidirá 
con el C en este movimiento. Asi, en el movimiento considerado el segmento A 'C' 
se superpondrá al AC. es decir, de AB = A'B' y BC => B'C' sigue AC s A'C'. 

La proposición 111,5 se demuestra con razonamientos igualmente sencillos. 

Falta verificar la validez de los axiomas de continuidad IV,l y 1V,2. Al estudiar 
la geometría de la orisfera, en lugar de verificar por separado el axioma de 
Arquímedes IV, I y el de Cantor IV,2, resulta más cómodo comprobar que se 
cumple el principio de Dedekind. Hecho esto, entonces, si se cumplen las proposi¬ 
ciones I — III, las proposiciones IV, 1 y IV,2 también serán verdaderas para la oris¬ 
fera. en virtud del teorema 41 del § 23. 

Tomemos sobre la orisfera un oriciclo arbitrario u y denotemos su plano con a. 
Supongamos que en el conjunto de puntos de este oriciclo se ha efectuado una cor¬ 
tadura de Dedekind. Tomemos en la primera clase de la cortadura un punto arbitra¬ 
rio A , y en la segunda, un punto B; tracemos por estos puntos los ejes correspon¬ 
dientes a y ó del oriciclo. Escogiendo en la primera recta un punto arbitrario A ', y 
en la segunda, un punto B ', tracemos la recta «' determinada por los puntos A y 
B' . Obsérvese ahora que por cada punto M‘ de la recta u', al igual en general por 
cada punto del plano a, pasa exactamente un eje del oriciclo u, que lo interseca en 
algún punto M. Asi, a cada punto M' de la recta u' nuestra construcción le pone en 
correspondencia un punto determinado M del oriciclo u. Distribuyamos todos los 
puntos de la recta u' en dos clases de acuerdo con la siguiente regla: el punto M' de 
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esta recta se adjudicará a la primera clase, si el punto M correspondiente a M' del 
oriciclo u pertenece a ' a primera clase de la cortadura de Dedekind dada en este orí- 
ciclo, y se adjudicará a la segunda, si el pumo correspondiente del oriciclo pertenece 
a la segunda clase. Evidentemente, esta distribución de puntos de la recta ir' es una 
cortadura de Dedekind. Como para las rectas del espacio de Lobachevski tiene lugar 
el principio de Dedekind, podemos afirmar que en una de las clases de la cortadura 
de Dedekind obtenida en la recta u' existe un elemento de clausura. 

Sea este elemento el punto A". Supongamos, para precisión, que X' es el primer 
punto de la segunda clase. Como A' y B' están en clases diferentes, X' tendrá que 
estar entre ellos, o, a lo sumo, coincidir con el punto B '. El punto X del oriciclo, 
correspondiente a X ', está en la segunda clase de la cortadura de Dedekind en este 
oriciclo, y está entre A y fl, o a lo mas coincide con B. Si X no clausura la segunda 
clase en el oriciclo, entre A y X existe algún punto Y, perteneciente, asimismo, a la 
segunda clase. El eje y del oriciclo que pasa por el punto Y está entre los ejes A A ' y 
XX '; por esto, tendrá que intersecar el segmento A' X' en algún punto Y'\ este 
punto figura en la segunda clase en la recta u ', pues Y pertenece a la segunda clase 
en el oriciclo u. Pero además Y', por su construcción, está sobre la recta W más cer¬ 
ca de los puntos de la primera clase que el punto X '. Esto es imposible, pues X' es 
el primer punto de la segunda clase. La contradicción obtenida muestra que X nece¬ 
sariamente clausura la segunda clase. Si supusiésemos que X' clausura la primera 
clase en u ', un razonamiento análogo mostraría que el punto X correspondiente a 
X' clausura la primera clase del oriciclo. 

Así, entonces, cualquiera que sea una cortadura de Dedekind en un oriciclo, una 
de las clases de ésta posee necesariamente un elemento de clausura. Hemos mos¬ 
trado con esto que en la geometría de la orisfera tiene lugar el principio de Dede¬ 
kind, Del teorema 41 del § 23 se deriva, entonces, que en la orisfera son válidos los 
axiomas de continuidad IV,1 y IV,2. 

El análisis hecho nos permite concluir que en la orisfera tienen lugar todas las 
proposiciones de la geometría absoluta. En efecto, todas ellas pueden obtenerse por 
razonamientos lógicos, a partir de los axiomas I — IV, cuya validez hemos estable¬ 
cido. 

Ahora debemos responder a la pregunta: ¿cuál teoría de paralelas tiene lugar en 
el sistema geométrico de la orisfera, la de Euclides o la de Lobachevski? 

No es difícil responderla. 

Tomemos sobre ia orisfera í¡ algún oriciclo a, cuyo plano denotaremos con a. 
Sea P un punto arbitrario de ft. que no pertenece a a. Tracemos por el punto P el eje 
p de la orisfera. Del teorema XII del § 35 sigue que la recta p es paralela al plano a. 

Imaginémonos ahora que por P se ha trazado un oriciclo arbitrario b. Su piano 
8 pasará por la recta p. El oriciclo b no tendrá puntos comunes con el a sólo si e) pla¬ 
no 0 no corta el a. Pero como la recta p es paralela a a, de acuerdo con el teorema 
XIV del § 35 por está recta pasará exactamente un plano 0 que no interseca el piano 
a. 

En consecuencia, por el punto P en la orisfera 0 pasa exactamente un oriciclo 
que no corta a. Asi, en la orisfera tiene lugar el postulado euclidiano de paralelas. 

Podemos ahora asegurar que la geometría elemental de Ia orisfera es la 
geometría de Euclides. 
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Hsle resultado notable juega un papel importante en el desarrollo de la 
geometría de Lobachevski. Pero, aparte de su aplicación, resulta de gran interés por 
si mismo. Resulta ser que al descartar el V postulado de Euclides en la geometría bi- 
dimcnsional de cada plano, de todas formas lo reencontramos en la geometría bidi- 
mcnsional de otra superficie. 

Es interesante comparar las geometrías de lá superficie equidistante, la orisfera y 
la esfera ordinaria, considerando en ellas la proposición sobre la suma de los ángu¬ 
los de un triángulo. 

Como en la superficie equidistante tiene lugar la geometría de Lobachevski, to¬ 
do triángulo formado por arcos de geodésicas (es decir, arcos de equidistantes) tiene 
suma de ángulos internos menor que dos rectos. 

Sobre la orisfera, por cuanto allí tiene lugar la geometría de Euclides, todo trián¬ 
gulo geodésico (formado por arcos de oricklos) tiene su suma de ángulos igual a dos 
rectos. 

Un triángulo esférico, cuyos lados son arcos de circunferencias máximas (es de¬ 
cir, lincas geodésicas de la esfera) tiene suma de ángulos mayor que dos rectos. En la 
esfera existe, inclusive, un triángulo geodésico con tres ángulos rectos. 

En la geometría esférica vale, pues, justamente la proposición cuya falsedad en 
la geometría absoluta fue probada por muchos geómetras (Legcndrc, Saccheri, 
Lamben; estos últimos, a titulo de la hipótesis del ángulo obtuso). 

Por supuesto, esto se explica por que la geometría de la esfera es aún más disímil 
de la del plano euclidiano que la geometría del plano de Lobachevski. 

En efecto, en la geometría de la esfera no vale no sólo el axioma euclidiano de 
paralelas, sino tampoco la mayoría de los axiomas de la geometría absoluta (por 
ejemplo, dos lineas geodésicas de la esfera se cortan siempre en dos puntos; a los 
puntos de una geodésica no se les puede aplicar el concepto de «estar entre» etc.). 

Para concluir, digamos que el espacio de Lobachevski en algún sentido es más ri¬ 
co que el de Euclides; precisamente, mientras en el último existen sólo dos 
geometrías elementales de variedades bidimensionales, la esférica y la euclidiana, en 
el espacio de Lobachevski se realizan, en distintas superficies, los tres sistemas geo¬ 
métricos que conocemos. 


8. Área de un triángulo 

} 48. En la sección precedente consideramos únicamente magnitudes angulares y lineales. 
Ahora nos ocuparemos del problema de definir el área de figuras en el plano de Lobachevski. 

Al definir el área utilizaremos el concepto de cquicomposición de figuras: dos figuras se 
llaman etiulcoinpuestas, si se las puede partir en igual número de triángulos congruentes dos a 
dos. Por algún tiempo nos limitaremos a considerar únicamente triángulos. 

Tiene lugar la siguiente proposición: la condición necesaria .y suficiente de equicomposi- 
ción de dos iriángulos es la igualdad de sus defectos. 

Recuérdese que se llama defecto det triángulo A la diferencia 
O(A) = r - S(A), 

siendo S(A) la suma de los ángulos internos del triángulo; en virtud del teorema de Legendre 
(proposición III del § 8). en la geometría no euclidiana ${A) < ty D(A) > 0. 

La demostración de la necesidad del criterio enunciado se basa en los dos lemas que si¬ 


guen. 
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LEMA l. Sea dada una porlición de algún dominio simplemente conexo , delimitado por una 
quebrada cerrada, en triángulos deforma que se verifica la siguiente condición: cada par de 
triángulos de la partición o bien no llenen puntos comunes, o bien tienen un vértice común, o 
bien un lado común. Entonces, si a 1 denota el número de todos los triángulos de la partición , 
a®, el número de vértices de estos triángulos que están en el interior del dominio y a®, el de vér¬ 
tices en la frontera, tiene lugar la igualdad 

a 2 - 2a?-aJ = - 2. (A) 

(En la fig. 62, a 2 — 10, a® — 3, a® — 6.) 

En la demostración supondremos conocida la fórmula de Euler 



donde o* es el total de los lados de los triángulos de la partición, a®, el total de los vórtices *>. 

Numeremos de alguna manera los vértices de los triángulos de la partición y sea p 2 el nú¬ 
mero de todos los triángulos que tienen un vértice interior común con número *, y p 2 , el de 
todos los triángulos con vértice común en la frontera numerado r. Sean p ¡ t y p J, los números 
de lados que salen de estos vértices. Entonces, evidentemente, 

PÍ a P)t,- } (B) 

P\, “ P\. - ' ] 

Por otra parte, sumando con respecto a lodos los vértices interiores y exteriores, hallamos que 

5 Plt* E Pl-3* 1 - 

£ P* + ]C p'r.^^'- 

Restando la igualdad superior de la inferior, y tomando en consideración < B>, tendremos 
que 

a® = 2a 1 - 3a 2 . 

Eliminando de aquí y de la identidad de Euler 

a 2 — a 1 -f a® = I 


•I Véase, por ejemplo, n. C. AnexcaRapoB H B. A. EttpeMoaiiH, Ovcpx ochobhmx noHn- 
THtl TononoruH, OHTH, 1936. (P. S. Aleksandrov y V, A. Efremovich, Esbozo de los con¬ 
ceptos básicos de la topología) (El lector de habla hispana puede consultar, por ejemplo, el 
libro de Courant y Robbins «Qué es la Matemática», ed. Aguilar, Madrid, 1962. N. del Tr.) 
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la magnitud a*, obtenemos: 

o 2 — 2a° + aj = — 2. 

Pero tr 0 = + a“; sustituyendo esta expresión en la igualdad precedente, hallaremos el re¬ 

sultado que deseábamos: 

a J -2«®-a;= -2. 

En topología, la partición de un dominio en triángulos sujetos a las condiciones expresa¬ 
das en el enunciado del lema I. se llama triangulación de este dominio. 

t.EMA ti Si el iriángulo & está compuesto por los triángulos A,, A,.A„, entonces 

D( A) = D(A,) + ... + 0(A„). 

Este lenta generaliza, evidentemente, el lema 1 del § 8. en virtud del cual al dividir un trián¬ 
gulo ABC por una secante BD en dos triángulos ABD y BDC, tiene lugar la igualdad 
D(ABC ) = DKABD) + D(flDC). 

A su vez, del lema citado sigue que en la demostración del lema II lodo se puede reducir al 
caso cu que la partición del triángulo A sea una triangulación. 

En efecto, el pegado de los triángulos A,. A 2 . ... . uno al otro, no satisface las condi¬ 
ciones de una triangulación si los vértices de algunos triángulos A, coinciden con los puntos in¬ 
teriores de los ludos de algunos de los triángulos A ( . Peto entonces, uniendo sucesivamente los 
vértices de los triángulos A ( , que están en los lados de los triángulos vecinos, con los vértices 

de estos últimos opuestos a dichos lados, obtenemos un nuevo sistema de triángulos A¡. 

a; , la partición de A en estos nuevos triángulos será ya una triangulación. Pero la suma de los 
defectos de los triángulos A¡. Aserá igual a la de los triángulos A,.A n , pues al divi¬ 

dir cada vez un iriángulo A ( por una transversal se obtienen dos triángulos nuevos cuya suma 
de defectos, por el lema I del § 8. es igual al defecto del iriángulo A,. 

Entonces, para demostrar nuestro lema basta establecer la igualdad 
D(A¡) + ... + 0(A^> = D( A). 

Sea / el número de vértices de los triángulos A¡.A^ que están en el interior de A, y p, el 

de vértices situados en los lados del triángulo A (no se toman en consideración los tres vértices 
del propio A). Entonces vale la relación 

m - 21 - p = I. 

Esta igualdad se obtiene con un pequeño cambio de la fórmula (A) del lema precedente. 
En efecto, aplicando el lema 1 a la partición del triángulo A en los triángulos A¡, ... , A' ( , ob¬ 
tendremos: 

u 2 = ni, <»“ = í. = p + 3. 

Introduciendo estas expresiones en la igualdad (A), obtenemos la (11). 

Consideremos, ahora, la suma 0(A¡) + ... + /><A^). Evidentemente, 

D(A¡) + ... + O(A^) = mx - |S(A¡) + ... + S(A¡,)]. 

La suma de los ángulos de los triángulos A,'.que rodean cada vértice común en el inte¬ 

rior de A es igual a 2x; los ángulos adjuntos a cada vértice situado en un lado del triángulo A 
dan una suma de x; por último, la suma de los ángulos de los triángulos A¡.A',,Cuyos vér¬ 

tices coinciden con los de A es igual a S(A). Por esto, 

S(A¡) + ... + S(AJ = 21 n + pw + S(A). 

De aquí se deriva que 

D(A¡) + ... + 0(A ’J = (m - V - p)r - S(A) 

y. cti virtud de (C), 

C(A¡) + ... + D(A;„) = x - S(A) = D(A). 
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Pero como 

D(A¡) + ... + D(A^) = D(A,) + ... + S(A„). 

entonces 

D(A,) + ... + D(A„) = D( A). 

El lema II queda demostrado. 

El teorema que sigue expresa la necesidad del criterio indicado arriba de equicomposición 
de triángulos. 

teorema i. Triángulos equicompueslos tienen iguales defectos. 

Supongamos que los triángulos A y A' están descompuestos en igual número de triángulos 

congruentes dos a dos A,. A 2 .A, y A¡. A¡.A'. Supongamos que los Iriángulos se han 

numerado de lal forma que A ( y A'son congruentes si tienen números iguales. Por el lema II, 


y 


D(A) = 0(A,) + ... + D(A„) 
D(A') = D(A¡) + ... + D(A;). 


Pero como triángulos congruentes tienen, evidentemente, defectos ¡guales, será 

D(A,) = 0(A,1. 

De aquí y de las igualdades precedentes coocluimos que 

0<A) = D(A'). 

La suficiencia del criterio de equicomposición de triángulos la expresa el 
teorema ti. Si dos iriángulos tienen defectos iguales, son equicompueslos. 

Reduciremos de demostración de este teorema a la prueba de una serie de lemas 
lema a Dos figuras equicompueslos con una tercera son equicompuestas entre s!. 
Supongamos que las figuras A y B son equicompuestas con la figura C. Imaginémonos que 
tamo en A como en B se han t tarado las rectas que las dividen en partes congruentes con par¬ 
les de la figura C. Dibujemos sobre C las rectas que la dividen en partes correspondientemente 
congruentes a partes de la figura A , y después, las rectas que la dividen en partes correspon¬ 
dientemente congruentes a parles de B. Entonces, evidentemente, todas las rectas juntas divi¬ 
dirán a C en partes con las que se pueden formar tanto la figura A como la B. 

lema S Si E y F son los pies de las perpendiculares bajadas de los vértices ByCde un trián¬ 
gulo ABC a la recta que une los puntos medios P y Q de sus lodos AByAC, entonces BCFE es 
un cuadrilátero de Saccheri y el triángulo ABC es equicompuesto con este cuadrilátero. 

' Demostremos, ante todo, que BCFE es un cuadrilátero de Saccheri. Bajemos de A la per¬ 
pendicular AD a la recta PQ; evidentemente, tienen lugar las igualdades de triángulos: 
A BEP - tsADP y A CFQ = A ADQ. de donde BE = AD y CF = AD. Por lo tanto, 
BE = CF, de forma que BCFE es, efectivamente, un cuadrilátero de Saccheri. Para estable¬ 
cer la equicomposición del triángulo ABC con este cuadrilátero, habrá que considerar dos ca¬ 
sos. 

I) El segmento PQ es parle del segmento EF (figs. 63 a y b). 

En este caso, la equicomposición de las figuras ABC y BCFE se ve directamente de las 
figs. 63 a y b, donde los triángulos iguales están marcados con las mismas cifras (la fig. 63b 
corresponde al caso en que F y Q coinciden). 


*> Los lemas que siguen fueron tomados, en parte, del libro de Baldus «Geometría no 
Eudidiana» («. Baldas, F. Liibell, «Nichteuklidische Geometrie», Bcrlfn, Sammlung 
Góschen, vol. 970, 3*. cd.. 1953). 



128 


Cap. III. Teoría no cuciidiana de las paralelas 




Fig. 63 b 


2) El segmento PQ está, al menos parcialmente, fuera de EF (fig. 64). En este caso, 

comenzaremos observando que PQ = - EF. En efecto, de las igualdades evidentes de trián¬ 
gulos 2 

ABEP= AADP y ACFQ = A ADQ 


sigue que EP = PD y FQ *= QD, de donde EP - FQ - PD - QD, o bien EF — PQ = 
= PQ.cs decir, 2 PQ = EF y PQ = ^EF. 


Unamos, ahora, el punto C con el P y determinemos sobre la recta de unión un segmento 
PA ' = PC. Unamos luego el punto A ‘ con el B. Sea P’ el punto en que la recta EF corta el 
lado 5/1' del triángulo A’BC, No es difícil ver que P‘ es el punto medio del lado A ‘ B. Efecti¬ 
vamente, si A‘D‘ es la perpendicular bajada desde A' a EF, entonces A‘ D' = CF = BE, 
por lo cual A P'A’D' = A P'BE, de donde BP' = P'A'. Además, el triángulo A'BC es 
cquicompuesto con el ABC, pues ambos tienen como parle común al BPC, y los triángulos 
BPA' i CPA son iguales, pues contienen ángulos iguales entre lados respectivamente iguales. 
Partiendo, pues, del triángulo ABC, podemos construir el A'BC en la forma que acabamos 
de indicar; análogamente, partiendo del A'BC, determinamos el nuevo triángulo A'BC, etc. 
(fig. 64). 


Todos los triángulos ABC, A 'BC, A’BC, ... tienen una mediana común y, por lo dicho 
arriba a base del lema a, son equicompuesios entre si. Además, tienen lugar las igualdades 
entre segmentos; 


QP = pp 1 - pp- 



En virtud del axioma de Arquimedcs. alguno de estos triánguloscstá ubicado como lo pre¬ 
vé el primer caso de la demostración de este lema y. por ende, es equicompuesto con el cuadri¬ 
látero de Saccheri BCFE; de este modo se establece la equicomposición con el cuadrilátero 
BCFE del triángulo inicial ABC. El lema queda probado. 

loma >. Si dos triángulos tienen defectos iguales y algún lado de uno de ellos es igual a un 
lado deI otro, los cuadriláteros de Saccheri correspondientes a estos lados son congruentes. 

Efectivamente, ¿fly ¿ C del cuadrilátero BCFE son iguales entre si y, como se ve fácil¬ 
mente de la fig. 63 o bien de la fig. 64. la magnitud de cada uno es igual a 5/2, donde 5 es la 
suma de los ángulos del triángulo ABC. Pero un cuadrilátero de Saccheri queda totalmente 
determinado por la base superior y un ángulo de esta base, de donde se deriva la justeza del 
lema. 
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De los lemas or, 0 y y se desprende inmediatamente el 

lema i. SI dos triángulos llenen defectos ¡guales y un lado de uno de ellos es Igual a algún 
lado del otro, los triángulos son equlcompuestos. , 

SI en la flg. 63 continuamos el segmento BE hasta el punto R, de forma que BE — ER, el', 
punto medio del lado RC del triángulo BRC estará sobre la recta EF, cosa que se ve de inme¬ 
diato. Por el lema 0. los triángulos BRC y BAC son equlcompuestos con el cuadrilátero 
BCEF. Por consiguiente, en virtud del lema a son cquicompuestos entre si. El ángulo 
EBC = S/2. Hemos demostrado, asi, el lema siguiente. 

lema c. Si la suma de los ángulos del triángulo ABC es igual a S, es,posible construir un 
triángulo equicornpuesio con éste que tenga un ángulo de magnitud S/2. 

Tomemos ahpra dos triángulos con defectos iguales y, por ende, con sumas iguales S de 
ángulos. En virtud del lema e, podemos construir dos nuevos triángulos respectivamente 
equlcompuestos con los triángulos dados, además cada uno de ellos tenga un ángulo igual a 
S/2. Superpongamos estos triángulos uno at otro de manera que sus ángulos iguales coincidan 
(fig. 65). Si los vértices C y C, coinciden, tendrán que coincidir, asimismo, los vértices A y A ,, 
pues en caso contrario un triángulo resultarla ser parte del otro y, por el lema 1 del § 8, tendría 
defecto menor, lo que contradiría nuestra hipótesis. En este caso, todos los vértices de los 
triángulos coinciden, y los triángulos resultan ser congruentes. Si esta coincidencia no se da, 
por la misma razón ninguno de los triángulos puede estar enteramente contenido en el otro, y 
los triángulos estarán dispuestos como en la fig. 65. 

Trazando la linca AC V comprobamos, utilizando el lema I del § 8, que los triángulos 
AC ¡ A [ y AC t C tienen defectos iguales y, consecuentemente, pord lema 6. son equicompues- 
tos. Por esto, los triángulos ABC y A ,BC, también lo son. 

Con esto queda completamente demostrado el teorema II. 

Consideremos ahora un triángulo arbitrario ABC. Tomemos en su lado BC un punto £>, y 
hagamos BC = o, BD m x. El defecto del triángulo BAU es, evidentemente, una función 
de.tr: 

D(ABD) = £>(*)•> 


*) El autor utiliza la misma letra D para denotar esta función, pero debe quedar bien claro 
que se trata de una función distinta, cuyo dominio es ahora el conjunto de los reales entre 0 y 
a, y no el de los triángulos del plano. (/V. del Tr .) 
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Si convenimos en considerar que 0(0) — 0, la función O(x) estará definida para todo valor 
de jr, 0 < x < a. 

Demostraremos que D(x) es continua para todo x, 0 $ x ^ a. 

Sea a{x) la magnitud de ¿ BAO, y (3(x), la de x. BDA. Nos bastará demostrar la conti¬ 
nuidad de las funciones a(x) y 0(x). Como ambas son monótonas, su continuidad quedará es¬ 
tablecida una vez que demostremos que toman todos los valores intermedios entre dos valores 
cualesquiera de éstas. 

Para la función o(x) esto resulta evidente, pues la recta AD puede ser trazada formando 
un ángulo cualquiera con la recta AB. Es fácil ver, asimismo, que el ángulo entre las rectas 
ADy BC también toma todos los valores posibles (entre 0 y *, si no se restringe la posición del 
punto D sobre la recta BC). Efectivamente, tomemos i. MON de magnitud arbitraria B a y 
desde un punto variable M' sobre el ludo OM de este ángulo bajemos lu perpendicular M'N' 
sobre el lado OS. Pongamos OM' = x", M'N' = y'. En virtud del lema II del § 30, 

y' = /(**> 

es una función continua creciente indefinidamente. De aquí se desprende que existe algún valor 
y a de ésta. Igual a la longitud de la altura del triángulo ABC correspondiente al lado BC. Sean 
A/’y/V*las posiciones correspondientes de los pumos M • y N '. Ubiquemos ahora el triángu¬ 
lo OM'N’de forma que el punto M ¿ coincida con/1, y el lado se sitúe sobre la altura 
bajada del vértice A al lado BC del triángulo A BC. Evidentemente, en este caso los puntos O y 
N¡ quedarán sobre la recta BC. Denotemos con D 0 el punto con el cual coincida el punto O y 
con x B , la longitud de BD 0 . Por construcción, ÍHxJ tendrá la magnitud 0 O prescrita, de¬ 
mostrando asi nueslra afirmación: la función D(x) es continua para 0 ( r ( a, 

Una vez demostrada la continuidad del defecto D(x), podemos enunciar el siguiente 

teorema tu Cualquiera que sea el húmero a, que satisface las desigualdades 

0 < a — D(ABC), en el lado BC del triángulo ABC existe un sistema de puntos 
n 

D r O v ... , D n tal que cada triángulo BAD., D^AD 2 ._ ] AD f¡ tenga defecto Igual a a. 

La demostración sigue de la continuidad de) defecto, que acabamos dc^estableccr. 

Después de todo lo que expusimos, resulta posible definir el área de un Iriángulo. 

En la geometría euclidiana el área de un iriángulo se define de forma qoe se vorifiqucn las 
dos condiciones siguientes: 

1) triángulos congruentes tienen igual área; 

2 ) si el triángulo ó está compuesto de los triángulos ó,, .A„, el área del triángulo A 

es igual a la suma de las áreas de A,, á..A fl . 

Utilizaremos estas mismas dos condiciones como base para definir el área de un triángulo 
en la geometría no euclidiana. 

Precisamente, supongamos que a cada triángulo del plano de Lobachevski se ha puesto en 
correspondencia cierto número positivo /(A); dicho de otro modo, se ha dado cierta función 
/(A), cuyo dominio es el conjunto de todos los triángulos y cuyos valores son todos positivos. 
En este caso, además, se satisfarán las dos condiciones que siguen: 

1) si el triángulo A ( es igual al A 2 , entonces/(A,) = /(Aj); 

2) si el triángulo A está compuesto por los triángulos A,, Aj, ... , A n , entonces 

/(A) - /(A,) + /(Aj) + ... + /<A„>. 

Entonces llamaremos a/(A) área del triángulo A. 

A fin de que esta definición tenga sentido, hay que demostrar que existe una función /(A) 
que posea las propiedades I y 2. Demostraremos que una tal función existe y es, además, «úni¬ 
ca», en el sentido de que queda bien determinada si se da su valor para algún triángulo; dicho 
de otro modo, si a un triángulo se le adscribe un área prefijada, el área de cada triángulo 
quedará bien determinada. 
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En cuanto al problema de existencia, éste ha sido resuelto por toda la exposición preceden¬ 
te: el defecto £>(A) de un triángulo posee las propiedades I y 2. El problema de unicidad del 
valor del área queda resuelto por el siguiente 

teorema iv. Torta función /(A) que satisface las condiciones I y 2 es de la forma 

/(A) = A'D(A) (•) 

donde k es una constante positiva, es decir, un número positivo que no depende de A. 

En efecto, si este teorema es válido, fijando el valor de la función /(A) para algún triángu¬ 
lo A 0 , determinaremos completamente esta función, pues la igualdad 

/(A») = CDOV 

determina por completo el valor de la coartante k. 

Se puede decir que la elección de una de las funciones/(A) como área del triángulo, o, lo 
que es lo mismo, la elección de la constante * en la igualdad (*), corresponde a la elección de 
una determinada medida de áreas. Es necesario únicamente tener en cuenta que si se escoge la 
función/(A) como área arbitrariamente, puede no haber ningún triángulo de área igual a la 

unidad. Asi, si se toma k < —, para todo triángulo será/(A) < I, pues el defecto de cada 

jr 

triángulo es menor que r. 

Pasemos a la demostración del teorema IV. 

Es suficiente demostrar que para dos triángulos cualesquiera A y A será 
/(A) Di A) 


/(A) £>(Á) 


/<¿) 


En efecto, en este caso, fijando el triángulo A y haciendo _ = k, obtenemos la ecuación (*)• 

0(A> 

Fijemos algún entero positivo n y dividamos el triángulo A por transversales que partan de 

alguno de sus vértices en triángulos A |t A 2 .A n de manera que los defectos de cada uno de 

ellos sean iguales entre sí: entonces. 

D(Á) 

D(A,)- — (i- 1,2.n). 

n 

Denotemos ahora los vértices del triángulo A por/1, O, C y determinemos sobre el lado AC un 

sistema de puntos A ,, A 1 . A m de forma que se satisfaga la siguiente condición: si A, es el 

triángulo ABA t ; A 2 , el A¡BA 2 , etc., entonces D[K) 

I) los defectos de todos los triángulos A,, A 2 , ... , A m deben ser iguales a-; 


2) o bien el punto A coincide con el C, o bien 


D(A m BC) < 


Di A) 


Ei teorema III garantiza la posibilidad de esra construcción. 

En efecto, sea ni el mayor número natural que satisfaga la desigualdad 
mDi A) « nD(Á). 

Entonces, si hacemos 

O(A) 


será 


a e 


n 

D(A) 


!)* 


m 
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Por el teorema 111. en el lado AC del triángulo ABC exislirán los puntos A v A r ... , A m a los 
cuales corresponderán triángulos A,. A 2 , ... . A m con defectos iguales a a. El puntoA ra co¡nci- 
D{ A) O(A) 

dirá con C, si a = -, y precederá a C, si a <-; evidentemente, en el ultimo caso el 

m m 

defecto del triángulo A^BC será menor que a, pues de lo contrario tendríamos que 
(m + l)D(A) < 'iD(A), contra la hipótesis. 


Es evidente que tienen lugar las relaciones 



/ti _ /W + 1 

—- D(A) ¿ Z)(A) < -« 


n n 

0 bien 

m _ D(A) m + 1 


n 4 D(A) n 

de donde 

, m O(A) 


lim — » ——• 
«— n O(A) 


Obsérvese, ahora que como los triángulos A,, A,, ..., Á„. A,, A 2 , ... , £¡ m tienen defectos 
iguales, son todos equicompuestos con alguno de ellos, en virtud del teorema II. De aqui y de 
las condiciones I y 2 siguen las igualdades 


/(A,) = ... = /(A,) 

- /(A,) = ... 

= /<*„>■ 


o bien 




M> 

<» = 1.2, . 

• • . ">. 


' /i 

</= 1.2. . 

.. . m). 

(•*) 

Ahora bien, en virtud de la condición 2, 





mf {Ap €/<A) < (tn 4- 1>/(A j). 
De aqtii y de las igualdades (**) siguen las relaciones 


m . m + 1 _ 

-/(A) </(A) < -/(A), 

n n 


o bien 


de donde 


m /(A) m + 1 

n /(A) n 


m 

lim — 
n 


/w 

/(Á) 


Comparando (A) y (B), nos queda: 

/(A) 

/(Á) 


P(A) 

D(Á) 


(B) 


• El teorema IV queda demostrado. 

Hemos demostrado asi que las condiciones 1 y 2 determinan el área/(A) salvo un factor 
constante: 


/(A) = AD(A). 


(I) 
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Más adelante (en el § 182) estableceremos una dependencia entre la elección de la medida de 
área y la de longitud (en la geometría cuotidiana esta dependencia se establece escogiendo co¬ 
mo unidad de área la superficie de un cuadrado que tiene por lado la unidad de longitud). Con 
esto quedará fijada la constante k al escoger la escala lineal. 

Una vez definida el área de un triángulo, la definición de área de un polígono arbitrario es 
sugerida por razonamientos enteramente naturales: suponiendo que un polígono arbitrario P 
está dividido en triángulos A,, ó 2 , ... . A n . llamaremos área de P al número o igual a la suma 
de las áreas de estos triángulos. 

El lector puede demostrar fácilmente que d número o no depende de la partición del 
polígono en componentes triangulares. 

Es esencial hacer algunas observaciones con respecto a lo expuesto arriba. 

Por cuanto el defecto de un triángulo, por su propia definición, es menor que a, el área de 
cada triángulo será menor que kr. Se puede, pues, enunciar un teorema: en la geometría abso¬ 
luta. suponer que existe un triángulo de área arbitrariamente grande equivale al V postulado 
de Euclides. En efecto, como se ve de lo que acabamos de exponer, esta suposición no tiene lu¬ 
gar en el sistema de Lobachevski. 

Por otra parte, como existen polígonos formados por un número arbitrario de triángulos 
iguales, las áreas de los polígonos pueden ser tan grandes como se desee. Además, de la conti¬ 
nuidad del defecto sigue que existe algún polígono cuya área sea igual a cualquier número po¬ 
sitivo prefijado. En particular, existe un polígono de área unidad. 

Para concluir, comparemos la medición de áreas en la geometría de Lobachevski con la 
medición de áreas en la esfera. Se sabe que el área de un triángulo esférico se da por la fórmula 

e(A) = R 2 <cr + 0 + y - x) (II) 

donde R es el radio de la esfera y a, son los ángulos del triángulo. Pero la fórmula (1) 
puede escribirse asi: 

o(A) = *(» - a - (3 - -y). (!') 

Podemos ver que (I') se obtiene de (II) si sustituimos el radio R de la esfera por la magni¬ 
tud imaginarla ¡'TU. Este resultado fue observado ya por Lamber!. 


9. Demostración de la consistencia lógica 
de la geometría de Lobachevski 

S 49. Hemos enlabiado conocimiento con los resultados básicos de la teoría de 
las paralelas de Lobachevski. A pesar de que muchos de estos resultados contradi¬ 
cen decididamente nuestras ideas habituales sobre las propiedades de las recias, 
seria imposible, aún con el análisis más minucioso, descubrir algún error lógico en 
lo que hemos expuesto hasta ahora. Por el contrario, la geometría no euclidiana, al 
menos en la parte que ya conocemos, se presenta como una teoría muy esbelta desde 
el punto de vista lógico. 

Sin embargo, ¿quién garantiza que la geometría no euclidiana no conduzca a 
contradicciones lógicas al continuar desarrollándola? El propio Lobachevski 
comprendía perfectamente que para demostrar la independencia de! V postulado de 
Euclides de los demás postulados geométricos, no basta limitarse a exhibir un grupo 
de teoremas obtenidos bajo la hipótesis de que el postulado de Euclides no es válido 
y remitirse a la ausencia de contradicciones lógicas en ese grupo. Para él estaba claro 
que aquí es necesario algún razonamiento que muestre que las premisas aceptadas 
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por él nunca conducirán a una contradicción, es decir, que la demostración del pos¬ 
tulado de Euctides por el método de reducción al absurdo es imposible. 

Habiendo obtenido las ecuaciones básicas de su geometría, Lobachevski le dio 
una interpretación analítica, con lo cual, en principio, demostró su consistencia. 
Más adelante (a Tines del siglo XIX), cuando se consolidaron enfoques suficiente¬ 
mente amplios de los objetos y los axiomas geométricos, la consistencia de la 
geometría de Lobachevski fue demostrada con un rigor meticuloso y a la vez de ma¬ 
nera extremadamente sencilla. Una de estas demostraciones, pertenecientes a 
H. Pojncaré, será reproducida en las páginas que siguen. 

A fin de no oscurecer la exposición con dificultades técnicas, consideraremos 
únicamente la geometría bidimensional. 

En este caso, el problema planteado puede enunciarse así: demostrar que los 
axiomas 1,1 — 1,3, II, III, IV y el axioma no euclidiano sobre las paralelas son lógi¬ 
camente compatibles, es decir, que de estos axiomas no se puede deducir dos afir¬ 
maciones tales que una niegue a la otra. ( 

l„a idea general de resolución de este problema es sugerida por la concepción 
moderna de los axiomas geométricos. Regresemos al § 11, donde se introducen los 
objetos geométricos. Allí no hay la más mínima alusión a una descripción de los ob¬ 
jetos geométricos: los puntos, las rectas y los planos; únicamente se supone la exis¬ 
tencia de algunos objetos que son denominados con estas palabras. Después se dice 
que entre los elementos existen determinadas relaciones, expresadas por los térmi¬ 
nos «está en...», «entre», «congruentes». Tampoco se hace una descripción de es¬ 
tas relaciones; sólo .se supone que éstas poseen algunas, muy escasas, propiedades, 
que son enumeradas en los axiomas. 

Por esto, al estudiar, digamos, ia planimetría de Euclides, podemos llamar 
«pumo» y «recta» a objetos concretos arbitrarios, y denotar con los términos «está 
en...», «entre», «congruentes» a relaciones cualesquiera entre ellos, con la única 
condición de que concuerdcn con lo que piden los axiomas 1,1 — 1,3, II, 111, IV, V. 
Cada proposición que siga lógicamente de los axiomas 1,1 — 1,3,11 — V, expresará 
entonces un resultado determinado que corresponderá a los objetos escogidos. Cla¬ 
ramente, el significado concreto de cada proposición geométrica abstracta depende¬ 
rá de cuál sistema de objetos ha sido escogido. Eligiendo determinados objetos cu¬ 
yas relaciones satisfagan el sistema dado de axiomas, obtenemos UN modelo del es¬ 
quema abstracto determinado por estos axiomas. 

En la sección precedente nos encontramos con ejemplos de distintos modelos del 
mismo sistema abstracto de la planimetría de Lobachevski, al estudiar la geometría 
elemental en las superficies equidistantes. En efecto, como sabemos, las relaciones 
entre puntos y equidistantes sobre cualquier superficie equidistante y las relaciones 
entre puntos y rectas en cada plano del espacio de Lobachevski corresponden en 
igual medida a los axiomas de la geometría no eudidiana del plano. Es verdad que 
todavía no sabemos si existen los objetos en cuestión, pues el problema de la existen¬ 
cia del espacio de Lobachevski es precisamente el objeto de nuestra discusión. 

La demostración de ¡a consistencia del esquema lógico de Lobachevski consiste, 
precisamente, en ia construcción de un modelo concreto de éste. 

Resulta más fácil explicar la idea de tal tipo de demostración considerando un 
problema opuesto al que tenemos por delante. Imaginémonos que de alguna mane- 
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ra ya hemos comprobado la consistencia de la geometría de Lobachcvski, y nos 
planteamos establecer la consistencia de la planimetría de Ettclides. Tal problema 
podríamos resolverlo fácilmente; bastaría considerar la orisfera. En efeclo, sobre 
ésta los puntos y los oriciclos se encuentran precisamente en las relaciones mulitas 
requeridas por los axiomas de la planimetría euclidiana (véase el § 47). Por esto, si 
los axiomas de la geometría euclidiana del plano pudiesen conducir a dos conse¬ 
cuencias mutuamente cxcluycntcs, se obtendría con esto una contradicción en la 
geometría elemental de la orisfera, es decir, en la geometría de Lobachcvski, pues la 
orisfera es un objeto de esta geometría. 

Entonces, por cuanto en el espacio de Lobachcvski puede construirse un modelo 
de la planimetría de Euclides, la consistencia de la geometría de Lobachcvski impli¬ 
ca la de la planimetría de Euclides. 

Nuestra finalidad es demostrar la consistencia de la geometría de Lobachcvski. 
Convendremos, al resolver este problema, en suponer consistente la geometría cucli- 
diana (el problema de la consistencia de la geometría euclidiana será considerado en 
el próximo capitulo). Aunque en el espado euclidiano no hay superficies cuya 
geometría elemental coincida con la planimetría de Lobachcvski, podremos, de to¬ 
das formas, construir un modelo de planimetría no euclidiana con objetos del espa¬ 
cio de Euclides. Unicamente nos veremos obligados, al hablar de puntos y rectas, 
abstraemos aún más de las ideas intuitivas que nos evocan estos términos, que al 
estudiar la geometría elemental de alguna superficie. 

Es más, se puede construr un modelo de la planimetría no euclidiana en el plano 
euclidiano, y deducir, así, la consistencia de la planimetría de Lobachcvski par¬ 
tiendo de la consistencia de la geometría euclidiana del plano. 

El resultado preciso que obtendremos se enuncia así: si el sistema de axiomas de 
la planimetría euclidiana 1.1 — 1,3, II, III, IV, V es consistente, el sistema consti¬ 
tuido por los axiomas, 1,1 — 1,3, II, III, IV y el axioma sobre las paralelas de Lo- 
bacbevski tampoco puede conducir a contradicciones lógicas. 

Con eslo quedará probado que el axioma euclidiano sobre las paralelas no es 
consecuencia necesaria de los axiomas 1,1 — 1,3, II, III, IV. 

Más abajo se expone la construcción del modelo o, como también se dice, la in¬ 
terpretación de la planimetría no euclidiana en el plano de Euclides, perteneciente a 
H. Poincarc. 

§ 50. Tomemos en el plano euclidiano una recta.*, que. por comodidad, la ima¬ 
ginaremos horizontal. La recta x determina dos semiplanos; uno de ellos se con¬ 
vendrá en llamar «superior». Llamaremos puntos no cuiiitlianos a los pumos del se- 
miplano superior (sin incluir los puntos de la recta x) y recias no euctUUanus, a las 
semicircunferencias eticlidianas que se encuentran en el scmiplano superior y son or- 
tonogales a la recta x (es decir, con centro en la recta *), asi como también las se¬ 
mirrectas euclidianas del scmiplano superior que parten de a: y forman ángulo recto 
con ella. Para simplificar los enunciados necesarios en el futuro, convendremos en 
llamar a estas semirrectas, semicircunferencias de radio infinitamente grande. 

Entre los puntos y las rectas no euclidianas estableceremos determinadas rela¬ 
ciones, de manera que se cumplan los axiomas 1,1 — 1,3, II, III, IV, es decir, los 
axiomas de la geometría absoluta. Después comprobaremos que en el sistema de ob¬ 
jetos así construido se realiza el axioma de las paralelas de Lobachcvski. 
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Las relaciones entre los objetos se irán estableciendo gradualmente, a medida 
que sean necesarias en el estudio ulterior de los axiomas. 

Comencemos con los axiomas del grupo I. A dicho grupo le precede la hipótesis 
de que los objetos geométricos se encuentran en determinadas relaciones, expresa¬ 
das por los términos «el punto está en la recta», «la recta pasa por el punto», etc. 

Debemos establecer cómo interpretar estas expresiones para los puntos y rectas 
no euclidianos. 

Sea A un punto no euclidiano, y o, una recta no euclidiana, representada por al¬ 
guna semicircunferencia (esta última se denotará, asimismo, con o). Diremos que el 
punto A se encuentra en la recta (no euclidiana) a, si este punto se encuentra sobre 
la semicircunferencia euclidiana o, en el sentido de las relaciones establecidas en la 
geometría euclidiana. 

La validez de los axiomas 1,1 — 1,3 para los puntos y rectas no euclidianos se ve¬ 
rifica fácilmente con los métodos de la geometría euclidiana. 

En efecto, el axioma 1,1 se cumple, pues por dos puntos A y B del semiplano su¬ 
perior siempre se puede trazar una semicircunferencia ortogonal a la recta x. 

El axioma 1,2 se verifica, pues dos semicircunferencias, representantes de rectas 
no euclidianas, pueden tener no más de un punto común. 

El axioma 1,3 se cumple, porque sobre una semicircunferencia existe un número 
infinito de puntos y en el semiplano superior hay un número infinito de puntos que 
no están sobre una semicircunferencia. 

Pasemos a analizar los axiomas de orden del grupo II. Ante todo debemos con¬ 
venir en el significado exacto que daremos al término «está entre...» con respecto a 
pumos no euclidianos sobre una recta no euclidiana. 

Sean A,B,C tres puntos de una recta no euclidiana, representada por una semi¬ 
circunferencia o. Diremos que el punto B (en el sentido no euclidiano) está entre A y 
C, si sobre la semicircunferencia o el punto B está entre A y C en el sentido de la 
geometría euclidiana. Dicho de otro modo, el orden de puntos sobre una recta no 
euclidiana coincide con el orden de puntos sobre la semicircunferencia euclidiana 
que la representa en el semiplano superior. 

Con más detalle, la definición del orden de los puntos de una recta no euclidiana 
cuando la semicircunferencia que la representa no degenera en una semirrecta eucli¬ 
diana, puede enunciarse como sigue. Supongamos que alguna recta no euclidiana 
está representada por la semicircunferencia a, de centro O (el punto O no es un ob¬ 
jeto de nuestro sistema). Tomemos alguna recta euclidiana u, paralela a la recta x. 
Cada recta euclidiana que pasa por O, a excepción deje, corta la semicircunferencia 
a en un punto M y la recta u en un punto M ‘, que llamaremos correspondiente al 
punto M. 

Entonces, si A , B, C son tres puntos de la recta no euclidiana representada por 
la semicircunferencia a, el punto B, como objeto de la geometría no euclidiana, está 
entre A y C, si en el sistema de puntos A', B ’, C' que en la recta euclidiana u 
corresponden a los puntos A, B, C, el punto B’ está entre A ' y C'. 

De aquí sigue inmediatamente que para una recta no euclidiana valen los 
axiomas 11,1 — 11,3, por cuanto éstos son válidqs para cada recta euclidiana. 

Observemos, de paso, un resultado importante: en el conjunto ordenado de 
puntos de Ia recta no euclidiana tiene lugar el principio de Dedekind. 
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En efecto, dicho principio tiene lugar en la geometría euclidiana. Pero, como he¬ 
mos visto, entre los pumos de una recta euclidiana y los de una recta no euclidiana 
se puede establecer una correspondencia biyectiva de manera que los pumos corres¬ 
pondientes se encuentren en iguales relaciones de orden. Esto demuestra, en esen¬ 
cia, la afirmación enunciada. 

Además de los axiomas 11,1 — 11,3, cuya validez hemos establecido, el grupo II 
contiene el axioma de Pasch 11,4. A fin de comprobar que la proposición de Pasch 
tiene lugar en nuestro esquema, es necesario demostrar el siguiente teorema eucli- 
diano: sea ABC un triángulo curvo (fig. 66), formado por arcos de semicircunferen¬ 
cia, y a, una semicircunferencia que no pasa por ninguno délos puntos A, B, C; en¬ 
tonces, si a pasa por algún punto interior del arco AC, pasará o bien por un punto 
del arco AB, o bien por un punto de BC. La demostración de este teorema, total¬ 
mente evidente desde el punto de vista intuitivo, no representa interés alguno, y la 
omitiremos. 

La verificación de los axiomas de los dos primeros grupos se redujo a establecer 
una serie de proposiciones triviales en la geometría de Euclides. El problema es más 
complejo con los axiomas de congruencia III, 1 — 111,5, cuyo estudio atacaremos 
ahora. El significado del método que se utiliza consiste, precisamente, en la defini¬ 
ción adecuada de figuras congruentes. 

§ 51. El instrumento básico de nuestras construcciones futuras será una aplica¬ 
ción especial del plano euclidiano sobre si mismo, bien conocida en la geometría ele¬ 
mental, en la teoría de funciones analíticas y en la física matemática bajo el nombre 
de inversión , o bien simetría con respecto a una circunferencia. 

Sea dada una circunferencia k con centro en el punto A (fig. 67) y radio r. Sea M 
un punto arbitrario del plano. Dado el punto M, si éste no coincide con A , siempre 
se puede determinar de manera unívoca un nuevo punto M ’, que esté sobre la se¬ 
mirrecta AM y cumpla la condición 

AM' ■ AM = r 2 (*) 

(uno de los casos de la construcción se muestra en la fig. 67). El punto M' se llama 
imagen del punto M en la inversión con respecto a la circunferencia k o. más sen¬ 
cillamente, inversión del punto M. 

Convendremos, además, en llamar al punto M' inversión del punto M con res¬ 
pecto a la recta u, si M' es simétrico al punto M con respecto a esta recta. En los 
enunciados que siguen, por regla general no distinguiremos entre la inversión con 
respecto a una circunferencia y a una recta, considerando a esta última como una 
circunferencia de radio infinito. La demostración de los teoremas referentes a inver¬ 
siones la haremos frecuentemente en la hipótesis de que la circunferencia de inver- 
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sión es ordinaria. El caso particular en que ésta tenga radio infinito (es decir, sea 
una recta) a veces requiere razonamientos complementarios, aunque totalmente tri¬ 
viales; el lector puede fácilmente reproducirlos. 

Las siguientes propiedades de la inversión son totalmente evidentes: 

1. Si M' es la inversión de un punto M, Mserá Ia inversión de M' . La inversión 
coincide, pues, con su aplicación inversa. 

2. En una inversión, el dominio del plano exterior con respecto a la circunferen¬ 
cia k se aplica sobre el interior, y reciprocamente •*. 

3. Cada punto de Ia circunferencia k coincide con su inversión. 

Estableceremos otras propiedades de la inversión mediante unos pequeños 

cálculos. Introduzcamos en el plano un sistema de coordenadas cartesiano ortogo¬ 
nal y pongamos en correspondencia a cada punto M el número complejo 
Z = x + iy, siendo x, y las coordenadas de M. Como de costumbre, denotaremos 
con una raya encima de z al número complejo conjugado de z: z • x — iy. Eviden¬ 
temente, cualquiera de los números z o z determina el punto M. 

Ubiquemos el centro de la circunferencia con respecto a la cual se determina la 
inversión, en el origen de coordenadas. Entonces, si dos puntos, determinados por 
los números z y z' , son inversiones uno del otro, entonces, como consecuencia de la 
condición (*), subsistirá la siguiente relación entre z y z ': 

zz' = r 2 . 


Obtenemos, de aqui, la representación analítica de la inversión: 


o, en coordenadas. 


z' = 


r 

z’ 


x' 


r 2 -5 f 

x 1 + y 2 



•> Si aqui k tiene radio infinito, es decir, es una recta, cualquiera de los dos semiplanos de¬ 
terminados por ella se puede considerar dominio interior, y entonces el otro será considerado 
exterior. 
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Utilizando estas fórmulas, es fácil demostrar la llamada propiedad circular de la in¬ 
versión: si el punto z describe una circunferencia o una recta, su inversión z‘ descri¬ 
birá, asimismo, una circunferencia o una recta. 

Considerando una recta como una circunferencia de radio infinito, la propiedad 
precedente se enuncia de manera más concisa: 

4. La inversión de una circunferencia es lina circunferencia. 

Para probarlo, consideremos una circunferencia arbitraria; supongamos que es¬ 
ta tiene ecuación 

A (x 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D = 0. 

Sustituyendo en esta ecuación las coordenadas corrientes x, y por las expresiones 

x' 


x = r 2 


+ y 


2 ’ 


x' 2 + y 2 ' 


nos queda: 

Ai 4 + BPx' + CPy' + D(x' 2 + y' 2 ) = 0. 

Entonces, las coordenadas de los puntos que son inversiones de los puntos de la cir¬ 
cunferencia satisfacen asimismo la ecuación de una circunferencia (o una recta, si 
D = 0); queda asi demostrada nuestra afirmación. 

En nuestro análisis jugarán un papel central las aplicaciones obtenidas como 
producto de varias inversiones sucesivas. 

Sea dada una tal aplicación, que lleva un punto arbitrario z en otro, z'. No es 
difícil mostrar que si esta aplicación es producto de un número par de inversiones, 
z' se expresa en función de z por la fórmula 

z =-—. (I) 

•yz + 5 

donde a, 0, y, 6 son constantes complejas. Si, en cambio, la aplicación dada se com¬ 
pone de un número impar de inversiones, la dependencia de z' de z es de la forma 


Z = 


az + 0 

yz + ó 


(ID 


Mostremos primero que la inversión con respecto a una circunferencia de centro ar¬ 
bitrario a y radio r se representa analíticamente por una dependencia tipo (II). 
Introduzcamos, con este fin, un sistema auxiliar de coordenadas con origen en el 
punto a, cuyos ejes sean paralelos a los del sistema original. Sean M y M' dos pun¬ 
tos que corresponden uno al otro en la inversión con respecto a la circunferenica da¬ 
da. Si 2 y Z' son los números complejos que los determinan en el sistema auxiliar de 
coordenadas, será 


= 


r 


2 


2 


Sean z y z' los números complejos que determinan estos mismos puntos en el siste¬ 
ma inicial. Evidentemente, z = 2 + a, z' = 2' + a. Sustituyendo en la relación 
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precedente Z y Z' por sus expresiones en función de z y z', obtenemos: 

r 2 

z - a = — -=. 

Z - a 


de donde 


oz + (r 2 — aa) 
z - a 


o bien, si hacemos a = a, r 7 — aa = 0, \ = 7 , 


az + 0 
1Z + 5 


a = S, 


Hemos hecho esta discusión en la hipótesis de que la circunferencia de inversión 
era ordinaria. No es difícil obtener la dependencia entre z y z' para una inversión 
con respecto a una recta. En efecto, la inversión con respecto al eje real se caracteri¬ 
za por la ecuación z' = z. En consecuencia, la inversión con respeetq a una recta 
por el origen se determina analíticamente por la igualdad e'*z‘ = (e ! *z) oz' = 
_ e (j e aqu j_ con una traslación, se halla la dependencia entre z y z' cuando 

la recta respecto a la cual se efectúa la inversión ocupe una posición arbitraria; pre¬ 
cisamente: 

z' = e~ v *z + const. 


Esta dependencia se obtiene de (II) si_y = 0. 

az + 0 


Así, pues, con la relación z' 


, escogiendo adecuadamente las cons- 


yz + S 

tames a, 8, 7 , 5, se puede determinar cualquier inversión, ya sea con respecto a una 
circunferencia ordinaria, ya sea con respecto a una circunferencia de radio infinito. 

Supongamos, ahora, que se efectúan dos inversiones sucesivas con respecto a 
circunferencias arbitrarias. Si la primera aplica z en z'. y la segunda, z' en z', de 
acuerdo con lo expuesto será 

z , _ “i» + 0| 


y i* + 6 i 


= ^1 


Z' + 0! 


y 2 z- + ój 


La primera igualdad nos da: 

= °t,z + 0J 
y |Z + *i 

Si sustituimos esta expresión en la segunda igualdad, después de algunas transfor¬ 
maciones nos queda, introduciendo notaciones adecuadas: 

, _ az + 0 

Z ” - -y 

y z + ¿ 

es decir, una dependencia tipo (I). Evidentemente, si efectuamos otra inversión que 
aplica z' en z”, la dependencia de z” de z tendrá la forma (II); si efectuamos una 
nueva inversión con z" nuevamente obtenemos (I), etc. 
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Demostremos ahora las propiedades, que necesitaremos más adelante, del pro¬ 
ducto de inversiones. 

5. Si una aplicación que representa el producto de un número par de inversiones 
deja fijos tres puntos del plano, lodos los demás puntos en este caso quedarán fijos 
y la aplicación será en consecuencia, idéntica. 

Como sabemos, una aplicación del tipo indicado de z en z' se caracteriza por la 
igualdad 

• - az + 13 

yz + ¿ 

Todos los puntos fijos de esta aplicación se determinan por la ecuación z' = z, es 

decir, _ . n 

orZ + P 


Z = 


o bien 


yz + 6 
yz 1 + <¿ - a)z - 0 = 0 . 


Por hipótesis, la ecuación obtenida debe tener tres soluciones, lo cual es posible úni¬ 
camente si ésta se reduce a una identidad, es decir, si 


•y = 0, 5 — a = 0, (3 = 0. 


Por consiguiente. 



Claramente, a * 0(sia = 0, todo punto z se aplica en el mismo punió z' = 0, 
cosa imposible para el producto de inversiones, pues cada una de ellas aplica puntos 
distintos en puntos distintos). La igualdad 6 - a = 0, parar» * 0, nos da z' = z, 
demostrando así nuestra afirmación. 

6. Si una aplicación obtenida como producto de un número impar de inversiones 
deja fijos tres puntos del plano, será uno inversión con respecto a la circunferencia 
que pasa por estos puntos. 

Sea z’ = /(z) la aplicación dada. Si z" = y>(z') es una inversión con respecto a 
la circunferencia indicada, z' = •fi(f(z)) es una aplicación obtenida ya por un nú¬ 
mero par de inversiones, además, deja fijos los mismos tres puntos que la aplicación 
dadaz' = /(z). Según lo visto, z" ~ v>fiz)) debe ser entonces la aplicación idénti¬ 
ca, es decir, z' = Z. Así, *>(z') = Z y, consecuentemente, z y z' corresponden uno 
al otro en la inversión con respecto a la circunferencia que pasa por los tres puntos 
en cuestión; esto era lo que había que demostrar. 

Por último, daremos sin demostración otra proposición respecto de las inver¬ 


siones. 


7. Si dos circunferencias se cortan, entonces bajo cualquier inversión el ángulo 
que forman en su punto común es igual al ángulo que forman las circunferencias 
obtenidas como resultado de su aplicación. 

La invariación del ángulo con respecto a las inversiones se demuestra en la teoría 
elemental de las aplicaciones conformes •>. 


*1 Véase, por ejemplo, A. I. Markushevich, Elementos de la teoría de funciones 
analíticas. (A. H. Mapuyuteauv, 3neMeHTbi Teopmt aHajiHTHvecKHx tjiyiiKiutfl, 1941) (Puede 
consultarse la traducción de una obra más completa del mismo autor, A. I. Markushevich, 
Teoría de las funciones analíticas. Editorial Mir, Moscú, 1978. 
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Ahora podemos regresar a la construcción de un modelo de la geometría no 
cuclidiana. 

§ 52. Según la definición dada en el § 50 para el concepto «entre», el orden de 
los puntos sobre una recia no cuclidiana coincide con el de los puntos en la semicir¬ 
cunferencia euclidiana que representa esta recta en el scmiplano superior. Por esto, 
un segmento no euclidiano AB se représenla por un arco de semicircunferencia de 
extremos A, B\ una semirrecta no euclidiana con origen en el punto O se representa 
por un arco OX, cuyo extremo .V está sobre la recta xr (fig. 68a). Naturalmente, aquí 
el pumo X no debe incluirse entre los punios de la semirrecta no cuclidiana. 

Llamaremos ángulo no euclidiano, naturalmente, al conjunto de dos semirrectas 
no euclidianas con origen en un mismo punto (fig. 68b). 

Daremos ahora la definición de congruencia de segmentos y ángulos en nuestro 
modelo de geometría no euclidiana. 

Aquí habrá que utilizar fuertemente la inversión. Convendremos en considerar 
únicamente inversiones que se efectúan con respecto a circunferencias ortogonales a 
la recta x. evidentemente, en cada una de estas inversiones los puntos situados en el 
semiplano superior se aplican en puntos del mismo semiplano. Efectuando, pues, 
inversiones de figuras del semiplano superior, no nos saldremos de este semiplano. 

Diremos que un segmpnto no euclidiano AB es congruente al segmento no eucli¬ 
diano A'B ', si existe una sucesión de inversiones tal que su producto aplica el arco 
de circunferencia euclidiano AB sobre el arco de circunferencia A'B'. 

Análogamente, diremos que el ¿(h, k) no euclidiano es congruente con el 
¿ (h ', A-'), si existe una sucesión de inversiones tal que su producto aplica los lados 
del primer ángulo sobre los del segundo *>. 

En virtud de la proposición 7 del § 51, los ángulos congruentes en el sentido de 
esta definición son iguales entre si también en el sentido que se entiende en la 
geometría euclidiana con respecto a ángulos curvos. Por el contrario, los arcos cir¬ 
culares que representen segmentos no euclidianos congruentes, no serán, en general, 
congruentes desde el punto de vista enclidiano, pues las inversiones, si bien conser¬ 
van las magnitudes de los ángulos, deforman las dimensiones lineales de las figuras. 

En nuestro modelo de geometría no euclidiana, las inversiones con respecto a 
circunferencias ortogonales a la recta x representan desplazamientos congruentes. 
Estudiemos con más detalle sus particularidades. 

Consideremos alguna semicircunferencia del plano superior, ortogonal a la recta 
x. Bajo una inversión, esta semicircunferencia, según la proposición 4 del § 51, se 


*1 Las relaciones establecidas de congruencia de segmentos y ángulos son recíprocas. Esto 
sigue de que la aplicación inversa de una inversión es tambiín una inversión, 
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transforma en algún arco de circunferencia (situado, asimismo, en el semipfano su¬ 
perior). La propia recta x se aplica sobre sí misma en esta inversión. Como la inver¬ 
sión conserva las magnitudes de los ángulos, el arco obtenido mediante la inversión 
de la semicircunferencia considerada tendrá que ser ortogonal a la recta x y, conse¬ 
cuentemente, también será una semicircunferencia. Entonces, la inversión del tipo 
admitido por nosotros siempre aplica semicircunferencias del plano superior, orto¬ 
gonales a la recta x, en semicircunferencias del mismo tipo. Esto es un resultado 
muy importante, pues las semicircunferencias del semiplano superior, ortogonales a 
la recta x, representan rectas de nuestro modelo de geometría no euclidiana. 

Sea, ahora. AB un arco de circunferencia que representa un segmento no eucli- 
diano (fig. 69). Sea S el punto de intersección de la recta euclidiana AII con la recta 
x (suponiendo que éstas se corten); tracemos por S la tangente SC al arco AB. Por 
un conocido teorema de la geometría euclidiana, tiene lugar la igualdad 
SA ■ SB = SC^. Por esto, si llamamos it a la semicircunferencia de centro S y radio 
SC, la inversión con respecto a u aplicará el punto A en el B, y el B, en el A , El pun¬ 
to Cqueda fijo en esta inversión. De aquí sigue que el arco AB se aplica sobre si mis¬ 
mo, de forma que su parte AC se aplica sobre BC, y BC, sobre AC. Los arcos A C y 
CB, por ser cada uno la inversión del otro, representan segmentos no euclidianos 
congruentes; el punto C es, en consecuencia, el punto medio no euclidiano del arco 
AB. Obsérvese, además, que e! arco AB es ortogonal a la semicircunferencia u; esta 
semicircunferencia representa, pues, la perpendicular en el pumo medio de) segmen¬ 
to no euclidiano AB. Dicho de otro modo, los puntos A y B son simétricos, en el 
sentido no euclidiano, con respecto a la recta no euclidiana representada por la se¬ 
micircunferencia u. 

Podemos concluir, de aquí, que la inversión, considerada desde el punto de vista 
no euclidiano, no es otra cosa que una simetría con respecto a una recta. 

Toda esta construcción fue efectuada suponiendo que existe el punto S. Si la rec¬ 
ta euclidiana AB no corta a la recta x, hay que pensar que el punto S está en el infi¬ 
nito, trazar la tangente al arco AB paralela a x, y sustituir la semicircunferencia u 
por una semirrecta. En este caso la inversión se transforma en una simetría habitual 
cbn respecto a la perpendicular euclidiana a la recta x por el punto medio euclidiano 
C del arco AB. . . 

Después de esto queda claro el significado de la definición dada arriba de 
congruencia de imágenes en nuestro esquema: la imagen A es congruente a la ima¬ 
gen A ', si A' puede obtenerse de A por medio de cierto número de reflexiones espe¬ 
culares, en el sentido convencional (no euclidiano) que acabamos de describir. 

Nuestra próxima finalidad es mostrar que la relación de congruencia que acaba¬ 
mos de establecer satisface todos los axiomas 111,1 — III,5. 
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Consideraremos estos axiomas uno iras otro. El axioma 111,1 requiere que en ca¬ 
da recta, por cada uno de sus puntos y a un lado cualquiera se pueda trazar un seg¬ 
mento congruente a otro segmento arbitrariamente dado de alguna recta. 

Esto se satisface en nuestro esquema. En efecto, sean a y a * dos rectas no eucli- 
dianas; tomemos en la primera un segmento AB, y en la segunda, un punto A * 
(fig. 70), Fijemos, además, una de las dos semirrectas determinadas por el punto 
A ' en la recta a ’. Tracemos, en la forma indicada antes, la perpendicular (no eucli- 
diana) n en el punto medio del segmento AA *. Empleando la reflexión especular 
(no euclidiana) con respecto a esta perpendicular, podemos aplicar la recta o sobre 
alguna recta a'; el punto A se aplicará, entonces, en el punto A ", y el segmento AB 
de la recta a tendrá por imagen un segmento A ‘B‘ de la recta a'. Tracemos ahora 
la bisectriz (no euclidiana) b del ángulo formado por las dos semirrectas (no eucli- 
dianas), una de las cuales va del punto A ’ al B' , y la otra es la semirrecta fijada de 
la recta o*. La reflexión especular con respecto a b (en el sentido no euclidiano) lle¬ 
va la recta (no euclidiana) a' en la o", y el segmento A ’B‘ de la recta o', en algún 
segmento A *S*. Asi, sobre la recta (no euclidiana) a*, a un lado prefijado de su 
punto A * existe un punto B' tal que el segmento A ’ B ’ se obtiene por medio de dos 
reflexiones especulares (no euclidianas) del segmento AB y, en consecuencia, 
AB ■= A ’B‘ en el sentido adoptado arriba; esto, precisamente, constituye lo que 
habla que probar. 

El axioma 111,1 exige, además, que entre los puntos de la recta a * al lado prefija¬ 
do de A sólo uno determine con A ’ un segmento congruente al AB. Demostre¬ 
mos que esto se satisface según nuestra definición de congruencia. 

Supongamos que en la recta (no euclidiana) a *, a un misino lado de A *, hay dos 
puntos diferentes B‘ y Sj Ialcs c l uc 56 observan las condiciones AB = A *S* y 
AB s A * Bl Esto significa que existe alguna sucesión de inversiones cuyo produc¬ 
to aplica el arco de circunferencia AB sobre el arco de circunferencia A 'B *, y otra 
sucesión de inversiones cuyo producto aplica el arco AB sobre el arco A *S¿. Sea 
el punto de corte de la prolongación del arco AS en la dirección desde A hacia S con 
la recta x, y X i el punto de encuentro con x del arco AB prolongado en sentido 
opuesto. Denotemos con Xj y X¡ los extremos, determinados análogamente, de la 
semicircunferencia representante de la recta no euclidiana a’. Evidentemente, los 
productos de cada una de las sucesiones de inversiones antedichas aplica X } sobre 
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X\yX 2 sobre X 2 . Imaginémonos que las inversiones de la primera sucesión se efec¬ 
túan en orden inverso, y luego seefectúan las inversiones de la segunda sucesión. 
Como resultado se obliene una aplicación que denotaremos con/. Evidentemente, 
al realizar la aplicación/el punto X * coincidirá primero con X¡ y después regresará 
a la posición X este pumo es, pues, un punto fijo de la aplicación/. Análogamen¬ 
te, A • y X 2 son puntos fijos de/. En cuanto al punto B,*, irá a parar en el punto flj 
por la aplicación/. De este modo,/tiene tres puntos fijos A',’, A’ y X¡. En virtud 
de las proposiciones 5 y 6 del § SI, de aquí sigue que/es o bien la aplicación idénti¬ 
ca, o bien una inversión con respecto a la circunferencia que pasa por los puntos X * 
A *, X 2 , Bf y Bj. En ambos casos toáoslos pumos de esta circunferencia serán pun¬ 
tos fijos de/. En consecuencia, fl * y fl j no pueden ser diferentes. Esto demuestra la 
unicidad de la operación de aplicación congruente de un segmento. 

Por último, el axioma 111,1 requiere que el segmento AB sea congruente al BA. 
Para verificar esto en el modelo considerado de la geometría no euclidiana, basta 
efectuar una reflexión especular no euclidiana con respecto al punto medio del seg¬ 
mento AB. 

Así, pues, todo lo que pide el axioma 111,1 se cumple. 

Consideremos el axioma 111,2, según el cual si los segmentos A ' B' y A " tí" son 
congruentes al AB, entonces A' B' debe ser congruente a A ' fl'. 

Esto se cumple evidentemente en nuestro modelo de geometría no euclidiana. 
Efectivamente, las relaciones A' B' = AByA"B~ a AB significan que existe una 
serie de reflexiones especulares no euclidianas como resultado de las cuales A ' B' se 
superpone sobre AB, y existe otra serie que superpone A" B" también sobre AB. 
Efectuemos las reflexiones especulares de la primera serie y, a continuación, las de 
la segunda, en orden inverso. Como resultado, A ' B' se aplicará sobre A " B ", de 
donde seguirá, precisamente, la congruencia de estos segmentos. 

Consideremos, ahora, el axioma 111,3. 

Sean ABy A' B‘ segmentos no euclidianos, C, un punto interior del segmento 
AB y C ', un punto interior de A ' B'. Debemos demostrar que según nuestra defini¬ 
ción de congruencia, de AC a A' C' y CB o C' B' sigue que AB h A' B'. 

Como AC =1 A ' C ', existirá una serie de reflexiones especulares no euclidianas 
cuyo producto aplica AC sobre A'C'. El punto B se aplicará simultáneamente en el 
punto B* sobre la recta A'B'C'; además, B* estará del mismo lado de C' que B'. 
Los segmentos C‘ B‘ y C‘ B* están del mismo lado de C' y, siendo congruentes a 
CB(C' fl', por hipótesis, yC‘B‘, por construcción), tienen que serlo entre si (por 
el axioma 111,2, ya verificado). Pero entonces, por el axioma III,I, los puntos fl* y 
fl' no pueden ser diferentes. Por lo tanto, el producto de las reflexiones especulares 
no euclidianas indicadas aplica AB sobre A ' B', de donde AB b a ' fl'. 

La verificación del axioma III,4 tampoco presenta dificultades. Este axioma exi¬ 
ge que a cada semirrecta, de un lado cualquiera, se pueda aplicar un ángulo 
congruente a un ángulo arbitrario dado, y que esta construcción sea univoca. 

La posibilidad y la univocidad de esta construcción se establecen por razona¬ 
mientos análogos a los efectuados al verificar el axioma 111,1- Precisamente, sea 
(h, k) un ángulo no euclidiano de vértice O, y h ', una semirrecta no euclidiana de 
origen O'. Ante todo, mediante una reflexión especular no euclidiana con respecto 
a la perpendicular en el punto medio del segmento OO ’, aplicamos ¿ (/i, *) sobre el 
í. (h ", k"), cuyo vértice coincida con O'. Luego de esto, una reflexión especular 
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no cuclidiana con respecto a la bisecirizdc z(A', A") Iransforma z(A", k") en 
z</i'. k '); esie ángulo es. por construcción, congruente al z (A, k) y eslá aplicado 
a algún lado de la semirrecta A'. Si, por casualidad, el lado prefijado era el opuesto, 
basta aplicar una reflexión especular más con respecto a A'. Ahora hay que demos¬ 
trar ia univocidad de la operación de aplicación de un ángulo a una semirrecta dada 
a un lado determinado de ésta. Supongamos que z (A’, <r¡)se ha obtenido mediante 
una serie de reflexiones especulares no cuotidianas de z(/i, k), y que z (h', k' 2 ) fue 
obtenido por medio de otra serie de reflexiones especulares no euclidianas también 
de z (A, k). Sea/el producto de las reflexiones especulares de la primera serie, efec¬ 
tuadas en orden inverso, y las reflexiones especulares de la segunda. Claro./aplica 
¿ (ó', 4',') sobre z (A', k'-,). Pero, considerando que las reflexiones especulares no 
euclidianas son inversiones, y utilizando las proposiciones 5 y 6 del § 51 en forma 
idéntica a como lo hicimos al verificar el axioma 111,1, se puede demostrar que/es o 
bien la aplicación idéntica, o bien una reflexión especular no cuclidiana con respecto 
a la semirrecta A’. En consecuencia, z (A', k{) y z (A', kj) o bien coinciden, o bien 
son mutuamente especulares (en el sentido no euclidiano) con respecto a A'; esto es, 
precisamente, lo que había que establecer. 

El axioma (11,4 requiere, además, que todo z (A, k) sea congruente consigo mis¬ 
mo, es decir, que z (A, *) z (A, k) y z (A, *) b z (*, A). Pero la primera rela¬ 
ción es evidente y la segunda puede comprobarse efectuando una reflexión espe¬ 
cular no cuclidiana del ángulo con respecto a su bisectriz. 

Por último, las condiciones requeridas por el axioma III.S se satisfacen en 
nuestro modelo, cosa fácil de verificar efectuando razonamiendos análogos a los 
utilizados en los cursos de geometría elemental para demostrar el primer teorema de 
igualdad de triángulos, pero entendiendo por movimiento el resultado de alguna 
serie de reflexiones especulares no euclidianas. 

Vemos, asi, que en el sistema construido de objetos la relación de congruencia 
satisface todos los axiomas del tercer grupo. 

í Hecho esto, podemos concluir de inmediato que en este sistema de objetos se ve¬ 
rifican los axiomas de continuidad IV,I y |V,2. En efecto, como observamos en el 
§ 50, en las rectas no euclidianas se observa el principio de Dedekind; entonces, en 
virtud del teorema 41 del § 23, de los axiomas 1 — III, más el principio de Dede¬ 
kind, se desprenden ambas proposiciones, la |V,l y la IV,2. 

Nuestro sistema de objetos satisface, pues, todos los axiomas de la planimetría 
absoluta 1,1 — 1,3, II, III, IV. Pero emonces cu éste tendrá que realizarse o bien la 
leoria de paralelas de Euclidcs, o bien la de Uobachcvski. Moslrarcmos ahora que 
tiene lugar precisamente el segundo caso. 

Sea a alguna semicircunferencia del semiplano superior, ortogonal a la recta ar. 
Sea A algún punto del semiplano superior que no pertenece a esta semicircunferen¬ 
cia (fig. 71). Es fácil comprobar que por A pasa un número infinito de semicircun¬ 
ferencias diferentes, ortogonales a la recia x, que no tienen puntos comunes con la 
semicircunferencia a. En los términos que convinimos utilizar desde el principio, es¬ 
to puede expresarse también así: por un pumo no euclidiano arbitrario, no pertene- 


’’ Pues la aplicación idéntica puede considerarse como la aplicación doble de cualquier in¬ 
versión. 
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Fig. 71 


cíenle a una recta no euctidiana dada, pasa un número infinito de rectas no eucli- 
dianas que no cortan a la recta dada. 

Esto significa, precisamente, que en el sistema considerado de objetos tiene lu¬ 
gar el postulado de Lobachevski; este sistema representa, por consecuencia, un mo¬ 
delo de la geometría de Lobachevski, cuya construcción nos hablamos puesto por 
finalidad. Utilizando este modelo, se puede dar a cada proposición de la planimetría 
de Lobachevski una interpretación bien concreta en el plano euclidiano. Para ello, 
los te'rminos «punto», «recta», «congruentes», etc., que se encuentran en el enun¬ 
ciado de cada proposición, deben interpretarse en el sentido que convinimos, es de¬ 
cir, por «punto» sobreentender un punto euclidiano del semiplano superior, por 
«recta», una semicircunferencia euclidiaua o una semirrecta, ortogonales ai borde 
del semiplano; llamar congruentes a las figuras que pueden aplicarse una sobre la 
otra como resultado de la aplicación sucesiva de inversiones, etc. Entonces, a cada 
teorema de Lobachevski le corresponde un teorema euclidiano bien determinado. 
Por lo tanto, si existiesen contradicciones en la geometría de Lobachevski, también 
las habría en la cuclidiana. 

Vemos, así, que la consistencia de la geometría de Lobachevski sigue de la con¬ 
sistencia de la de Euclides. 

Hemos demostrado, también, que el postulado de las paralelas de Euclides no 
puede ser deducido de las premisas de ¡a geometría absoluta. 

En efecto, en el modelo de H. Poincaré se realizan todos los axiomas de la 
geometría absoluta, pero en lugar del postulado de las paralelas de Euclides tiene lu¬ 
gar el de Lobachevski. Por consiguiente, el postulado de Euclides no es una conse¬ 
cuencia lógica de estos axiomas. 

§ 53. Es interesante imaginarnos cómo tales o cuales resultados concretos de la 
geometría de Lobachevski se interpretan en el semiplano de Euclides. 

Observemos la fig. 71. AHI hemos representado una recta no cuclidiana como la 
semicircunferencia o, ortogonal a la recta x, y un punto A. Las rectas no cuclidianas 
que pasan por/I y no cortan a la recta dada, se representan mediante semicircunfe¬ 
rencias que pasan por A, son ortogonales a x y no intersecan a la semicircunferencia 
a. Entre estas rectas no euclidianas. como se sabe, deben existir dos rectas fronteras, 
que se llaman, precisamente, paralelas a la recta dada en sus dos direcciones (senti¬ 
dos). Las rectas paralelas están representadas en la fig. 71 como las semicircunfe¬ 
rencias b { y b 2 , tangentes a la semicircunferencia o en sus extremos X, y X v que es¬ 
tán sobre la recta x. Como los pumos euclidianos de la recta x no son objetos no 
euclidianos, debe pensarse que las rectas no euclidianas representadas por las semi- 
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circunferencias ¿» ( y b 2 no corlan a la recia a. El hecho que éstas sean las recias fron¬ 
tera se verifica direciamenie. 

Tracemos por A una semicircunferencia ortogonal a la recias que corle la semi¬ 
circunferencia a en un punto P, también bajo un ángulo recto. 

El arco AP, evidentemente, representa una perpendicular no euclidiana a la rec¬ 
ta no euclidiana a\ el ángulo que ésta forma con el arco ó, no es otra cosa que el án¬ 
gulo de paralelismo del segmento AP. 

Un resultado enteramente trivial de la geometría de Lobachevski es que la perpen¬ 
dicular AP es la bisecriz del ángulo formado por las rectas no euclidianas b, y b 2 . 

En la geometría euclidiana, la igualdad de los ángulos que el arco AP forma con los 
arcos y b 2 no es en absoluto evidente; pero no hay necesidad de demostrar tal te¬ 
orema euclidiano. En efecto, como en el sistema de objetos del modelo de Poincaré 
tienen lugar todos los axiomas de Lobachevski, también tendrán lugar todos sus co¬ 
rolarios, entre ellos, la afirmación enunciada. De aquí se obtiene, en particular, un 
método singular de demostración de algunos teoremas euclidianos, utilizando la 
geometría no euclidiana. 

Indiquemos, por ejemplo, el siguiente teorema euclidiano, cuya validez afirma¬ 
remos sin ninguna demostración especial: si un triángulo está formado por arcos de 
circunferencia, cuyas prolongaciones cortan alguna recta en ángulo recto, la suma 
de los ángulos internos de éste es menor que dos rectos. Evidentemente, este teore¬ 
ma se obtiene del correspondiente en la geometría de Lobachevski, por medio de la 
interpretación de Poincaré. 

Veamos, además, cómo lucen en el modelo de Poincaré las circunferencias no 
euclidianas, las equidistantes y los oriciclos. Estas líneas son trayectorias ortogona¬ 
les de haces elípticos, hiperbólicos y parabólicos, formados por rectas no eucli¬ 
dianas (véase el final del § 39). 

En la fig. 72 se representa un haz de circunferencias no euclidianas con dos pun¬ 
tos nodales A y A ', de los cuales A está en el semiplano superior, y A ' en el infe- 
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ñor, situado simétricamente a A. Las trayectorias ortogonales de este haz son tam¬ 
bién circunferencias, que forman un haz sin puntos nodales, pero con puntos limite 
A y A' (omitimos la demostración). Evidentemente, las mitades superiores de las 
circunferencias del primer haz representan rectas no euclidianas que pasan por el 
punto A y, por ende, constituyen un haz elíptico, de manera que las circunferencias 
ortogonales a ella del segundo haz que estén en el semiplano superior representarán 
circunferencias no euclidianas de centro común A. 

En la fig. 73 se representa una semicircunferencia a ortogonal a la recta x y un 
haz de circunferencias ortogonales a ella, con puntos limite A", y X 2 . Las mitades su¬ 
periores de estas circunferencias representan rectas no euclidianas con perpendicu¬ 
lar común o; el conjunto de tales rectas es un haz hiperbólico con base a. Toda cir¬ 
cunferencia que pase por AT, y X 2 representa una trayectoria ortogonal de este haz y, 
por consiguiente, el arco superior de esta circunferencia representa una equidistante 
cuya base es la recta no euelidiana a. Los arcos de circunferencia A,B,, A 2 B 2 , 
A 3 B } , ... etc. representan las alturas de la equidistante b, congruentes en el sentido 
no euclidiano. 

En la fig. 74 se representa un haz de circunferencias con puntos nodales coinci¬ 
dentes; las mitades superiores de éstas representan rectas no euclidianas paralelas 
entre si en una dirección y que forman, por lo tanto, un haz no euclidiano parabóli¬ 
co rectilíneo. Sus trayectorias ortogonales, consideradas desde el punto de vista no 
euclidiano, son oriciclos, y como objetos del plano euclidiano, circunferencias tan¬ 
gentes entre sí y a la recta x en el punto nodal. 

Entonces, un arco de circunferencia que esté en el semiplano superior, represen¬ 
ta una recta no euelidiana si tiene sus extremos sobre la recta x y forma cotí ella un 
ángulo repto; una equidistante, si, teniendo sus extremos en la recta x, forma con és¬ 
ta un ángulo diferente del recto; un oriciclo, si sus extremos coinciden y en el punto, 
de coincidencia es tangente a la recta x; por último, una circunferencia no cucli-- 
diana, si se trata de una circunferencia euelidiana completa del semiplano superior. 
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§ 54. Interpretación que acabamos de analizar de la geometría no euclidiana no 
es, en absoluto, la única posible; existe, además, una infinidad la interpreiaciones 
distintas. 

Por ejemplo, podemos interpretar la geometría no euclidiana en el plano de 
Euciides lambían de la siguiente manera. 

Fijemos en el plano euclidiano alguna circunferencia K. Llamemos puntos no 
euclidianos a los puntos del plano euclidiano que están dentro de K, rectas no eucli- 
dianas, a los arcos, pertenecientes al interior de K, de circunferencias euclidianas or¬ 
togonales a ella (incluyendo los diámetros). A los conceptos de pertenencia mutua y 
de orden de los elementos geométricos les mantendremos su significado euclidiano. 

Diremos que dos imágenes no euclidianas son mutuamente especulares en el sen- 
‘ lido no euclidiano, si sus imágenes euclidianas en el interior de K pueden ser aplica¬ 
das una sobre la otra mediante una inversión con respecto a alguna circunferencia 
ortogonal a la circunferencia K. Diremos que dos imágenes no euclidianas son 
congruentes si pueden aplicarse una sobre la otra por medio de alguna serie de refle¬ 
xiones especulares no euclidianas. 

Efectuando razonamientos análogos a los hechos en los §§ 50 — 52, se puede 
mostrar que con tal definición de objetos geométricos y relaciones entre ellos, se sa¬ 
tisfacen lodos los axiomas de la geometría absoluta. Hecho esto, no es difícil decidir 
cuál leoria de las paralelas se realiza en el sistema de rectas no euclidianas dentro del 
circulo K. Sea o un arco de circunferencia ortogonal a la circunferencia K, y A , un 
punto en el interior de K que no pertenece a esta arco (fig. 75). Con métodos de 
geometria euclidiana elemental es fácil mostrar que por el pumo A pasa un número 
infinito de arcos de circunferencia ortogonales a K y que no cortan el arco a. Esto 
significa que en el sentido de las relaciones que se han establecido para las imágenes 
no euclidianas dentro de K, en el sistema de estas imágenes se realiza el postulado de 
las paralelas de Lobachevski. Por consiguiente, hemos obtenido una nueva interpre¬ 
tación de la planimetría de Lobachevski en el plano de Euciides. 

Cada proposición de la geometría de Lobachevski, enunciada en forma abstrac¬ 
ta, puede ser interpretada en el semiplano euclidiano o dentro de un circulo eucli¬ 
diano; se obtendrá, entonces, un cierto teorema de la geometria euclidiana, cuyo 
significado concreto dependerá del método escogido de interpretación. La posibili¬ 
dad de obtener por esta vía teoremas euclidianos a partir del esquema lógico abs¬ 
tracto de Lobachevski encuentra su aplicación en la teoría geométrica de funciones 
de variable compleja, en donde se establece, asimismo, una relación estrecha entre 
las dos interpretaciones que acabamos de describir de la geometría de Lobachevski y 
se indican principios generales para construir un conjunto infinito de otras interpre¬ 
taciones •>. 


•> Véase, por ejemplo, A. M Mapxyuieowi. 3neMCHTbi reopmi auanirrii'iecKiix (liyHKUlin 
(-4. I. Markushevich, Elementos de la leoria de las funciones analíticas) (O bien la obra del 
mismo aulor en español. Teoría de la funciones analíticas, Editorial Mir, Moscú, 1978. N. del 
Tr.) 
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10. Relaciones métricas fundamentales 
de la geometría de Lobachevski 


§ 55. La singularidad de la geometría de Lobachevski se manifiesta de manera 
particularmente notoria en el estudio de sus relaciones métricas, es decir, las rela¬ 
ciones entre diversas magnitudes geométricas. Una de estas relaciones, precisamen¬ 
te, la expresión de! área de un triángulo en función de la suma de sus ángulos inter¬ 
nos, ya fue estudiada en el § 48. En la presente sección estableceremos la fórmula 
fundamental de Lobachevski, que expresa el ángulo de paralelismo en función del 
segmento correspondiente, y las fórmulas de la trigonometría de Lobachevski (que 
establecen relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo). Al deducir estas 
fórmulas, supondremos que el plano de Lobachevski se realiza con el modelo de 
Poincaré, es decir, los términos «pumo», «recta», «está en», «entre», «congruen¬ 
tes» se interpretarán de la forma concreta convenida en los §§ 50 — 52. Esta deduc¬ 
ción de las fórmulas de Lobachevski es suficientemente sencilla y clara. Además, re¬ 
vela claramente los nexos entre la geometría de Lobachevski y la teoría de funciones 
de variable compleja; pero esta deducción, por supuesto, no nos permite afirmar 
que las fórmulas asi obtenidas son válidas en la geometría de Lobachevski en gene¬ 
ral, es decir, que tienen lugar al interpretarla en cualquier modelo. 

En el capítulo Vil daremos una deducción de las mismas fórmulas, partiendo de 
los axiomas, sin considerarlos realizados en modelo alguno. Con esto habremos 
mostrado que tales fórmulas son válidas para cualquier modelo de la geometría de 
Lobachevski. La deducción de las fórmulas fundamentales de la geometría de Lo¬ 
bachevski expuesta en el capitulo VII es también muy sencilla, pero se basa en algu¬ 
nas proposiciones de geometría proycctiva. Tales proposiciones se encuentran en el 
capítulo Vil; por esto, el lector que esté de acuerdo en aceptarlas, puede, si lo desea, 
omitir los capítulos dedicados a la geometría proycctiva y estudiar directamente la 
deducción abstracta de las fórmulas de Lobachevski (véanse los §§2)6 — 221, 
229 - 232). 

§ 56. Ante todo habrá que presentar algunas proposiciones sobre los invarianies 
de las transformaciones lineales fracciónales de variable compleja. Como de cos¬ 
tumbre, representaremos al número z = x + iy por el punto de coordenadas carte¬ 
sianas x,y\ utilizaremos indistintamente los términos «el número z» y «el punto, 
z». ! 

Consideremos la transformación 


, az + 0 

r = -, 

yz + í 


(l) 


donde z es una variable compleja, o, 0, 7 , 6 son constantes (en general, complejas). 
La transformación de la variable z en la variable z', expresada por tina fórmula de 
tipo (I), lleva el nombre de linealJraccional (ya hemos encontrado tales transforma¬ 
ciones en el § 51). Se sobreentiende que en la fórmula (l)al menos uno délos núme¬ 
ros y, 5 se asume diferente de cero. 

En número A = ai — 0y se llama determinante de la transformación lineal 
fracciona!. Es fácil ver que si A = 0, a todos los puntos z (escogidos, ciaro está, con 
la condición de que yz + 6 * 0 ) les corresponde, por la fórmula ( 1 ), un mismo 
punto z'. En efecto, si A = 0, los números a. 0 son proporcionales a 7 , 6, es decir, 
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a = ky, 0 = kS y, por consiguiente, 

g , _ az + 0 _ k(yz + i) = k 
yz + 5 yz + 6 

Por el contrario, si A * 0, a distintos puntos z,, z 2 les corresponden, por la fórmula 
(1), también puntos distintos z¡, z 2 . Efectivamente, tenemos: 

«i + & oz 2 + 0 _ ai - 0y _ 

‘ 2 7*i + 6 yz 2 + i (n, + 5X7*2 + 5) ' Z2 

es decir. 


*!-**“ 


(7*i + ¿1(7*2 + 5) 


(*t - * 2 ). 


( 2 ) 


Entonces, cuando A * 0, si z, * z 2 , también z¡ * z 2 . 

En el caso A = 0. la transformación lineal fraccional se llama degenerada-, en el 
caso A * 0, no degenerada. De acuerdo con lo expuesto, una transformación dege¬ 
nerada aplica todos los puntos del plano en uno solo; la no degenerada aplica pun¬ 
tos diferentes en puntos diferentes. En ambos casos, el punto z para el cual 
yz + 6 = 0 debe ser descartado de la consideración; éste no posee punto corres¬ 
pondiente. 

En lo que sigue consideraremos únicamente transformaciones lineales fraccióna¬ 
les no degeneradas. Para nuestra discusión es esencial que cada transformación line¬ 
al fraccional no degenerada del tipo (I) posee transformación inversa 


5z' - 0 
-yz' + a 


(3) 


la cual, evidentemente, es también lineal fraccional y no degenerada (pues su deter¬ 
minante es A' = ai — 0y = A * 0). 

La existencia del punto excepcional z = - i/y, para el cual la fórmula (1) pier¬ 
de sentido, complica el enunciado de las proposiciones referentes a las transforma¬ 
ciones lineales fracciónales. Para facilitar estos enunciados, completaremos el plano 
de variable compleja con un nuevo objeto, que llamaremos pumo del infinito *• y 
denotaremos con el símbolo oo; convendremos en considerar que en una transfor¬ 
mación no degenerada de tipo ( 1 ), el punto z = - i/y tiene por imagen al punto 
del infinito. El punto del infinito se considera imagen del punto excepcional de cada 
transformación lineal fraccional no degenerada. En particular, con respecto a la 
transformación (3), el punto del infinito es imagen del punto z' = a/y. Como las 
transformaciones (I) y (3) son mutuamente inversas, con respecto a la transforma¬ 
ción (I) el punto del infinito debe considerarse preimagen del punto z' = a/y. 
Asi, entonces, de acuerdo con nuestra convención, la transformación no degenera- 


•> Conviene observar la diferencia entre esta condición y la del § 38. En el plano complejo 
se introduce un único pumo del infinito ». mientras que en el plano de Lobachevski cada fa¬ 
milia de rectas paralelas determina un pumo del infinito diferente. En el plano proyectivo (vé¬ 
ase el § 80) se hace una condición similar a esta última. (A. del Tr.) 
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da (I) lleva el punto z = - 6/7 en el punco z' = t» y el punto z = » en 
z' = a/y. 

Obsérvese, por último, que si 7 = 0, no habrá punto excepcional, pues cada 
punto de) plano tiene imagen (ordinaria). Con respecto a estas transformaciones 
convendremos en considerar que el pumo del infinito es imagen de sf mismo. 

Sean u, v, s, I cuatro puntos diferentes. Supongamos que todos ellos son ordina¬ 
rios (es decir, que entre ellos no está el punto del infinito). Entonces el número de¬ 
notado por el símbolo (tmf) y definido por la igualdad 


(viisi) = 


U — S V — s 
II - I V - t 


<3') 


se llama razón compuesta, o bien doble, o bien cruzada de los números u, v, s, l, ’ 
considerados en ese orden. La razón compuesta de estos mismos números dados en 
otro orden puede tener ya otro valor; por ejemplo, si ( uvst ) = \, entonces 


(vust) 




(4) 


Si entre ios pumos dados está el pumo del infinito, la razón compuesta se determina 
por una de las fórmulas siguientes; 

, . u - s 

(uvsoo) = -, 

v — s 

(u cosí) = --, 

u - I 

Obsérvese que la primera de estas fórmulas se obtiene pasando al limite en (3') 
cuando / — o», la segunda, cuando s — co, etc. 

La razón compuesta de cuatro puntos es un invariante de las transformaciones 
lineales fracciónales no degeneradas-, esto significa que si alguna transformación li¬ 
neal fracciona! no degenerada lleva los cuatro puntos u, v, s, t respectivamente en 
w,' entonces 

(u'v's't') = {uvst). 


V - I 



V - s 


(5) 


Haremos la demostración primero para el caso en que ni entre los puntos dados 
ni entre sus imágenes está el infinito. Supongamos que la transformación que lleva 
u, v, s, t en u‘, v’. s', f se da por medio de la fórmula (I); entonces, de acuerdo 
con ( 2 ), 


u' — s' = 
11 ' - t‘ = 


(ya + ó)(7í + 6) 

_ A 

(ya + &)(yt + 6) 


(a ~ s), 
(a - t). 


de donde 

a' - s' _ u - s yt + 6 
u' - t‘ u - I ys + Ó 
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Análogamente, 


En consecuencia. 


*' ~ s' = v ~ J . yt + i 

v- - r v - / ys + &' 

u' — s' v' — s' ti — S V — s 

u‘ — t‘ v' - C u - / ’ v - l 


es decir, («' v’s' t') — ( uvst). 

Supongamos, ahora, que todos los pumos ti, v, s, I son ordinarios, y alguno de 
los punios o\ v', s', /' es infinito, por ejemplo, /' = oo. Esto significa que 
71 + 5 = 0. Entonces 


(u' v’s'f) = ( u' v's' oo) 


u' - s' _ u - s yv + 5 
v' - s' v - s yu + 6 


t i - s v + (6/y) _ ti - s v - I 
v - s u + (6/y) v - s u - I 



V — s 

- = (uvst). 

V - t 


Et caso en que alguno de los puntos u, v, s, 1 sea el infinito y todos los n', v', s', 
t' sean ordinarios se reduce al precedente. En efecto, considerando la transforma¬ 
ción inversa a la dada, hallamos, basándonos en lo expuesto, que (uvst) - 
= (u'v's'f). 

Falta analizar el caso en que uno de los puntos u, v, s, t es infinito y tiene por 
imagen al infinito *>: si la transformación se da por la fórmula ( 1 ), este caso tiene lu¬ 
gar para 7 = 0 . 

Supongamos, por ejemplo, que t = 00 y t' = 00 , Entonces 

(u'v's'f) = (u v's 00 ) a-=- • J- = 

v' - s’ v - s yu + 6 

u - s 6 u - s 

= -• — =-- (l/vsoo) = (uvst). 

v — s 6 v — s 


Así, pues, en todos los casos ( u'v's'f) = (urst); nuestra afirmación queda de¬ 
mostrada. 


§ 57. También tendremos que considerar la transformación de la variable z en la 
variable z‘ determinada por la fórmula 


, _az + 0 
yz + 6 


( 6 ) 


y llamada lineal fraccional de segunda especie (recuérdese que z denota el conjugado 
de z); en el § 51 ya nos topamos con estas transformaciones. 

Una transformación de tipo (6) se dice degenerada, si ó = ab - 0y = 0, y no 
degenerada , si A * 0; una transformación degenerada aplica todos los puntos en 
uno solo, mientras que las no degeneradas transforman puntos diferentes en puntos 


•> También falta discutir el caso en que alguno de los u, v, s, fes » y uno de los u', v',s', 
que no sea su imagen, también. El lector puede ejercitarse reproduciendo los detalles ausen¬ 
tes. (/V. del Tr.) 
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diferentes (se demuestra igual que la afirmación análoga para las transformaciones 
de primera especie). En lo que sigue entre las transformaciones del tipo 6 considera¬ 
remos sólo transformaciones no degeneradas. 

Sean u, v, s, l puntos diferentes cualesquiera, y u', v' sus imágenes res¬ 
pecto de una transformación no degenerada del tipo (6); entonces la razón com¬ 
puesta de los puntos u' ,v',s’,t‘esel número conjugado de la razón compuesta de 
u, v, s, t. En símbolos, esta afirmación se expresa por la igualdad 
(«' v's'(') = (uvsí). 


Para probarlo, representemos la transformación (6) en forma de producto de 
dos transformaciones, 


az’ + 0 
yz- +ó 


(7) 


z' = z. 


(8) 


Con respecto a la transformación (8) consideraremos que la imagen del punto 
del infinito es el propio infinito. 

Obsérvese, ahora, que si todos los puntos que forman una razón compuesta son 
sustituidos por sus conjugados, la propia razón compuesta será sustituida por su 
conjugada. Por esto, denotado con u“ ,v" ,s", I" las imágenes den, v, s, t con res¬ 
pecto a la transformación (8), tendremos: 

(u“ v’s' f) - (i Tvst). 


Ahora, como la transformación (7) el lineal fraccional de primera especie, 
(ti'v's't') a (u"v’s" t"). 


De estas dos igualdades obtenemos lo que queríamos: 

(u'v's'f) = (uvst). 


§ 58. Ahora pasaremos a exponer el tema principal de esta sección. Ante todo, 
estableceremos la fórmula que expresa la distancia no cuclidiana entre dos puntos 
del modelo de Pontearé (véanse los §§ 50 — 52). 

Sean u, v dos puntos del semiplano superior. La recta no euclidiana que pasa 
por u, v se representa por una semicircunferencia no cuclidiana que pasa por ellos y 
es ortogonal al eie.v. Sean sy i los puntos de apoyo de esta semicircunferencia sobre 
dicho eje (fig. 76; recuerde el lector que los puntos del eje x, entre ellos j y t, no se 
incluyen en el modelo de Poincaré). Si la semicircunferencia ortogonal al eje x la 
cual pasa por los puntos u y v degenera en una recta (cuclidiana), denotaremos con r 
el punto de apoyo de esta recta sobre el eje x, y con r, el punto del infinito (fig. 77). 
Consideremos la razón compuesta (uvst). Es fácil mostrar que se trata de un núme¬ 
ro real y positivo. Demostremos esto primero para el caso representado en la fig, 76 
(suponemos que r está a la izquierda de l ). Sean r, y r 2 los módulos de los números 
u — s y u — t, y ffj, 0 2 , sus argumentos. Como z (sut) es recto, 

0 2 - 0, = t/2; 


por lo tanto. 


u — s 

tt - t 


fi e ,(0, -o 2 ) 


r 2 


. T 

-•Y 


r 2 


e 
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v 



l=r~ 


Fig. 77 


Análogamente, 


donde r i = I *> - si, r A = 



I v - 1 1. De aquí sigue que 
(uvsl) = r -±: > 0. 

r 2 r 4 


(9) 


En el caso correspondiente a la fig. 77, los números u - sy»-s son reales y 
tienen igual signo; por ende, en este caso 

(uvsl) = (uvs oo) = -—- = ^í > 0. (10) 

v-í r 3 

Así, pues (uvsl) > 0. Por tanto, podemos tomar cl logaritmo del número (uvsl), 
entendiendo el logaritmo en el sentido del álgebra elemental. 

Demostraremos que la distancia no euclidiano entre punios arbitrarios u y vdel 
modelo de Poincaré se expresa por la fórmula 

p(u, v) = Klln(irvsr)l, ( 11 ) 

donde R es alguna constante positiva (la elección de la constante R equivale a la 
elección de la escala). 

Para demostrarlo, debemos establecer que p(u, v) satisface las tres condiciones 
de definición de longitud de un segmento (véase la definición 12 del § 20). Pasemos 
a verificar esto. 

1. Sea u ', v' un par de puntos del semiplano superior que determina un segmen¬ 
to no euclidiano congruente del segmento determinado por el par de puntos ir, v. 
Seans', t' los puntos que se hallan a partir de tr', v' por la misma construcción que 
determina s, t a partir de ir, v. Según la definición de congruencia de segmentos no 
euclidianos en el modelo de Poincaré (véase el § 52), si el segmento no euclidiano irv 
es congruente del ir' v', existe una sucesión de inversiones cuyo producto lleva los 
puntos ir, v, s, t en u', v', s', I' ■ Como se mostró en el § 51, el producto de cual¬ 
quier número de inversiones representa una transformación lineal fraccional bien de 
primera especie, bien de segunda; en ambos casos la transformación es no degenera- 
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da. pues cada inversión aplica punios diferente en punios diferentes. En el primer 
caso, tenemos que (m'v'í'í') = (uu?f) (véase el §55), y en el segundo, 
(«' »'*'/') = ( uvsi) (véase el § 56). Pero más arriba, en esla misma sección, mos¬ 
tramos que ( uvsi ) es un número real; por ende, ( uvsi ) = (¡ivst). Así. pues, en 
ambos casos («' v's"/') = (uvsi). De aquí y de la fórmula (II) nos queda que 
p(u'v') = p(uv). Obsérvese, por último, que (uva) * l (cosa que sigue de inme¬ 
diato de (9) y (10)), por lo cual ln(rivsí) * 0y p(uv) > 0. De esta manera, la fór¬ 
mula (II) pone en correspondencia a cada segmento no euclidiano un número posi¬ 
tivo, de forma que a segmentos congruentes les correspondan números iguales. 
Queda, así, satisfecha la primera condición de la definición 12 del § 20. 

2. Sea w un punto arbitrario del interior del segmento no euclidiano iiv (figs. 76, 
77). Un cálculo sencillo muestra que 

(iivsi) = (t;ivrr)(wvsr) 

y que los números (ti wat) y (wvsi) son o bien ambos mayores que la unidad, o bien 
ambos menores que ésta (aquí lo más fácil es recurrir a las fórmulas (9) y (10)). De 
aquí sigue que 

ln(wv.sr) =* ln(uivs/) + ln(*vv$r), 

siendo ambos logaritmos del segundo miembro positivos, o bien ambos negativos. 
Por consiguiente, 

lln(«wr)l = lln(Mws/)l + llnCn-vs/)! 
y la fórmula (11) nos da; 

p(«v) = p(uw) + p(wv). 

Vemos, así, que se satisface la segunda condición de la definición 12 del § 20. 

3. Si el punto v sobre la recta no euclidiana tiende al punto «, entonces 
(uvst) — 1; si el punto v tiende al punto r, será (tmr) — 0 (véanse la fig. 76 y la fór¬ 
mula (9), donde r¡,r 2 , r 3 , r 4 denotan las distancias euclidianas entre los puntos u y s, 

uyí.vys.vyi). En el primer caso ln(tmr) — 0, en el segundo In(uvsí)-»; 

consecuentemente, en el primer caso seráp(uv) — 0, en el segundo, p(uv) — + oo. 

De la fórmula (II) se aprecia que p(uv) depende continuamente del punto v. De 
aquí y del razonamiento precedente sigue que p(uv) toma todos los valores entre 0 y 
+ »; en particular, existirá un par de puntos «, v para el cual p{uv) = |. Esto sig¬ 
nifica que también la tercera condición de la definición 12, § 20, se satisface. 

Hemos demostrado, pues, que el númerop(uv), puesto en correspondencia a un 
par arbitrario de puntos u, v según la fórmula (II), es la longitud del segmento no 
euclidiano uv (en alguna escala) o, dicho de otra forma, la distancia no euclidiana 
entre los puntos u y v. 

Si el segmento unitario u, v, se determina de antemano, la constante R en la fór¬ 
mula (II) debe ser fijada para que se cumpla la igualdad p(u. v,) = I. 

§ 59. Ahora obtendremos la célebre fórmula de Lobachevski, que expresa la 
función U(x) por medio de funciones elementales del argumento x. Recuerde el lec¬ 
tor que a = n(x) denota el ángulo de paralelismo correspondiente a un segmento 
de longitud x (véanse el § 33 y la fig. 46). Como en esta sección hemos denotado con 
x las abscisas de los puntos del modelo de Poincaré, a fin de evitar equivocaciones 
denotaremos ahora por / el argumento de la función de Lobachevski. 

El ángulo de paralelismo que corresponde a un segmento se determina por la 
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(=•> 



Fig. 78 


longitud de esie segmento y no depende de su posición; por esto, para deducir la 
fórmula que buscamos podemos tomar un segmento no euclidiano en el modelo de 
Poincaré de manera que los razonamientos ulteriores resulten lo más sencillos po¬ 
sibles. Teniendo esto presente, consideraremos un segmento no euclidiano que se 
représenle en el modelo de Poincarí como un segmento de recta euclidiana perpen¬ 
dicular al eje A’. Sean u y v los extremos del segmento en cuestión, y j, el punto de in¬ 
tersección de la recta uv con el eje x (fig. 78); admitiremos que el punto u se en¬ 
cuentra, en nuestro modelo, por encima del punto v. Supondremos, además, que la 
distancia euclidiana de v al eje x es igual a la unidad. Los demás elementos que nece¬ 
sitaremos se especifican en la üg. 78. Aqui hemos denotado con a la semicircunfe¬ 
rencia que representa la recta no euclidiana perpendicular al segmento uv en su 
extremo v; con a, y a 2 , las semicircunferencias representantes de las rectas no eucli- 
dianas que pasan por u y son paralelas a la recta no euclidiana o ;p es el centro de la 
semicircunferencia a } ; q, el extremo (derecho) común de las semicircunferencias a y 
aj; a denota cada uno de los ángulos que forman las semicircunferencias a t y a 2 con 
el segmento uv; como en el modelo de Poincaré la magnitud no euclidiana de un án¬ 
gulo coincide con su magnitud euclidiana, a es el ángulo de paralelismo que corres¬ 
ponde al segmento uv. Sea I la longitud no euclidiana del segmento uv; nuestra fina¬ 
lidad es expresar a en función de /. 

Sea li la distancia euclidiana entre los puntos u y s; entonces u — s = h, 
v - s = 1 y tenemos, en virtud de la fórmula (II), 

I = R lln(uvjoo)! = R j In—-- | = R lln/tl. 


Como h > I, In h > 0, de modo que 

l=Rlah. (12) 

Obsérvese, ahora, que x upq = a (para comprobarlo, basta tomar en conside¬ 
ración que a es el ángulo entre el segmento uv y la semicircunferencia a¡, es decir, el 
ángulo entre el segmento uv y la tangente uk a la semicircunferencia claramente, 
i. upq = 4. suk , pues estos ángulos son agudos y us i pq, uk X up ). Ahora 
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bien, como el triángulo upq es isósceles, upq = 0 = — Considerando el 
triángulo usq, hallamos: 

h = tg<3 = ctg^- • (13) 

De las fórmulas (12) y (13) sigue que 


por lo cual 


/ *= /ílnctg^-, 
a = 2arctg e~ UR . 


Pero « = II(/); consecuenieinenic. 

n(/) = 2arctgc-' //f . (14) 

Esta es, precisamente, la fórmula de Lobachevski que nos propusimos deducir; 
esta fórmula juega un papel fundamental en la geometría de Lobachevski, pues da 
una expresión exacta del ángulo de paralelismo correspondiente a un segmento de 
longitud I. 

§ 60. Consideraremos segmentos del plano de Lobachevski cuya longitud no su¬ 
pera algún número positivo L. Hagamos 

a 0 = 2arctg e~ L/R ; 
entonces, si / < L, tendremos: . 

«o < n(/) < t/2. 


La magnitud « 0 puede ser tan próxima a x/2 como se desee, si R es suficiente¬ 
mente grande en comparación con L. Consecuentemente, para lodos los segmentos 
de longitud I ^ Le I ángulo de paralelismo íl(/) será próximo a ir/2. En otras pala¬ 
bras, si se observa alguna parte del plano de Lobachevski en donde las distancias 
entre todos los puntos no superan L, el carácter no eudidiano de dicho plano se 
revelará en tanto menor grado, cuanto mayor sea R en comparación con a L. En vir¬ 
tud de esto, el número R puede ser considerado como la «medida de no cudidiani- 
dad» del plano de Lobachevski; un segmento de longitud se llama radio de curva¬ 
tura del plano de Lobachevski. El número R depende, por supuesto, de la elección 
de la escala; en una elección adecuada se puede obtener, en particular, R = 1. Sin 
embargo, el radio de curvatura para cada modelo concreto de la geometría de Loba¬ 
chevski representa un segmento bien determinado, salvodesplazamientos congruen¬ 
tes. Por ejemplo, para el modelo de Poincaré el radio de curvaiura es un segmcnlo 
Hv que satisfaga la condición !n(«vs/) = t. Una descripción general del radio de 
curvatura, es decir, una descripción que no dependa de la elección de un modelo de 
la geometría de Lobachevski, puede encontrarse en el § 216. 

8 61. En el presente parágrafo estableceremos las relaciones básicas de la 
trigonometría de Lobachevski, suponiendo, como arriba, que el plano de Lo¬ 
bachevski se representa con el modelo de Poincaré. 

Sea ABC un triángulo arbitrario. Sean a, /?, y las magnitudes de sus ángulos en 
los vértices A, B, C, y o. b, c, las longitudes no euclidianas de los lados BC, AC, 
AB. 

Utilizando un desplazamiento congruente, situemos este triángulo relativamente 
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a los ejes cartesianos del modelo, de forma que la recia no cuclidiana BC se repre¬ 
sente por una semirrecta eudidiana perpendicular al eje Ox. Sea H el punto donde 
esta semirrecta se apoya en el eje Ox (fig. 79). Las rectas no euclidianas AB y AC se 
representarán por ciertas semicircunferencias euclidianas con centro sobre el eje Ox; 
sean O y O' sus centros. Sin restringir la generalidad, podemos suponer que B está 
entre H y C. Entonces, 


HC 

o = /?ln—, 
HB 


U) 


donde HCyHB son las longitudes euclidianas de los segmentos (esta fórmula se de¬ 
muestra igual que la (12) del § 60). Los razonamientos que siguen se basan en la fór¬ 
mula (I). 

Ante todo, obtendremos la expresión de los lados del triángulo en función desús 
ángulos De (1) sigue que 

R 2 \HB HC J IHB HC 


Se tienen las relaciones euclidianas evidentes: 

HB 1 o OB 1 - OH 2 = OA 1 - OH 2 . 

HC 2 = O' C 2 - O' H 2 = O' A 2 - O'H 1 . 

De aquí sigue que 

HB 2 + HC 2 = (OA 2 + O'A 2 ) - ( OH 2 + O'H 2 ) = 

= {OO' 1 + 2 OA O'Acosfz OAO')) - \(OH - O' H) 2 + 20W O'H] = 

= 208 • 0'Ccos{¿OAO’) - 20H ■ O'H; (3) 


•> La deducción que se presenta aquí de las fórmulas de la trigonometría de Lobachevski 
fue comunicada al autor, para la cuarta edición de este libro, por el matemático vietnamita 
Ngüen Kan Toan. 
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para simplificar, los razonamientos se efectúan aplicados a la fig. 79, donde O' está 
entre O y H. Las igualdades (2) y (3) nos dan 



OB 

HB 


O’C 

~HC 


cos(¿ O/CO') - 


OH OH 
HB ~HC 


(4) 


Obsérvese, ahora, que 


OB 

HB 


I _ 
sen(¿ BON) 

£ O/CO' = oí, 


I O'C _ I 

sen/?’ HB sen (¿CO'H) 
OH 

— = ctg( ¿ BOH) = ctg/3, 


1 

sen y’ 


OH 

HC 


Ctg {¿CO'H) = Clg (t - y) m — ctgy. 


De la igualdad (4) y de las últimas expresiones hallamos, por último. 


ch a _ cosa + eos 0 eos y 
R sen 0 sen y 


(I) 


Las otras fórmulas que expresan las longitudes no cuclidianas de los lados b y c 
se obtienen de (I) por permutación cíclica de los símbolos a, 0, y. 

La fórmula (I) expresa un lado de un triángulo en función de sus ángulos. La 
existencia de tal fórmula significa que en la geometría de Lobachevski un triángulo 
se determina por sus ángulos; esto, a su vez, implica que en dicha geometría no hay 
semejanza de figuras. Es natural, por esto, que en la geometría euclidiana no existe 
una fórmula análoga a la (1). 

De la fórmula (I) es fácil deducir las relaciones entre los lados y los ángulos de un 
triángulo no euc/idiano, que corresponden al teorema euclidiano de los senos. En 
efecto. 


•/(cosa ^T^or0^os7p^-~scñ2^sei?y 
sena sena sen a sen 0 sen y 



Haciendo 


Q — (cosa + cos0 eos y) 2 — sen 2 /? sen 2 y = 

= eos 2 a + eos 2 /? + cos 2 y + 2 cosa cos/3 eos y - 1, ' 


podemos ver que esta expresión es simétrica con respecto a a. 0. y. En consecuen¬ 
cia, el segundo miembro de (5) posee también tal simetría, de forma que tendremos: 





sen a sen /? sen y 


sena sen 0 sen y 


(U) 


I I — 135 
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De la fórmula (1) pueden obtenerse, asimismo, expresiones para ¡os ángulos de 
un triángulo en función de sus lados. Escribamos, con este fin, las igualdades 
(cos/3 + eos 7 coscr)(cosy + cosa eos 0) 


,b c 
ch— ch— 
R R 


sen 2 a sen 8 sen y 
Q cosa 


, b c 

sh— sh— cosa =---. 

R R sen 2 a sen (3 sen y 


De aquí sigue que 

.b ,c b c 

ch—ch— — sh—sh—cosa 
R R R R • 


(1 - cos 2 a)cosa + (I - eos 2 a)cos 8 cosy cosa + eos ó cosy . a 

■ ---=-- ch— . 

sen 2 a sen 0 sen y sen 0 sen y R 

* 

Tiene, asi, lugar la fórmula 


cosa= (ch-^-ch^ - ch— ^ • (sh— sh— ^ . (III) 

Comparando (I) y (III) puede apreciarse que en la geomeiría de Lobachevski existe 
una dependencia determinada enlre los lados y los ángulos de un triángulo. 

Hallemos ahora las relaciones enlre los lados y los ángulos de un triángulo rect¬ 
ángulo. Para esto, basta hacer en las fórmulas de lipo (I), (II), (III), por ejemplo, 
y = ir/2. Obtenemos, así 

1 ) la dependencia entre un cateto, la hipotenusa y uno de los ángulos agudos: 

a c o c 

sh— = sli—sena, tfv— = th—cos/3; 

R R R R 

2 ) la dependencia entre dos catetos y un ángulo agudo: 

, a b 

th— = sh— iga; 

R R 

3) la dependencia entre la hipotenusa y los catetos (el análogo del teorema de P¡- 
tágoras); 



.a b 
= ch— ch— . 
R R 


Destaquemos, además, las dos relaciones siguientes: 

. c a cosa 

ch— = ctga ctgfl, ch— = -. 

R R sen 0 


Estas expresan un lado de un triángulo rectángulo en función de los ángulos y no 
tienen, por esto, análogos en la geometría eudidiana. 

§ 62. Cambiando la escritura de la fórmula (III), obtenemos: 

ch— = ch — ch— — sh—sh—cosa: 

R R R R R 


presentada así, la fórmula expresa un lado de un triángulo no cuclidiano arbitrario 
en función de los otros dos y del coseno del ángulo opuesto. 
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Comparemos la última relación con la conocida fórmula de la trigonometría es¬ 
férica 

abebe 
eos— = eos— eos— + sen— sen— eos a, (B) 

R R R RR 

donde R es el radio de la esfera. Esta fórmula, más las oirás dos que se obtienen por 
permutación cíclica de lados y ángulos, permiten deducir las restantes fórmulas de 
la trigonometría esférica. 

La fórmula (B) se transforma en la (A) si se cambia R por Ri{i = V - I). 
Teniendo esto presente, se dice que la trigonometría de Lobaclievski se puede consi¬ 
derar como la trigonometría sobre una esfera de radio imaginario. 

Las fuentes profundas de la relación de la geometría de Lobachevski con la de la 
esfera (asi como también con la geometría de Riemann. que se expone en la sección 
siguiente) serán esclarecidas con todo detalle en el capitulo VIII. 

11. Breves nociones sobre 
la geometría de Riemann 

§ 63. En las secciones precedentes hemos hecho referencia más de una vez a la 
geometría esférica, conjuntamente con las geometrías de Euclidcs y Lobachevski. La 
confrontación de estas geometrías surgió de manera natural cuando descubrimos 
que tenían similitudes (como en los §§ 48, 62), o cuando las considerábamos desde 
algún punto de vista general (como en los §§ 45 — 47). Pero ahora debemos llamar 
la atención del lector sobre una diferencia muy importante que existe entre la 
geometría esférica, por un lado, y las de Lobachevski y Euclides, por el otro. Preci¬ 
samente, en el plano de Euclides, al igual que en el de Lobachevski, dos rectas 
pueden tener no Más de un punto común; por el contrario, en la geometría sobre la 
esfera, donde las circunferencias máximas hacen las veces de rectas (véase el § 45), 
dos «rectas» (es decir, dos circunferencias máximas) siempre se cortan en dos pun¬ 
tos diametralmente opuestos de la esfera. Asi, en la geometría esférica no se cumple 
una de las premisas básicas de las geometrías de Euclides y Lobachevski: la de que 
por dos puntos diferentes pasa una única recta. 

Existe un sistema geométrico que en varias relaciones es similar a la geometría 
esférica, pero en el cual la premisa básica citada de la geometría elemental tiene LU¬ 
GAR. Dicho sistema se llama geometría de Riemann (que ya fue citada en el § 10). 
Esta geometría es un complemento necesario de las de Euclides y Lobachevski. El 
estudio conjunto de las tres permitió dar una solución completa de uno de los 
problemas geométricos principales del siglo XIX (véanse los caps. VI — IX). La 
esencia de la geometría de Riemann es expuesta en los parágrafos que siguen. 

§ 64. Fijemos en el espacio euclidiano una esfera arbitraria A. Convendremos en 
«identificar» los puntos diametralmente opuestos de ésta, es decir, considerar cada 
par de puntos diametralmente opuestos de k como un objeto único. Este objeto se 
llamará «punto» de cierta geometría particular, que pasaremos referir. Convendre¬ 
mos en llamar «recta» a cada circunferencia máxima de la esfera k. 

Diremos que el «punto» A está en la «recta» a (o que la «recta» a pasa por el 
«punto» A) si los puntos ordinarios de la esfera k que constituyen el «punto» A es¬ 
tán en la circunferencia máxima que representa a la «recta» a. Evidentemente, 

I) por cada dos «puntos» pasa una «recta». 
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2 ) por cada dos «puntos» diferentes pasa una única «recta» *•, 

3) en cada «recta» hay al menos dos «puntos» (incluso hay una cantidad infinita 
de «puntos»); se pueden indicar tres «puntos» que no estén sobre una misma «rec¬ 
ta». 

Asi, para el conjunto considerado de «puntos» y «rectas» se observan todos LOS 
axiomas de incidencia de la planimetría elemental (véanse § 12, axiomas 1,1, 1,2, 
1,3). Por ci contrario, los axiomas de orden, en la forma que fueron enunciados 
para la geometría elemental, son aquí inaplicables. Es que en estos axiomas se carac¬ 
teriza el concepto de posición de un punto ordinario entre otros dos puntos ordina¬ 
rios, sobre una recia ordinaria. Pero para nuestros «puntos» convencionales sobre 
una «recta» convencional, el concepto «entre» carece de sentido. En efecto, al con¬ 
siderar tres «puntos» arbitrarios A . B, C en una «recta» (es decir, tres pares de pun¬ 
tos diametralmente opuestos de una circunferencia; fig. 80), no podremos distinguir 
en su posición relativa alguno de ellos con respecto a los otros. 

Para estudiar el orden de nuestros «puntos» convencionales sobre una «recta», 
deben lomarse cuatro «puntos». Sean A, B, C, D cuatro «puntos» de alguna 
«recta»; supondremos que están numerados en el orden de su escritura (indepen¬ 
dientemente de su posición sobre la «recta»). Son posibles dos casos esencialmente 
diferentes en la posición de los «puntos» A,B,C,D con respecto a su numeración: 
I) los dos primeros «puntos» A y B separan los dos últimos C y D (en cuyo caso C y 
D separan A y B, fig. 81, a); 2) los dos primeros «puntos» A y B no separan los dos 
últimos C y D (entonces C y D tampoco separan Ay B, fig. 81, ó). Análogamente, 
si a, b, c, d son cuatro «rectas» que pasan por un mismo «punto» y están numera¬ 
das en el orden de su escritura, son posibles dos casos en su posición relativa: 1) las 
«rectas» a, b separan las c, d (en cuyo caso c, d separan o, b ; fig. 82, a); las «rectas» 
a, b no separan c, d (y entonces c, d tampoco separan o, b\ fig. 82, b). Adoptare¬ 
mos el concepto de separación de «puntos» y «rectas» como básico; los demás con¬ 
ceptos referentes al orden de posición de «puntos» en una «recta» y «rectas» que 
pasan por un «punto» se reducirán a este concepto básico. 

Sean A y B dos «puntos» arbitrarios de alguna «recta» u; entonces todos los 
«puntos» de la «recta» u, excepción hecha de A y B, pueden ser separados de mane- 


*> Cada «pumo» A es un par no ordenado (es decir, un conjunto) {x, x ‘) de puntos 
diamelralmente opuestos. Por ello, los «puntos» |x,x' 1 y \x',x) coinciden, de modo que el 
hecho que por ellos pasen una cantidad infinita de «rectas» no contradice 2). (N. del Tr.) 



11. Breves nociones sobre la geomelria de Rlemann 165 

ra única en dos clases de manera que dos «pumos» cualesquiera de una misma clase 
no separan A y B, mientras que dos «puntos» arbitrarios de clases diferentes sepa¬ 
ran A y B. En correspondencia con esto, convendremos en decir que los «puntos» 
A , B determinan sobre la «recta» u dos «segmentos»; consideraremos puntos inte¬ 
riores de un «segmento» a los «puntos» de una de las dos clases precitadas, y puntos 
interiores del otro, a los «puntos» de la otra clase [en las figs. 81, a), 81, b), uno de 
los dos segmentos determinados por los «puntos» A, B se representa por dos arcos 
en línea gruesa; en la fig. 81, a) Ces un punto interior de este «segmento», mientras 
que D es «punto» interior del otro «segmento»; en la fig. 82, b), tanto C como D 
son «puntos» interiores de un mismo «segmento»]. 

Con respecto a «rectas» que pasan por un «punto», pueden ser enunciados con¬ 
ceptos análogos. Precisamente, si a y b son dos «rectas» que pasan por algún «pun¬ 
to» U, todas las «rectas» que pasan por U, exceptuando a y b, pueden ser divididas 
de manera única en dos clases, de manera que dos «rectas» cualesquiera de una mis¬ 
ma clase no separan ay b, mientras que dos «rectas» arbitrarias de clases diferentes 
separan a y b. De acuerdo con esto, convendremos en decir que las «rectas» a y b 
determinan dos «ángulos» con vértice U. Consideraremos «rectas» interiores de 
uno de los «ángulos» a las «rectas» de una de las dos clases antedichas, y «rectas»'' 
interiores del otro, a las «rectas» de la otra clase. 

Luego de esto se definen de manera natural un triángulo, los ángulos internos de 
éste, el dominio interior de un triángulo, el de un polígono, un polígono simple (sin 
autoimersecciones), los ángulos internos de un polígono simple, y toda una serie de 
conceptos utilizados en la geometría elemental. 

Convendremos, por último, en llamar dos «segmentos» congruentes, si existe un 
movimiento de la esfera k sobre sí misma, o bien una reflexión especular de ésta con 
respecto a alguno de sus planos diametrales, que superpone uno de estos «segmen¬ 
tos» ai otro (es decir, ios puntos extremos e interiores de un segmento se superponen 
a los puntos extremos e interiores, respectivamente, del otro). Análogamente se de¬ 
fine la congruencia de «ángulos» y de figuras arbitrarias (una figura M, como con¬ 
junto de «puntos» y «rectas» se considera congruente a otra figura M ', si entre los 
«puntos» de éstas, así, como también entre sus «rectas», se puede establecer una 




Fig. 82 
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correspondencia biyecliva de manera que como resultado de algún movimiento de la 
esfera k sobre si misma, o de una reflexión especular con respecto a algún plano 
diamelral, todos los «puntos» y «rectas» de la figura M se superpongan a los «pun¬ 
ios» y «rectas» correspondientes de M'). 

Estamos considerando, asi: 1) relaciones de incidencia de «puntos» y «rectas», 
2 ) relaciones de orden de «puntos» sobre una «recta» arbitraria y de «rectas» que 
pasan por un «punto» arbitrario, 3) relaciones de congruencia de «segmentos», 
«ángulos» y otras figuras. El sistema de teoremas que se refiere a estas relaciones se 
llama geomelría de Rtemann; el conjunto de «puntos» y «rectas», según el sentido 
conferido más arriba, que se hallen en las relaciones indicadas, se denomina plano 
de Rtemann. Todos los teoremas de la geometría de Riemann representan teoremas 
de la geometría cuclidiana, adecuadamente interpretados, por cuanto los «puntos» 
y las «rectas» del plano de Riemann son objetos euclidianos. 

§ 65. Señalemos algunas proposiciones de la geometría de Riemann. Ante todo, 
como ya fue indicado, en esta geometría se realizan todos los tres axiomas de inci¬ 
dencia de la planimetría eudidiana; en particular, dos diferentes puntos cuales¬ 
quiera determinan una recta y sólo una que pasa por ellos. Por otra parte, en la 
geometría de Riemann tiene lugar una proposición que no existe ni en la de Eucli- 
des, ni en la de Lobachevski, precisamente: cada dos rectas diferentes tienen un 
(único) punto (esto es claro, pues cada dos circunferencias máximas de la esfera 
tienen un par de puntos diametralmente opuestos de intersección). Dicho de otro 
modo, en el plano riemanniano no hay rectas paralelas. Asi, mientras en la 
geomelría eudidiana tiene lugar el postulado sobre la unicidad de la recta que pase 
por un punto dado y no corle a una recta dada, y en la de Lobachevski se adopta 
una de las premisas que niegan este postulado —se asume que existe una cantidad 
infinita de estas rectas— , en la geometría de Riemann se realiza la otra premisa que 
lo niega: enesta^geomciria toda recta corta a cualquier otra. 

La disposición de las rectas en el plano de Riemann difiere radicalmente de la 
disposición de rectas en el plano de Euclides, o en el de Lobachevski, todavía por un 
motivo más: una recta no divide el plano de Riemann en dos parles. Esto significa 
que cualesquiera que sean la recta a y dos puntos A y B que no le pertenezcan, 
siempre se pueden unir A y B con un segmento que no corte a la recta a (fig. 83). 

En la geometría de Riemann se definen de manera natural la comparación de 
segmentos (entre sf) y de ángulos (entre si), asi como también la medición de seg¬ 
mentos y ángulos (véase los §§ 18, 20, 21, donde estos conceptos fueron estableci¬ 
dos para la geometría cuclidiana). Con esto surge la posibilidad de enunciar y de¬ 
mostrar teoremas concernientes a las relaciones entre las magnitudes geométricas, 
análogas en una u otra forma a los conocidos teoremas de Euclides y Lobachevski. 

Resulta interesante comparar en las geometrías de Euclides, Lobachevski y 
Riemann la proposición que se refiere a la suma de los ángulos internos de un trián¬ 
gulo: en la de Euclides, esta suma es igual a dos rectos, en la de Lobachevski, es me¬ 
nor que dos rectos, en la de Riemann. mayor que dos rectos. Para verificar esto últi¬ 
mo, es decir, que en el plano de Riemann la suma de los ángulos internos de un 
triángulo es mayor que dos rectos, basta observar que las rectas del plano rieman¬ 
niano son circunferencias máximas de alguna esfera, y como un triángulo esférico 
tiene suma de ángulos internos mayor que dos rectos, un triángulo en el plano de 
Riemann tendrá la misma propiedad. 
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Digamos, por último, que las relaciones métricas en la geometría de Riemann se 
expresan por fórmulas de la geometría esférica, adecuadamente interpretadas (lo 
cual es comprensible, pues cada figura AY del plano de Riemann representa un par 
de figuras AY, y AY 2 de alguna esfera, situadas simétricamente con respecto al centro 
de ésta, y cada par de pumos diametralmente opuestos de las figuras AY, y AY ? se 
considera como un punto de la figura AY; por esto, cada relación métrica entre los 
elementos de AY coincide con una relación métrica entre los elementos correspon¬ 
dientes de la figura AY,, o bien de la AY 2 ). Así, por ejemplo, en el plano riemanniano, 
un lado a de un triángulo se expresa en función de los otros dos lados b, c y el ángu¬ 
lo opuesto a por la fórmula 

a be be 

eos— = eos— eos— + sen— sen — eos a, 

R R R R R 

pues esta fórmula expresa el lado de un triángulo sobre una esfera de radio R (véase 
el § 62). Aquí se sobreentiende que el plano riemanniano fue obtenido identificando 
los puntos diametralmente opuestos de la misma esfera (de radio R). Es fácil 
comprender que el número R tendrá que figurar, asimismo, en otras fórmulas 
métricas, que se refieren al mismo plano riemanniano. Evidentemente, este número 
(en una escala prefijada) caracteriza al plano riemanniano, al igual que a la esfera 
utilizada para definir este plano. Es evidente, también, que cuanto mayor sea R en 
comparación con las dimensiones de alguna porción del plano de Riemann, tanto 
menos se distinguirán por sus propiedades las figuras que se encuentren en esa por¬ 
ción, de las figuras euclidianas. Por esto, el número R puede considerarse la «medi¬ 
da de no euclidianidad» del plano riemanniano. Un segmento de longitud R que se 
encuentre en este plano (es decir, un segmento entendido en el sentido de la 
geometría de Riemann) lleva el nombre de su radio de curvatura- 

S 66. Como ya indicamos más arriba, todos los teoremas de la geometría de 
Riemann representan teoremas de la geometría euclidiana, intepretados adecuada¬ 
mente. Por esto, los teoremas de la geometría riemanniana se deducen de los 
axiomas de la euclidiana. Por supuesto, no todos los teoremas de esta última admi¬ 
ten una interpretación como teoremas de la geometría de Riemann; la mayoría de 
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los teoremas euclidianos no guarda relación alguna con los objetos que hemos lla¬ 
mado puntos y rectas del plano riemanniano. 

Asi. entonces, para obtener los teoremas de la geometría de Riemann a partir de 
los axiomas de la de Euclides, deben hacerse algunas deducciones particulares de 
estos axiomas. 

Es posible, sin embargo, basar la geometría de Riemann en un sistema particular 
de axiomas, es decir, una serie de proposiciones (referentes a los conceptos de inci¬ 
dencia, orden y congruencia de los objetos del plano riemanniano), de las cuales 
puedan deducirse, de manera lógica, todas las demás proposiciones de dicha 
geometría, de manera que cada deducción conducirá a algún teorema de esta 
geometría. 

Es este caso, al demostrar los teoremas de la geometría de Riemann se hacen in¬ 
diferentes todas las propiedades de sus objetos, con excepción de las que se men¬ 
cionan en los axiomas. Esta fundamentación axiomática de la geometría de 
Riemann la transforma en un sistema geométrico abstracto. Entendiendo por «pun¬ 
to» y «recta» a objetos arbitrarios, por «están en», «separan», «congruentes» a re¬ 
laciones arbitrarias entre ellos, que satisfagan los axiomas, obtendremos diversos 
.MODELOS concretos de la geometría abstracta de Riemann. Cada sistema de objetos 
¡cuyas relaciones mutuas satisfagan los axiomas de dicha geometría puede ser llama¬ 
do plano riemanniano. Asi, la esfera con los puntos antipodales identificados viene 
a ser uno del conjunto de los diferentes planos de Riemann. 

§ 67. No vamos a enumerar los axiomas de la geometría de Riemann Cop to¬ 
do, podremos ilustrar fácilmente al lector la posibilidad de presentar diversas in¬ 
terpretaciones de la geometría de Riemann, construyendo un nuevo modelo de ésta. 
Los objetos de este modelo se encontrarán en correspondencia determinada con los 
del modelo en la esfera, que ya conocemos, en virtud de lo cual quedará claro, sin 
remitirnos a los axiomas, que ambos modelos realizan una misma geometría. 

Construiremos el nuevo modelo utilizando también el espado cuclldiano. 

Ame todo, completemos el conjunto de elementos del espacio euclfdeo con ele¬ 
mentos nuevos, que llamaremos puntos deI infinito. La naturaleza de estos nuevos 
elementos será para nosotros indiferente, pero, al introducirlos, supondremos que 
se encuentran en correspondencia determinada con elementos dados inicialmcntc. 
Precisamente, suponemos que: 

1 ) a cada recia o se le ha puesto en correspondencia un elemento nuevo, llamado 
punto del infinito de dicha recta; 

2 ) rectas paralelas tienen un pumo del infinito común; 

3) los puntos del infinito de rectas no paralelas son diferentes. 

El conjunto de todos los puntos del infinito de un plano arbitrario (es decir, el 
conjunto de los pumos del infinito de todas las rectas de dicho plano) se supondrá 
dispuesto sobre una nueva recta de éste, la recta del infinito. El conjunto de todos 
los pumos del infinito del espacio se considerará como un nuevo plano, el plano del 
infinito. Los elementos del infinito con estas propiedades se introducen en la 
geometría proyectiva. Por esto, el espacio completado con los elementos del infinito 


*' Uno de los posibles sistemas de axiomas se encuentra en el libro de S. A. Bogonwtov 
«Introducción a la Geometría no euclidiana de Riemann» (C. A. Eo¿omuaoo, Bac.ncmic o tie- 
eBSuntiiouy rcOMerpiuo PuMaua). 
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que verifican las propiedades indicadas se denomina espacio proyectivo; el plano 
completado con los elementos del infinito bajo las mismas condiciones se llama pla¬ 
no proyectivo (véanse los §§ 80 — 82). 

Consideraremos elementos del nuevo modelo a los puntos y rectas de algún pla¬ 
no a (entre ellos, sus puntos del infinito y la recta del infinito). El término «un pun¬ 
to está sobre una recta» se interpretará en el sentido habitual. Entonces: 

1) se observan todos los tres axiomas de incidencia de la planimetría elemental: 

2 ) dos rectas cualesquiera se cortan (posiblemente en un punto del infinito). 

En consecuencia, para los puntos y rectas del nuevo modelo las relaciones de in¬ 
cidencia satisfacen las mismas condiciones básicas que tienen lugar en el modelo es¬ 
férico, considerado más arriba. Ahora definiremos en nuestro nuevo modelo las re¬ 
laciones de orden y de congruencia. Con este fin, tomemos alguna esfera, que deno¬ 
taremos por k; sea O su centro (fig. 84). Supongamos que el punto O no está en el 
plano a. Tracemos por O una recta arbitraria; ésta cortará a a en algún punto A ', 
posiblemente un punto del infinito, y a la esfera k en un par de puntos diametral¬ 
mente opuestos A j, A 2 . Considerando al par A ,, A 2 como un único punto del mo¬ 
delo de la geometría riemanniana en la esfera k, denotemos a este par con A. Con¬ 
vendremos en decir que A' es la proyección de A (o bien que A es la proyección de 
A '). Sea a alguna circunferencia máxima de la esfera *; resulta evidente que todos 
los pares de puntos diametralmente opuestos de a tienen sus proyecciones en el pla¬ 
no a dispuestas sobre una recta determinada a' (que puede resultar la recta del infi¬ 
nito). Convendremos en decir que a' es la proyección de o (o bien que a es la proyec¬ 
ción dea'). Le pondremos en correspondencia a cada par de puntos diametralmen- 
le opuestos de la esfera k, es decir, a cada punto del modelo de la geometría de 
Riemann sobre esta esfera, su proyección sobre el plano a. Pondremos en corres¬ 
pondencia, asimismo, a cada circunferencia máxima de k, su proyección en el plano 
a; en otras palabras, a cada recta del modelo de la geometría riemanniana en la esfe¬ 
ra k le ponemos en correspondencia una recta del plano a. Es fácil comprobar que 
cada una de estas correspondencias es biyectiva. Es claro, también, que si un punto 
A del modelo de la geometría riemanniana en la esfera k pertenece a la recta a del 
mismo modelo, entonces en el plano a el punto A ', correspondiente a A , pertenece 
a la recta o', correspondiente a 
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Sean, ahora. A '. B ‘, C ', D" cuatro puntos de a, pertenecientes a una recta u' 
de este plano, y A, B, C, D, los puntos que les corresponden en el modelo de 
geometría de Riemann en la esfera k, pertenecientes a ia recta u de este modelo (t/ y 
u' se corresponden). Convendremos en decir que 1) los puntos A ', B 1 separan a 
C ‘, D‘ en la recta ir' del plano a, si A, B separan a C, ZJen la recta ir; 2) los puntos 
A'.B' no separan a C', D' en la recta ir' de a, si A , B no separan a C, O en la recta 
ir. Análogamente, si o', b ', c', d' son cuatro rectas del plano a que pasan por un 
punto (/', y a, b, c, d son las rectas correspondientes del modelo sobre la esfera k, 
que pasan por el punto U de dicho modelo, diremos que: I) las rectas a', b‘ separan 
a c', d‘ en el plano a, si a, b separan a c, d\ 2) las rectas o ', b' no separan a c', d' 
en el plano a, si a, b no separan a c, d. Quedan así definidas la relación de orden de 
puntos sobre una recta arbitraria de a y la relación de orden de rectas del plano a 
que pasan por algún punto de dicho plano. 

Por último, convendremos en decir que dos figuras del plano a son congruentes, 
si lo son sus proyecciones en la esfera k. 

Hemos definido, así, para los objetos del nuevo modelo, las relaciones de inci¬ 
dencia, orden y congruencia; los objetos del nuevo modelo se encuentran en las mis¬ 
mas relaciones mutuas que los objetos correspondientes de la geometría de Riemann 
sobre la esfera k. De aquí se desprende que cada proposición referente a incidencia, 
orden y congruencia de objetos del modelo de la geometría riemanniana sobre la es¬ 
fera k será verdadera para los objetos del nuevo modelo en el plano proyectivo; 
recíprocamente, cada proposición relativa a incidencia, orden y congruencia de los 
objetos del nuevo modelo, será válida para el modelo de la geometría de Riemann 
sobre k. Ambos modelos, pues, realizan de manera diferente la misma geometría 
riemanniana. 
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Desde el punto de vista intuitivo, el modelo de geometría de Riemann en el plano 
proyectivo tiene ventajas sobre el modelo de una esfera con puntos antipodales 
identificados, en todos lbs casos en que se discuta la incidencia y el orden de los ob¬ 
jetos, por cuanto en el plano proyectivo los puntos y las rectas se representan de ma¬ 
nera habitual. En cambio, el modelo del plano proyectivo es desventajoso cuando se 
considera la congruencia de figuras, pues las figuras del modelo sobre el plano pro¬ 
yectivo. congruentes en el sentido de la geometría proyectiva, no lo son en el sentido 
habitual (véase la fig. 85, donde se representan los triángulos congruentes ABC y 
PQR en el modelo de la geometría riemanniana correspondiente a una esfera con 
puntos antipodales identificados, y los triángulos, también congruentes, A B C', 
P‘ Q‘ R' que les corresponden en el modelo de la geometría de Riemann sobre el 
plano proyectivo). 

5 68, Toda la exposición precedente se refirió a la geometría bidimensional de 
Riemann, Un modelo de la geometría tridimensional de Riemann puede obtenerse 
identificando los puntos antipodales de una esfera tridimensional en el espacio 
euclidiano de cuatro dimensiones •>. 

Sin recurrir al espacio de cuatro dimensiones, puede obtenerse un modelo de la 
geometría de Riemann tridimensional, recurriendo a la geometrja proyecitva (véase 
el cap. VI, donde se expone la construcción de modelos proyeclivos de la geometría 
bidimensional de Lobachevski y la geometría de Riemann de dos dimensiones. 
Dichas construcciones se generalizan directamente al caso tridimensional.) 


*' El concepto de espacio euclidiano mullidimcnsional se expone en el cap. Vil; véase tam¬ 
bién la primera edición de este libro. El lector puede encontrar una exposición de la geometría 
de Riemann por el método de coordenadas en el libro de F. Klein «Geometría no Euclidiana» 
(F. Klein, Vorlcsungen über nicht-euklidtsche Geometrie. Ed. Springer-Verlag, 1928, rced. 
1967.) 



Capítulo IV 

ANÁLISIS DE LOS AXIOMAS 
DE LA GEOMETRIA ELEMENTAL 

1. Los tres problemas básicos de la axiomática 

§ 69. En el capítulo anterior demostramos que la consistencia de la geometría 
euclidiana implica la consistencia de la geometría de Lobachevski. Ahora cabe pre¬ 
guntarse; ¿quién asegura la consistencia de la geometría de Euclides? Puesto que es¬ 
ta última se ha considerado como un sistema de proposiciones que se obtienen de 
manera lógica a partir de los axiomas I — V del cap. II. al hablar de la consistencia 
de la geometría euclidiana nos referimos a la consistencia del sistema de axiomas 
I — V. 

En las páginas que siguen probaremos que la geometría de Euclides no es contra¬ 
dictoria, si tampoco lo es la aritmética. El problema de la consistencia de la aritméti¬ 
co no es discutido en ¡os fundamentos de la geometría. 

Al investigar los axiomas de la geometría elemental, nos plantearemos tres 
problemas: 

1) el problema de la consistencia. 

2 ) el problema de la minimalidad. 

3) el problema de la completitud. 

Puesto que estos tres problemas surgen al estudiar cualquier sistema de axiomas 
— ya sean los de la geometría de Euclides, los de la de Lobachevski, u otros 
cualesquiera— , tiene sentido enunciar de manera general el planteo de los proble¬ 
mas indicados, asi como los métodos para su resolución. 

Sea dado un sistema de axiomas, que establece propiedades determinadas de las 
relaciones mutuas de ciertos objetos. De estos axiomas pueden hacerse deducciones 
lógicas sobre estas propiedades de los objetos, sin lomar en cuenta en absoluto otras 
posibles propiedades suyas, si no han sido mencionadas en los axiomas. 

Por esto, pueden considerarse como objetos del sistema dado de axiomas a obje¬ 
tos de cualquier naturaleza, y a las relaciones entre ellos, mencionadas en los 
axiomas, se les puede conferir un significado concreto arbitrario, siempre que se sa¬ 
tisfagan todas las condiciones expresadas en los axiomas asumidos. Entonces, cada 
teorema que se deduzca de manera lógica de los axiomas, expresará un hecho 
concreto, que se refiere a los objetos considerados, o, más precisamente, a las pro¬ 
piedades de éstos que se mencionan en los axiomas. 

Toda elección concreta de objetos que se consideren como objetos del sistema 
dado de axiomas, será llamada realización, o interpretación, de estos axiomas. 

El propio conjunto de objetos que realizan el sistema dado de axiomas, lo llama¬ 
remos, como ya hemos hecho antes, «modelo» del esquema lógico determinado por 
los axiomas. 
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Si estos axiomas pueden ser realizados de alguna manera en el modelo, enton¬ 
ces será imposible deducir de ellos, con razonamientos corréelos, dos conclusiones 
que se excluyen mutuamente desde el punto de vista lógico, tales como, digamos, la 
afirmación y la negación' de un mismo resultado. Por esto, a fin de demostrar la 
consistencia de un sistema dado de axiomas, basta hallar alguna de sus posibles re¬ 
alizaciones, (Si, en cambio, el sistema es contradictorio, esto suele revelarse por me¬ 
dio de un razonamiento adecuado, que conduzca a una contradición.) 

La demoslracíón de la consistencia de un sistema dado de axioma puede ser con¬ 
dicional, 

Por ejemplo, la consistencia de la geometría plana de Lobachevski fue de¬ 
mostrada en el capitulo precedente construyendo el modelo de Poincaré, cuyos ob¬ 
jetos fueron tomados en el plano euclidiano. Por ello, el resultado obtenido fue 
enunciado en forma condicional: la planimetría de Lobachevski no es contradicto¬ 
ria si no lo es la de Euclides. 

El segundo problema consiste en establecer la necesidad de todas las condiciones 
enunciadas en los axiomas, es decir, mostrar que el sistema adoptado de axiomas no 
admite la eliminación de alguna de sus condiciones, conservando el mismo conjunto 
de consecuencias de ellos tomados en forma global (que el sistema es minimal) •>. 
Resolver este problema en su totalidad significa mostrar que cada premisa del siste¬ 
ma de axiomas es independiente de las restantes, es decir, que no puede obtenerse de 
ellas por razonamientos lógicos. 

Sea A alguno de ios axiomas de un sistema (no contradictorio) en estudio. 

Si el axioma A no sigue de los demás del sistema, sustituyendo en este último el 
axioma A por un nuevo axioma A ’, que enunciaremos así: «da afirmación A es fal¬ 
sa», debemos obtener otro sistema no contradictorio. Por eso, para demostrar que 
el axioma A no puede ser deducido de los restantes del sistema considerado, basta 
realizar en algún conjunto de objetos todos los axiomas, a excepción del A , de ma¬ 
nera tal que en esta realización dicho axioma no se verifique. 

En particular, fue asi como establecimos la independencia del V postulado de 
Euclides de los restantes de la geometría elemental. Precisamente, en el modelo de 
Poincaré en el semiplano euclidiano tienen lugar todos los axiomas de la geometría 
absoluta, y no se cumple el axioma de paralelismo de Euclides. Consecuentemente, 
éste no es consecuencia lógica de los demás axiomas. (En este caso, una misma in¬ 
terpretación de los objetos geométricos revela tanto la independencia del postulado 
de Euclides como la consistencia de la geometría de Lobachevski.) 

Más adelante efectuaremos un análisis análogo de otros axiomas importantes de 
la geometría elemental, pero, claro está, no resolveremos exhaustivamente el 
problema de minimilídad. 

El planteo del tercer problema de la axiomática —el problema de la completitud 
de un sistema de axiomas— se diferirá al final del capítulo. 

5 70. Ya tenemos un ejemplo de aplicación de los métodos propuestos: la cons¬ 
trucción del modelo de Poincaré. Sin embargo, los múltiples detalles de este modelo 


•> Como en la base de una misma geometría pueden ponerse sistemas diferentes de 
axiomas, al eliminar de estos sistemas las condidones superfluas (en caso que las hubiera) 
pueden obtenerse, en general, sistemas minimales diferentes. Por esto, el sistema minimal no 
es único, en absoluto. 
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podrían oscurecer la esencia de la cuestión, que es útil moslrar con un ejemplo lo 
más sencillo posible. 

Ahora construiremos un modelo únicamente para el primer grupo de axiomas de 
Hilbert, considerando este grupo como un sistema axiomático aislado. 

Tomemos algún tetraedro, y convengamos en llamar «puntos» a sus vértices, 
«rectas», a sus aristas, y «planos», a sus caras. 

Asi, el conjunto de elementos geométricos en nuestra realización consiste única¬ 
mente de cuatro pumos, seis rectas y cuatro planos. 

Las rectas y los planos están en correspondencias determinadas con los puntos; 
además, sí, por ejemplo, la recta a se ha puesto en correspondencia con el punto A , 
se dice que «<7 pasa por A», o bien que <iA está en a», etc. En nuestra realización, al 
igual que en cualquier otra, estas correspondencias deben ser descritas con preci¬ 
sión. Convendremos en poner en correspondencia a cada punto, representado 
concretamente por alguno de los vértices del tetraedro, en calidad de rectas y planos 
que pasan por él, aquellas rectas y planos representados por las aristas y las caras 
que contienen el vértice en cuestión. 

Es fácil ver que todos los axiomas 1,1 — 1,8 serán satisfechos. Veamos cada uno 
por separado. 

Axioma I, I. Cualesquiera que sean dos puntos A y B, existe una recta a que pasa 
tanto por A como por B. 

Esta condición se cumple, pues dos vértices cualesquiera del tetraedro tienen una 
arista que los une. 

Axioma 1,2. Cualesquiera que sean dos puntos A, B, existe no más de una recta 
que pasa por cada uno de ellos. 

Este requisito se satisface, pues dos vértices del tetraedro son unidos por una 
única arista. 

Axioma 1,3. En cada recta existen al menos dos puntos; existen ai menos tres 
puntos que no están sobre una misma recta. 

Ambas condiciones se verifican, pues en cada arista existen dos vértices y existen 
tres vértices que no están en una misma arista (¡incluso cuatro!). 

Axioma 1,4. Cualesquiera que sean tres puntos A , B, C que no pertenezcan a 
una misma recta, existe un plano a que pasa por cada uno de ellos; en cada plano 
hay al menos un punto. 

Ambas premisas son satisfechas, pues por cada tres vértices pasa una cara y cada 
cara contiene algún vértice (¡incluso tres!). 

Axioma 1,5. Cualesquiera que sean tres pumos A, B, C que no pertenezcan a 
una misma recta, existe no más de un plano que pasa por cada uno de ellos. 

Esta condición es observada, pues por cada tres vértices pasa una única cara. 

Axioma 1,6. Si dos puntos A , B de una recta a están en un plano a, cada pumo 
de a pertenece a a. 

Esto también se cumple; en efecto, si dos vértices de una arista están en alguna 
cara, cada vértice de esta arista pertenece a la misma cara, pues una arista tiene úni¬ 
camente dos vértices. 

Axioma 1,7. Si dos pianos o, (5 tienen un pumo común A, tienen, al menos, otro 
punto común B. 

Este requisito es verificado, pues dos caras cualesquiera tienen dos vértices co¬ 
munes. 
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Axioma 1,8. Existen al menos cuatro puntos que no están en un mismo plano. 

Este último axioma también es satisfecho, pues los cuatro vértices del tetraedro 
no están sobre una misma cara. 

Hemos comprobado, así, que nuestra realización satisface todos los axiomas del 
primer grupo. Obsérvese, a propósito, que esta realización de los axiomas 1,1 — 1,8 
es la mínima posible, en el sentido de que en cada recta hay únicamente un par de 
puntos, que la totalidad de los puntos es igual tan sólo a cuatro, etc. Es precisamen¬ 
te la cantidad de elementos requeridos por los axiomas. Es verdad que el axioma 1,4 
requiere que en cada plano haya al menos un punió, mientras que en nuestra reali¬ 
zación hay tres en cada plano. Sin embargo, como lo muestra el teorema 3 del § 12, 
este número es también el mínimo. 

Como se ha indicado una realización concreta para los axiomas 1,1 — 1,8, 
puede afirmarse que los axiomas del primer grupo forman un sistema no contradic¬ 
torio. 

En el parágrafo precedente se expuso un principio general para establecer la in¬ 
dependencia de unas proposiciones con respecto a otras. Ahora resulta fácil dar una 
ilustración sencilla de este principio. Planteemos, por ejemplo, la siguiente pregun¬ 
ta: ¿es posible demostrar, utilizando los axiomas 1,1 — 1,8 que el conjunto de ele¬ 
mentos de la geometría es infinito? 

Evidentemente, la respuesta es negativa, pues hemos indicado una realización de 
los axiomas 1,1 — 1,8 en un conjunto finito de objetos. Dicho de otro modo: la 
proposición referente a la infinitud del conjunto de elementos de la geometría no 
depende de los axiomas del primer grupo. 

2. Consistencia de los axiomas de la geometría euclidiana 

S 71. Ahora pasaremos a demostrar la consistencia de los cinco grupos de 
axiomas de la geometría de Euclides. 

Estamos habituados a pensar estos axiomas realizados en cierto conjunto de ob¬ 
jetos que imaginamos bien y que surgen en nuestra mente como abstracción de los 
objetos observados del mundo real. Sin embargo, los puntos, rectas y planos, como 
figuras de nuestra intuición geométrica, no son posibles de descripción matemática. 
Por esto, para demostrar la consistencia de los axiomas de la geometría de Euclides 
es necesario buscar un modelo que posea sentido independientemente de nuestras 
imágenes geométricas intuitivas. Con este fin, construiremos una realización de los 
axiomas I — V, que llamaremos realización aritmética, pues sus objetos son combi¬ 
naciones de números. Con esto habremos establecido la consistencia de la geometría 
euclidiana, condicionada por la consistencia de la aritmética. 

A fin de no oscurecer la esencia del problema con detalles superfiuos de carácter 
operativo, nos limitaremos a considerar la planimetría, es decir, tomaremos en 
cuenta únicamente los axiomas 1,1 — 1,3 y II — V. 

En nuestra realización aritmética llamaremos «punto» a qualquier par ordenado 
de números reales (x, y), «recta», a la razón de tres números reales (u : v : w), con 
la condición de que al menos uno de los números u, v no sea iguai a cero *). 


’> Se puede llamar razón de los tres números u, v. w a la colección de los números u, v, u 
(en ese orden, N. deI Tr.). con la condición de que las colecciones u, v, w y Xu, Xv, Xw, donde 
X es un número cualquiera, diferente de 0, se consideran idénticas. 
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Convendremos en decir que «el punto (x, y) está en la recia (u : y : iv)»", o bien 
que «la recta (u ; v : w) pasa por el punto (x. y)»’, si tiene lugar la igualdad 
ux + vy + w = 0. 

Todas las condiciones contenidas en los axiomas 1,1 — 1,3 serán satisfechas, co¬ 
mo puede comprobarse por verificación sucesiva. 

En efecto, sean (*,,>',) y (x 2 ,y 2 ) dos puntos diferentes; entonces la razón de los . 
tres números u = y t - y 2 , v = x 2 - x,, w = x,y 2 - x 2 y ¡ es una recta [los nú¬ 
meros^, - y 2 yx 2 - x, no pueden ser iguales aOa la vez. pues los puntos (x,. .y,) y 
(* 2 , > 2 ) son diferentes], que pasa tanto por (x,, .v,) como por (x 2 . y 2 ), pues 

ux, + vy, + w = 0 >, - y 2 )x, + (x 2 - x,)y, + (x,y 2 - x 2 y,) = 0, 
irx 2 + vy 2 +w=(y,~ y 2 )x 2 + (x 2 - x,)y 2 + (x,y 2 - x 2 y,) = 0. 

Por consecuencia, el axioma 1,1 se satisface. 

Ahora bien, de las ecuaciones 

ux, + vy, + iv = 0, 
ux 2 + v y 2 + w = 0 , 

se desprende que 

u : v : tv = (y, - y 2 ): (x 2 - x,) : (x,y 2 - x 2 y,). 

Por ende, con los puntos (*,, y,) y (x 2 , ,y 2 ) queda determinada sólo una recia 
(u ; v : w); esto significa que se satisface el axioma 1,2. 

También son satisfechas las condiciones contenidas en el axioma 1,3. En efecto, 
como la ecuación 

ux + vy + w = 0 

tiene siempre un conjunto infinito de soluciones diferentes, en cada recta existen no 
sólo dos, sino una cantidad infinita de puntos. Como tres puntos que no pertenecen 
a una misma recta, podemos indicar, por ejemplo, (0, 0), (I, 0) y (0, 1); no hay nin¬ 
guna recta que contenga estos tres puntos, pues evidentemente, no existen tres pun¬ 
tos u, v, w, que no sean iguales a cero simultáneamente y que satisfagan las igualda¬ 
des 

U'0+v*0+m> = 0, 

u ■ l + v • 0' + iv = 0. 

11 ■ O + v • 1 + w = 0. 

Definamos, ahora, la relación «entre». Sean dadas una recta ( 1 / : v : m’) y tres 
punios sobre ella (x,. >>,), (x 2 , yj, (x 3 ,.y 3 ). Supongamos, primero, que ntO. Dire¬ 
mos que el pumo (x 2 , y 2 ) está entre los puntos (x,. y,) y (x 3 , si 

x, < x 2 < x 3 , o bien x, > x 2 > x 3 . 

Si, en cambio, es v = 0, para los puntos pertenecientes a esta recta será, necesa¬ 
riamente, x, = *2 = x 3 = — >v/u y las condiciones precedentes no son aceptables. 
En este caso, convendremos en considerar al punto (x 2 , y 2 ) situado entre (x,, y¡) y 
(x 3 , y 3 ), si 

y, < >2 < T 3 . o bien y, > y 2 > y y 



2. Consistencia de los axiomas de la geomet Ha cudxliana 


177 


La relación «entre» asi definida satisface todos los axiomas de orden 
11,1 - 11.4. 

Se comprueba de manera directa que se satisfacen los axiomas de orden lineal 
11,1 — 11,3. Mostremos que el axioma de Pasch 11,4 también se satisface. 

Obsérvese, ante todo, que si (*,, y,) y t* 2 . y 2 ) son los extremos de un segmento, 
todos los puntos interiores de este segmento serán de la forma (\x¡ + (I - X)x 2 , 
Xy, + (1 - X)y 2 ), donde X es un número cualquiera que satisface las desigualdades 
0 < X < 1. Además, si alguna recta (u : v : tv) pasa por un punto del segmento de 
extremos (*,, y,). (x 2 ,y 2 ), entonces los números ux, + vy, + w y nx¡ + vy 2 + tv 
tienen signos diferentes. En efecto, si el punto interior que pertenece a dicha recta 
corresponde al número X entonces 

u[Xxr, + (I - X>r 2 ) + o(Xy, + (1 - X)y 2 J + tv - 0. 

De aquí sigue que 

X(ux, + vy, + tv) = - (I - \)(ux 2 + vy 2 + iv), 

y como X y I — X son positivos. los números ux, + vy, + tv y ux 2 + vy 2 + ty 
tienen signos distintos. 

Sean, ahora, A(x,, y,). B(x 2 , y 2 ) y C(x 3 . y 3 ) tres puntos no alineados, y 
(u : v : tv), una recta que no pasa por'ninguno de ellos. Debemos mostrar que si la 
recta (u : v : tv) pasa por algún punto del segmento AB, debe pasar o bien por un 
punto del segmento AC, o bien por uno del BC. 

Como la recta (u : v : w) no contiene ninguno de los puntos A, B, C. los núme¬ 
ros 

a, = ux, + vy, + w, ot 2 = ux 2 + vy 2 + w, ot 3 = ux 3 + vy 3 + w 

son diferentes de cero y además, por lo que ya expusimos, a, y a 2 tienen signos dife¬ 
rentes. Supongamos que a 3 tiene signo distinto del de a,; entonces la recta 
(u : v : w) corta al segmento AC. Para probarlo, tomemos el número X determina¬ 
do por la igualdad Xa, + (1 — X)a 3 = 0, es decir, 

X - a 3 : (a 3 - a,). 

Tomando en cuenta que a, y a 3 tienen signos diferentes, hallamos: 



por esto, 0 < X < 1. En consecuencia, el punto (x, y), donde 

X = Xx, + (1 - X)x 3 , y = Xy, + (I - X)y 3 , 

pertenece al segmento AC. Por otro lado, dicho punto pertenece a la recta 
(u : v : tv), pues 

ux+vy+w=\(ux, + vy, + tv) + (1 - \HuXj + vy 3 + w) = Xa, + (l-X)a, = 0. 

Así, pues, la recta (u : v : tv) corta efectivamente al segmento AC. De igual ma¬ 
nera se establece que cuando a 3 tiene signo distinto del de a 2 , la recta (u : v ; tv) 
corta al segmento BC. Pero como a, y a 2 tienen signos diferentes, entonces a 3 tiene 
necesariamente un signo distinto del signo del número a,, o bien de a 2 . Con esto 
queda demostrado lo que queríamos. 


12— i:«» 
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Daremos ahora la definición del concepto de congruencia. Con este fin, conside¬ 
remos una cierta clase de transformaciones, conocidas en álgebra con el calificativo 
de ortogonales. 

Sean dadas las relaciones 

; *' = o t x + V + C P ] O 

y = v + v + c 2-i 

mediante las cuales, dados o,, ... , c 2 , cada punto (x, y) se transforma en un punto 
determinado (*', y'). La transformación se llama ortogonal, si los coeficientes a,, 
b |, a 2 , b 2 satisfacen la condición. 



(**> 


Indiquemos, ante todo, algunas propiedades de la transformación ortogonal (*). 
De (**) se tiene: 


«i + = I. *\ 

*2 + ^ = *• 


(D 


«l , 2+Vl» 0. J 

Estas tres igualdades son equivalentes a la relación (••) y, por ende, caracterizan la 
ortogonalidad de la transformación (*) 

De las igualdades (I) sigue, ante todo, que tanto o, y o 2 como ó, y b 2 no pueden 
ser simultáneamente nulos. En efecto, si, por ejemploo, = a 2 = 0,de la tercera de 
las igualdades (I) es b t b 2 = 0 , lo cual, unido a las igualdades asumidas 
o, = a 2 = 0, debe contradecir alguna de las dos primeras igualdades de (1). Ade¬ 
más, de la igualdad a,a 2 + b,b 2 = 0 se obtiene: trfaf = De aquí, multi¬ 

plicando miembro a miembro la primera de las igualdades de (I) por b$, la segunda 
por aj y restando, hallamos: 


0 = *2 ~ «í* 


de donde b 2 = ó,o,, donde ój = 1. Análogamente, obtenemos que h¡ = 5 2 a 2 , 
siendoó^= I. Pero b t b 2 = - o,o 2 , de manera que i,í 2 = - I, por lo cual será o 
bien 


o bien 


¿>, = - a 2 , b 2 = a,. 


b \ = a 2■ b i = " «r 


Vemos, así, que la transformación (*) puede ser escrita de una de las formas que 
siguen: 

x' = (XX - py + C,. 
y' — (¡x + ay + c 2 , 

o bien 

x' — ax + f¡y + c¡, 
y' = 0x- ay + c 2 . 


i 



(ID 
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donde hemos denotado con a y 0 a a, y en ambos casos ías condiciones de orto- 
gonalidad (1) se reducen a la relación única 

a 2 + & = 1. 

Llamaremos a (I) y (II) transformaciones ortogonales de primera y segunda especie, 
respectivamente. 

Para lo que sigue resulta de particular importancia la siguiente propiedad de las 
transformaciones ortogonales: puntos situados sobre alguna semirrecta van a parar 
bajo cualquier transformación ortogonal, en puntos situados asimismo sobre algu¬ 
na semirrecta. 

Antes de probarlo, fijemos una manera cómoda de determinar semirrectas. 
Sea dada la recta o(u : v : rv) y un punto £>(*„, yj sobre ella; como O pertenece 
a a, tiene lugar la igualdad 

ux 0 + vfo + w = 0. 

Si M(x, y) es un punto arbitrario de la recta o, análogamente tendremos; 

ux + vy + w = 0. 

De aquí sigue que 

u(jr - *o) + v(y - y¿) = 0. 

Hagamos m = \v, n = — \u, donde X es un número arbitrario * 0. Cotonees 
la ecuación precedente puede escribirse así: 

* - *o _ y- y o 

m n 

Denotando cada uno de estos cocientes iguales con /, nos queda: 

x = x 0 + mi, | ( 2 ) 

y = y 0 + ni.) 

Las igualdades (2) determinan, para cada valoi de I, algún punto sobre la recta, de 
forma que a distintos valores numéricos de / de un mismo signo les corresponden 
puntos situados a un mismo lado del punto O(x 0 ,y g ), mientras que a valores numé¬ 
ricos de f con signos diferentes les corresponden puntos situados en lados diferentes 
con respecto a O. Esto puede establecerse directamente a partir del concepto 
«entre», definido más arriba. 

De esta forma, a números / positivos Ies corresponden puntos de una de las dos 
semirrectas en que queda dividida o por el punto O, mientras que a valores negati¬ 
vos de r les corresponderán puntos de la otra semirrecta. 

Resulta más cómodo determinar los puntos de una semirrecta por medio de las 
igualdades (2) siempre para los valores positivos de i, distinguiendo las semirrectas 
de origen común O, situadas sobre la recta a, según los signos de las magnitudes m y 
rr. si para una de las semirrectas m = pyn = q, para la otra m - - p,n = - q. 

Llamaremos a las magnitudes m y n parámetros normalizados de la semirrecta, 
si para éstos se cumple la relación 

m 2 + n 1 — 1 ; 

en el caso X = - -, esta condición se satisface. 

vu 2 + 


12* 
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Evidentemente, una semirrecta queda determinada fijando el origen (x Ql _y 0 ) y los 
parámetros normalizados m, n. 

Recíprocamente, si se ha fijado una semirrecta, su origen (jc 0 , y$ y sus pará¬ 
metros normalizados m, n quedan determinados univocamenie. 

Para denotar una semirrecta, utilizaremos la escritura {x g ,y 0 ; m, n), asumiendo 
siempre que m 2 + n 2 = I. 

Ahora podemos establecer fácilmente la propiedad mencionada más arriba de 
las transformaciones ortogonales: por cualquier transformación ortogonal, los pun¬ 
tos que constituyen una semirrecta se llevan en punios que forman, asimismo, una 
semirrecta. 

Sea dada la semirrecta (x 0 . y g , m, n). Todos sus puntos se obtienen si damos, en 
las fórmulas 

x = + mi, 

y = y 0 + 

todos los valores positivos posibles al parámetro /. Consideremos alguna transfor- 
■ marión ortogonal de I especie 

x' = ax - 0y + c,, 

y' = 0X + ay + Cj, 

o bien de II especie, 

x' = ax + 0y + c,, 
y' = 0x - ay c 2 . 

Un punto arbitrario (x, y) de la semirrecta dada se transforma, en el primer caso, en 
el punto 

x' = (am - 0n)l + (ax g - 0y o + c,), 

y' = (0m + an)l + (0x g + ay 0 + c 2 ), 

y en el segundo, en el punto 

x' = (orm + 0n)i + (ax 0 + 0y o + c,), 

y' = (0m - an)l + (Bx 0 - ay 0 + Cj). 

En ambos casos estas expresiones pueden escribirse en la forma 

x' = m ' / + x¿, 
y' = +y'o, 

y, por ende, los puntos (x\y') que se obtienen para diferentes valores positivos de 
r, se encuentran sobre la semirrecta de parámetros m',n'. Queda, con esto, proba¬ 
da nuestra afirmación. Obsérvese que los parámetros 

rn' = am — 0n, 
n' = 0m + an, 

o bien 

m ' = am + 0n, 
n' = 0m - an 
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son normalizados. En efecto, 

m' 2 + n' 2 = (am 0n) 2 + (fim ± an) 2 = (a 2 + 0 2 )m 2 + (t* 2 + 0 2 )n 2 = m 2 + n 2 = I. 


Convendremos en decir que la semirrecta (x¿, y¡¿ »/,' n ') fue obtenida de la (x 0 , 
Xq’, ">■ n) por una transformación ortogonal. Entonces, tiene lugar la siguiente pro¬ 
posición. 

Lo transformación ortogonal de I especie (I) o de II especie (II) que lleva los 
puntos (x, y) en los (x', y ') determina una transformación ortogonal de I o II espe¬ 
cie respectivamente, de las semirrectas (x„. y Q , m.n) en las semirrectas (x¿, /„■ m ', 
«'). 

Las magnitudes x¿, y¿; m ', n' se expresan por las fórmulas 
X Ó = «*o “ ftVo + c i- ’ 

- V Ó " 8*0 + Vo + c 2- 
m' = am - 0n, 
n' = 0m + an j 

en el caso de una transformación de I especie, y por las fórmulas 


x¿=cüt 0 + 0yo + c t , ■) 

y'o = 0*0 ~ <V 0 + c 2- 
m‘ = am + 0n, 
n' = 0m — an 


(l‘) 


(II*) 


si se trata de una transformación de II especie. Además, si los puntos (x, y) se en¬ 
cuentran sobre la semirrecta (x 0 ,y 0 ; m, n), sus imágenes (.v', y' ) estarán sobre la se¬ 
mirrecta ix¿,y¿; rn'.n"). 

Ahora definiremos, en nuestra realización, la congruencia de segmentos y de án¬ 
gulos. 

Diremos que un segmento AB es congruente a otro, A ' B‘ , si existe una trans¬ 
formación ortogonal (de puntos) que envía el punto A en A ', y B en B'. 

Diremos que el ángulo (h, k) es congruente al (h‘, k '), si existe una transforma¬ 
ción ortogonal (de semirrectas) que envía la semirrecta h en la h', y k en k'. 

Hay que mostrar que estas definiciones satisfacen todas las condiciones requeri¬ 
das por los axiomas III,I — III,S. 

Con este fin, analicemos sucesivamente todos los axiomas del tercer grupo. 

El axioma 111,1 pide que para cualquier segmento AB prefijado de antemano, 
sobre toda recta a', a cada lado de cualquier punto prefijado A ' de ella, exista exac¬ 
tamente un punto B' que determine con A' un segmento A'B' al cual sea 
congruente el segmento AB. 

Sean dados el segmento A (x 0 , y^Bix, y) y un pumo A'(x¿. y¡j) sobre alguna 
recta a'(u' : v' : w'). Las magnitudes 

V , a- 

m = , n = - 

VU'2 +■ V ' 2 Vtt'2 + v'2 


son los parámetros normalizados de una de las dos semirrectas que determina el 
punto A ' sobre la recta a' (las magnitudes - m', - n' serán los parámetros nor¬ 
malizados de la otra semirrecta). 
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Sean m y n los parámetros normalizados de la semirrecta AB\ entonces el punto 
B(x, y) se determina por las fórmulas 

x= x 0 + mi, 

y = y 0 + ni, 

para un valor positivo bien definido de /. 

Buscaremos la transformación ortogonal que lleva la semirrecta C»r 0 , >> 0 ; m, n) en 
la semirrecta (x¿, /»',«'), Según (I*), de las ecuaciones 

am - ¡ín = m', 

0m + an = «' 

hallamos de inmediato: 

a = mm’ + nn\ 

8 = mn‘ — nin ', 

siendo, además. 

o’ 2 + 8 2 = (mm’ + nn’j 1 + ( mn ' - nm ') 2 = 

= m 2 (m' 2 + n' 2 ) + n 2 (m' 2 + n’ 2 ) = m 2 + n 2 = 1. 

Determinando <?, y c 2 del primer par de ecuaciones (F *), obtenemos exactamente una 
transformación de I especie 

x‘ = ax — 0y + o,, 
y' - 0x + ay + c 2 , 

que lleva la semirrecta (x 0 , y 0 ; m, n) en la (x¿, y¿; m', n 1 ). 

Análogamente se puede establecer que existe exactamente una transformación 
de II especie que también lleva la semirrecta (x 0 ,y 0 ; m, n) en (r¿, y¡¿ m‘, n"). 
Ambas transformaciones aplican el punto tí(x, y) en el mismo punto B(x ', y '): 
x‘ =* x¿ + m'l, 
y' =y¿ + n'i. 

Asi, en la recia a', a un lado cualquiera del punto A ', existe un punto B‘ tal que 
AB a a ’B‘. Hemos mostrado, asi, que esta condición del axioma III,I se satisfa¬ 
ce. 

El axioma II 1,1 también requiere que 

AB ¡a BA. 

Pero esta condición también se satisface. En efecto, la transformación ortogonal 

= - x + C»j + x 2 ), 

y = -y + (y, + y 2 ) 

aplica el punto A (*,, y,) en el B(x r 2 , y 2 ) y, recíprocamente, el B(x 2 , y 2 ) en el A (*,, 

y l )• 

Queda así establecido que todas las condiciones del axioma 111,1 son observa¬ 
das. 

Pasemos al axioma siguiente, III.2, según el cual de las relaciones de congruen¬ 
cia 

A'B' s AB y A’B" a AB 
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debe seguir que 

A'B' a A’B". 

En nuestra realización, esta condición se satisface, como consecuencia de las 
propiedades de grupo de las transformaciones ortogonales. Precisamente, 

1. Cada transformación ortogonal posee una inversa, que también es ortogonal. 

2. Si alguna transformación ortogonal aplica los puntos (x, y) en los (x',,y'), y 
alguna otra transformación ortogonal aplica los puntos (x', y') en los puntos (x", 
y" ), la transformación resultante (es decir, el producto de las dos dadas), que aplica 
los puntos (x, y) en los (x*. y'), también es ortogonal. 

En efecto, consideremos una transformación ortogonal arbitraria, cuya matriz** 
denotaremos con <t>; llamando a la matriz transpuesta, e la la matriz unidad, po¬ 
demos escribir la condiciónf**) de ortogonalidad (véase la pág. 179) en la forma 

$4’' = I. (N) 

De aquí se desprende que el determinante de la matriz «b es igual a ± I y, por ser di¬ 
ferente de cero, cada transformación ortogonal tiene una inversa. La matriz de la 
transformación inversa satisface la condición de ortogonalidad. En efecto, obsérve¬ 
se, previamente, que la relación (N) implica 

ij-1 = 

pero 4 , ('fr' 4 1 ) = (♦♦' )$ = 4’; por esto, 4>'4' = /, y 

(*-!)(<*■-')' = 1. 

En conclusión, lo transformación inversa a una ortogonal es también ortogonal. 
Sean, ahora, <t> y ♦ las matrices de dos transformaciones ortogonales; el produc¬ 
to de estas transformaciones es. evidentemente, una transformación de matriz 
X = *$. Utilizando la conocida relación 

(**)' = 4>’ 

resulta sencillo comprobar que la matriz X satisface la condición de ortogonalidad. 
Efectivamente, tenemos: 

XX' = ♦♦(♦♦') = ♦♦(♦’♦') = *(++')*' o 4'/ + ' = = /. 

Así, al efectuar sucesivamente dos transformaciones ortogonales, la transformación 
resultante es, también, ortogonal. 

Una vez comprobado que las transformaciones ortogonales poseen propiedades 
de grupo, podemos demostrar sin dificultad que el axioma 111,2 se satisface en 
nuestra realización. 

Supongamos que A'B' s AB y A"B" s AB. Convendremos en simbolizar 
la transformación ortogonal que aplica un punto arbitrario M' en un punto M, con 
la escritura 

M = 


*> Como ordinariamente se entiende aquí por matriz de la transformación (*) a la matriz 
formada por los coeficientes de x. y en los segundos miembros de esta expresión, es decir, 



(N. deI Tr.) 
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Si A ' B' = A tí, existe una transformación M «= $ (A/’) tal que 
A = *<A'), B=$(B'). 

Análogamente, si A ' B" e AB, existe una transformación M = ) tal que 

A = 'HA'), B = *(B'). 

Denotando con 4' -1 la transformación inversa a hallamos: 

/»' = ♦ " 1 (A) = ♦ “ 1 («*> <>í')), 

B ' = 'J'-'(B) = *-'(*(«■)). 

En virtud de las propiedades de grupo, la transformación es ortogonal; por 
lo tanto, A’B" s A‘B". 

Pasemos al axioma 111,3. Sean A,B,C tres puntos de alguna recta a y suponga¬ 
mos qe B está entre A y C; sean A ', B', C‘ tres puntos de alguna recta o', que se 
encuentran en análoga posición relativa. El axioma 111,3 requiere que 

Afl = A'B', BC = B'C' 

implique 

AC * A'C'. 

De acuerdo con los razonamientos expuestos al inverstigar el axioma 111,1, existe 
una transformación ortogonal que lleva la semirrecta BA a la BA' y, simultáne¬ 
amente, la semirrecta SCa la B'C'. Como AB a A'B'yBC = B’C', de los mis¬ 
mos razonamientos (o bien del propio axioma 111,1) sigue que la transformación in¬ 
dicada lleva el punto A en A' y el C en C'. Por ende, AC b A'C', es decir, el 
axioma 111,3 se satisface. 

Mostremos ahora que en la realización aritmética se satisfacen las condiciones 
contenidas en el axioma 111,4: si (A, k) es un ángulo arbitrario, h ', alguna se¬ 
mirrecta, entonces a cada lado de ésta se encuentra exactamente una semirrecta k ', 
que forma con ella un ángulo ¿ (A',*'), al cual es congruente el dado x. (A, k)-, 
además, 

¿(h,k)a a.(A, k), ¿(A,A)u k, h ). 

Recién ahora tendremos que hacer una distinción esencial entre las transforma¬ 
ciones ortogonales de I y II especie. 

Sea dada alguna semirrecta A; imaginémonos que la hemos completado hasta 
una recta A y consideremos los dos semiplanos que quedan separados por la recta A. 
Denotemos uno de ellos con /, y el otro, //. Sea, asimismo, A' alguna otra semirrec¬ 
ta, A', la recta que la contiene, y /’, II', los dos semiplanos separados por la recta 

Supongamos que 4>, y 4> 2 son transformaciones ortonogales de I y II especie res¬ 
pectivamente, cada una de las cuales lleva la semirrecta h en la h'. Entonces, cada 
una de las transformaciones «t», y 4* 2 lleva los puntos del semiplano /en los de uno de 
los dos semiplanos /' y //', y los del semiplano //, en los del otro de los semiplanos 
/', U ‘; además, si lleva el semiplano I en el /', $ 2 llevará I en II'. 

A fin de probar esto, comencemos observando que a puntos (x,, >>,) y (x 2 , y 2 ) si¬ 
tuados en lados diferentes con respecto a la recta (u : v : w) les corresponden núme¬ 
ros ux, + vy, + w y ux 2 + vy 2 + w de signo diferente, como fue mostrado más 
arriba, al discutir el axioma de Pasch. Asi, entonces, para los puntos (x, y) de un se¬ 
miplano debe ser ux + vy + w > 0, y para los del otro, ux + vy + w < 0. 
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Si (x 0 , y¿) es el origen de la semirrecta h y m,n son sus parámetros normalizados, 
la condición de pertenencia del pumo (x, y) a uno u otro semiplano de borde h 
puede escribirse en la forma 

n{x - x„) - m(y - y 0 ) > 0 
y 

n(x - x 0 ) - ni (y - y 0 ) < 0 

respectivamente. Sean (x¿,y¿) el origen, y m', n', los parámetros normalizados de 
la semirrecta /»'. Si 

x' = <tr - 0y + c,, 
y' = 0x + ay + c 2 

es la transformación ortogonal de 1 especie que lleva h en h', entonces 
x' - x' 0 = o(jr - x 0 )- 0(y- y¿). 

y-y¿ = - V + <*(y - yo>- 

ni' — am — 0n, 
n' = Bm + an, 

de donde 

»'(*' - x¿)-m'iy' - y¿) = «(-«■ — ^ - m(y - y 0 ). (a) 

Si, en cambio, h va en h' por medio de la transformación de 11 especie 

x' = ax + ¡}y + c,, 
y' = 0X - ay + C 2 , 

entonces 

x ¿) - "''O' - y¿) = - n(x - Xq) + m(y - y 0 ). (/?) 

De las igualdades (a) y (0) se desprende directamente la propiedad indicada arri¬ 
ba de las transformaciones ortogonales. Al mismo tiempo, se comprueba de inme¬ 
diato la primera condición del axioma 111,4 en la realización que estamos conside¬ 
rando. 

En efecto, como ya sabemos, existe una transformación ortogonal de I especie y 
una de II especie, que llevan el lado h de un ángulo z (/i, k) en una semirrecta h'. 
De estas dos transformaciones, sólo una lleva ta semirrecta k en una semirrecta 
que se encuentre en un semiplano prefijado de antemano y limitado por h'. 

Así, pues, a cada lado de la recta h' hay exactamente una semirrecta k' que for¬ 
ma, junto con h', un ángulo z (/i', k') tal que z (h, k) a z (h' , k'). 

Las dos condiciones restantes del axioma 111,4 se verifican aún con mayor sen¬ 
cillez. 

La relación 4 ( h,k) 3 z (h, k ) tiene lugar, pues existe una transformación or¬ 
togonal que deja k y k en'su lugar: la transformación idéntica 

x' = x, 
y' = y. 

La relación z (h, k) a z (k, h) tiene lugar, pues existe una transformación ortogo¬ 
nal que lleva h en k y k en h. 
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Precisamenle, si (x 0 , y¿) es el vértice del ángulo; m¡, n, y m 2 , n 2 son los pará¬ 
metros normalizados de las semirrectas h y k. dicha transformación (de II especie) 
es 

x' = (m,m 2 - n,/i 2 )x + (/t,m 2 + m,/t 2 )y + 

+ [x„ - (m,/n 2 - /t,n 2 )x 0 - (n,jn 2 + /n,/r 2 )>- 0 l, 
y' = <dj/»i 2 + m,n 2 )x - (/n,m 2 - n,/i 2 )^< + 

+ I^O ~ ("i m 2 + m¡n 2 )x Q + (/n,m 2 - n,n 2 )y 0 ). 

Efectivamente, por estas fórmulas obtenemos jc¿ = x Q . y¿ = y Q , y por las fór¬ 
mulas (IT) para los valores dados de a y 0, tenemos que mj = m 2 , n\ = n 2 y 
m 2 = /n¡, n 2 = n,. 

Quedan, así. verificadas todas las condiciones del axioma 111,4. 

Analicemos, por último, las condiciones del axioma 111,5: si ABC y A 'B'C' son 
dos triángulos, de las relaciones AB <m A'B'.ACb A'C, ¿ BAC e xB'A'C' 
deben seguir las relaciones ¿ABC * ¿ A 'B'C' y ¿ ACB s cA'C'B'. 

Estas condiciones son satisfechas en nuestra realización. En efecto, a base de lo 
expuesto podemos afirmar que con la condición AB = A'B' existen dos transfor¬ 
maciones ortogonales (una de I y otra de II especie), que llevan el punto A en el A' y 
el B en el B'. Como consecuencia de la relación ¿ BAC = x. B'A 'C, una sola de 
ellas lleva la semirrecta AC en la A 'C' y.con.o/tC o -4'C', esta misma transfor¬ 
mación lleva el punto Cen el C '. Consecuentemente, existe una transformación or¬ 
togonal que lleva los puntos A , B, C en A ', B', C' respectivamente: esto implica 
que z ABC = x.A'B'C‘ y ¿.ACB = xA'C'B'. 

Hemos comprobado, entonces, que la definición dada de congruencia de seg¬ 
mentos y ángulos satisface todos los axiomas del tercer grupo. 

Pasemos a los axiomas de continuidad IV,I — IV,2. En nuestra lista de 
axiomas, el cuarto grupo lo forman los axiomas de Arquímedes y de Cantor. 
Podríamos verificarlos directamente, tal como lo hicimos con los grupos I, II, III. 
Sin embargo, resulta más sencillo proceder de otra manera. Utilizaremos el teorema 
41 del § 23, que establece la equivalencia (si se cumplen los axiomas de los grupos 
I — III) de los axiomas IV,I y IV,2 al principio de Dedckind. En virtud de este te¬ 
orema. para nuestros fines basta establecer que en la realización aritmética, en el 
conjunto de puntos de cada recta se cumple el principio de Dedckind. Pero esto es 
evidente. En efecto, sea (u : v : w) alguna recta y sea, por ejemplo, v * 0; conside¬ 
raremos que sobre esta recta el punto (x,, y,) precede al (x 2 , y 2 ). si x, < x 2 . En este 
caso, al efectuar cualquier cortadura de Dedckind en el conjunto de los puntos (x, 
y) de la recta (n : v : w), simultáneamente efectuamos una cortadura de Dedekind 
en el conjunto de los números reales (xj. Como en el conjunto de los números re¬ 
ales tiene lugar el principio de Dedekind, existirá un número x aue realice la corta¬ 
dura, es decir, que clausure alguna de las clases. Hagamos 

— — ux — w 

y =-. 

V 

Evidentemente, el punto (x, y) está sobre la recta (u : v : w) y clausura una de las 
clases de la cortadura de Dedekind en esta recta. Por consiguiente, para cada corta¬ 
dura de Dedekind en el conjunto de puntos de cualquier recta existe un punto que 



2. Consistencia de los axiomas de la geometría euclidiana 


187 


realiza esta corladura. Dicho de otro modo, en todas las recias tiene lugar el princi¬ 
pio de Dedekind. Del teorema 41 del § 23 sigue entonces que los axiomas de conti¬ 
nuidad IV,1 y IV,2 se satisfacen en la realización aritmética. 

Nos resta considerar el axioma V de paralelismo. 

Sea («:»■: w) una recta arbitraria y (jt 0 , y<¿ un punto que no le pertenece, es de¬ 
cir, que satisface la condición 

ux 0 + vy 0 + w * 0. 

Debemos determinar si existe una única recta que pasa por (x 0 , yj y no tiene puntos 
comunes con (u : v : w), es decir, paralela a ésta, o bien si exista más de una. 

Sea («' : v' : w') una de estas rectas. Las magnitudes u ', v', w’ deben satisfa¬ 
cer dos condiciones: en primer lugar, debe verificarse la igualdad 

u'x 0 + v'y 0 + w' = 0, (•) 

pues la recta (u' : v' : w') pasa por el punto (x 0 , J 1 ,,); en segundo lugar, el sistema 
u'x + v'y + w' = 0, ] 

A í (“) 

ux + vy + w = 0 1 

debe ser incompatible, pues las rectas («' : v' : w') y (u : v : tv) no tienen puntos 

comunes. Si el sistema (**) es incompatible, debe ser, necesariamente, 

u' : u = v' : v, o bien, si se denota con a a cada uno de estos cocientes iguales, 
u‘ = nu , v‘ = ¡IV. 

De (*) hallamos en seguida: 

tv' = - h(uXq + vy,). 

Esto implica que 

u' : v' : w' = u : v : — (ux 0 + vy¿), 

de forma que las razones u‘ : v' : w’ están bien determinadas, es decir, existe exac¬ 
tamente una recta que pasa por (x 0 , yj y es paralela a la recta arbitraria prefijada 
(u : v : w). 

Entonces, en nuestra realización, las propiedades de paralelismo satisfacen el 
axioma V. 

Hemos indicado, asi, una realización concreta del sistema de axiomas 1 — V; 
por lo tanto, este sistema es compatible. 

Como esta realización se basa en el concepto de número real, el resultado indica¬ 
do tiene carácter condicional, y puede ser enunciado como sigue: 

£/ sistema de axiomas I — V no contiene contradicciones, siempre que la arit¬ 
mética de los números reales sea consistente. 

La demostración de la consistencia de la aritmética está fuera de los limites de 
los fundamentos de la geometría, de forma que dejaremos de lado este problema. 

Anotemos, por último, que todas las relaciones que hemos utilizado en el pre¬ 
sente parágrafo surgen en la geometría analítica, cuando se utiliza el sistema ortogo¬ 
nal cartesiano de coordenadas. Es por esto que a veces llamaremos cartesiana a la 
realización considerada aquí. 

Habiéndonos propuesto construir una realización concreta de los axiomas de 
Hilbert, hemos utilizado objetos de la aritmética y, verificando sucesivamente todos 
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los axiomas, hemos comprobado que (odas las definiciones dadas satisfacen estos 
axiomas. Como hemos eliminado (oda referencia a la intuición geométrica, debido 
a la naturaleza puramente aritmética de los objetos escogidos, el estudio efectuado 
resultó bastante engorroso. Lo hemos hecho con todo detalle, porque reviste suma 
importancia, al permitirnos concluir la consistencia de la axiomática de Hiibert (más 
precisamente, al reducirla a la consistencia de la aritmética). 

Además, como verá el lector en las secciones subsiguientes, algunas variaciones 
de la realización aritmética nos permitirán resolver varias cuestiones concernientes a 
la independencia de los axiomas I — V. 


3. Demostración de la independencia de algunos axiomas 
de la geometría euclidiana 

§ 72. En el § 69 destacamos el problema de minimalidad como uno de los bási¬ 
cos de la axiomática. A fin de resolverlo completamente, debe mostrarse que cada 
condición contenida en los axiomas adoptados es independiente de las restantes, es 
decir, que el número de condiciones no puede ser disminuido. Un tal estudio re¬ 
quiere mucho tiempo, y estaría fuera de lugar en nuestro libro. Nos limitaremos a 
demostrar la independencia de algunos de los axiomas I — V de los restantes 
axiomas de este sistema. 

Ante lodo, podemos afirmar que el axioma V de paralelismo no es consecuencia 
de los 1 — IV. El problema de su independencia ya lo hemos resuelto, de modo que 
no volveremos a él. 

Ahora mostraremos la independencia de los axiomas de continuidad (grupo IV), 

Demostraremos primero que el axioma de Cantor IV,2 no sigue de los demás 
(incluyendo el de Arqulmedes, IV,1). De acuerdo con el principio general de tales 
demostraciones (§ 69), debemos construir algún conjunto de objetos y definir rela¬ 
ciones mutuas entre ellos, de manera que éstas satisfagan todos los axiomas, a ex¬ 
cepción del de Cantor. 

Siguiendo a Hiibert, utilizaremos para esto el conjunto infinito (1 de los números 
que pueden obtenerse a partir de los racionales, al aplicar muchas veces las opera¬ 
c iones de suma, resta, multiplicación, división y, además, la quinta operación 
Vi + u 2 , donde w es un número ya obtenido por medio de estas operaciones. Evi¬ 
dentemente, el conjunto Q posee la siguiente propiedad: si u, y u¡s on dos números 
de n, entonces __ 

cu| + a»,i W| — uij. W|Wj, —^ (si W 2 ^ 0 ) y Vüj^*t* "í ° * "i. /■ + son tam¬ 

bién números del conjunto Q. 

Ahora definiremos los objetos geométricos: llamaremos punto a cualquier par 
de números (x, y) que pertenezcan al CONSUNTO 0; recta, a'la razón (u : v : w) de 
ríes números de este mismo conjunto, asumiendo que al menos uno de los dos nú¬ 
meros u y v es diferente de cero. 

Todas las relaciones mutuas entre los objetos (pertenencia de puntos a rectas-, 
congruencia, etc.) se definen igual a como lo hicimos en el § 71 , al construir la reali¬ 
zación cartesiana de los axiomas I — V; sin embargo, ahora escogeremos los coefi¬ 
cientes de las fórmulas de una transformación ortogonal sólo dentro del conjunto O. 
Al verificar los axiomas I, II, III, V, hemos utilizado sólo comparación de números, 
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operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicación, división) y la operación de 
extracción de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de dos números (esta úl¬ 
tima operación se utilizó al normalizar los parámetros de una semirrecta). Como 
observamos más arriba, estas operaciones, aplicadas a números del conjunto íí, 
producen nuevamente números de este conjunto. Por ello, todas las conclusiones 
que hicimos a! verificar los axiomas I, II, III, V en la realización cartesiana, siguen 
teniendo valor ahora, al restringir la elección de los números utilizados al conjunto 
£í. En consecuencia, se puede afirmar que en nuestra nueva realización se satisfacen 
todas las condiciones contenidas en los axiomas I, II, III, V. 

La situación es diferente con los axiomas del grupo IV. Verifiquemos por sepa¬ 
rado los axiomas de Arquímedes IV, 1 y de Cantor IV,2. Obsérvese, ante todo, que 
mediante un desplazamiento congruente (en nuestra realización, mediante una 
transformación ortogonal) toda semirrecta puede superponerse a cualquier se¬ 
mirrecta dada. Por esto, basta verificar la condición de Arquímedes en una recta 
cualquiera. Para nuestros fines lo más sencillo es tomar el eje x, es decir, la recta que 
contiene los pumos del tipo ( x , 0). Evidentemente, los puntos /t 0 (0, 0), A t (o, 0), 

A 2 (2a, 0). A n {na, 0).donde a > 0, determinan una sucesión de segmentos 

congruentes AqA, = A¡A¡ s — “ A , l A n +1 B En efecto, existe una transfor¬ 
mación ortogonal, precisamente: 

X' = X + <7, 

y' = y. 

que aplica cada uno de estos segmentos en su vecino de la derecha. Sea B(b, 0) un 
punto cualquiera, que satisfaga la única condición b > a. Para que en nuestra reali¬ 
zación tenga lugar el axioma de Arquímedes, debe existir un entero positivo n, tal 
que B se encuentre entre A 0 y A n . Los puntos A 0 , B,A„ estarán dispuestos en el or¬ 
den indicado, si na > b. Pero en la aritmética la proposición de Arquímedes es ver¬ 
dadera: cualesquiera que sean los números a > 0, b > 0. b > a, existe un entero n 
tal que na > b. Por lo tanto, la proposición de Arquímedes tiene lugar también en 
la realización que estamos considerando. 

Por el contrario, el axioma de Cantor no se cumple en esta realización. En efec¬ 
to, si en un sistema de puntos y rectas, conjuntamente con los axiomas I, II, III, 
IV,1, V, tiene lugar también el axioma de Cantor IV,2, entonces es posible de¬ 
mostrar que en este sistema siempre se puede hallar un segmento cuya longitud sea 
igual a cualquier número prefijado de antemano (véase el capítulo II, § 21, teorema 
35). En nuestra' realización, en cambio, las longitudes de todos los segmentos se 
expresan únicamente por medio de puntos del conjunto 0. 

Llegamos, así, a la siguiente conclusión: existe un sistema de objetos cuyas rela¬ 
ciones mutuas satisfacen los axiomas I — III, IV, 1, V, pero no satisfacen el axioma 
de Cantor IV,2. Dicho de otro modo, el axioma de Cantor no es consecuencia de los 
demás de ¡a geometría elemental. 

Si se toma en cuenta que el conjunto Q es numerable, el resultado obtenido 
puede expresarse también de otro modo: no es posible establecer que el conjunto de 
los elementos de Ia geometría es no numerable , si se utilizan sólo los axiomas 
I — III, IV.l, V, sin el axioma de Cantor. 

5 73. Ahora probaremos que también el primer axioma del cuarto grupo, es de¬ 
cir , el axioma de Arquímedes, es independiente de los axiomas de los grupos restan¬ 
tes I, II, III, V. 
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Para esto, tendremos que hallar una realización de los axiomas I. II, III, V, en 
donde no tenga lugar la proposición de Arquímedcs; tal realización existe, y se indi¬ 
cará más abajo. Al igual que la que acabamos de discutir, se basa en lá aritmética, 
sólo que en un cierto sentido generalizado, que se refiere al llamado sistema no ar- 
quimediano de números. 

A fin de aclarar al máximo la exposición que sigue, enumeremos las proposi¬ 
ciones básicas que se refieren a las propiedades de los números reales (las llamare¬ 
mos axiomas de la aritmética). 

1. Existe una operación llamada «suma», por medio de la cual del número a y el 
número b se obtiene un número determinado c; en notación simbólica, 

o + b = c. 

2. Existe otra operación, el «producto», mediante la cual del número o y el nú¬ 
mero b se obtiene un número determinado d; en símbolos, 

ob = d. 

3. Si o, b, c son números arbitrarios, tienen lugar las relaciones: 

a + & + c) = (a + b) + c. 
a + b = b + o. 
o (be) = (obk 
a(b + c) = ab + oc, 
ab - bo. 

4. (Definición de la diferencia.) Si o y bson números dados, existe un número x, 
y sólo uno, tal que o + x =¡ b. 

De los axiomas 3 y 4 sigue que existe un número, y sólo uno —que se llama cero 
y se denota con 0— , tal que para cada número o tiene lugar la relación 

(7 + 0 = 0 . 

5. (Definición del cociente.) Si o y b son números dados y a * 0, existe un nú¬ 
mero x, y sólo uno, tal que ax = b. 

De los axiomas 3 y 5 sigue que existe un número, y sólo uno —que se llama uni¬ 
dad y se denota por 1 —, tal que 

0 - 1 = 0 . 

6. (Propiedad de orden.) Si o y b son dos números diferentes, siempre uno de 
ellos es mayor (>) que el otro; entonces el segundo es menor (<) que el primero. En 
notación simbóUca, 

o bien 

o > b y b < o, 

o bien 

b > o y o < b. 

Además, si o > b y b > c, entonces a > c. Si o > b, entonces 
a + c > b + c. Si a > b y c > 0, entonces oc > be. Para ningún o tiene lugar la 
relación o > o. 

7. (Proposición de Arquimedes.) Si o y b son dos números positivos arbitrarios 
(o > 0 y b > 0), siempre se puede tomar el número o en calidad de sumando tantas 
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veces como para que la suma obtenida sea mayor que el número b: 

a + a + ... + a > b. 

8. Proposición de Cantor (o cualquier otra equivalente a ella). 

Todas estas proposiciones son aplicables al conjunto de los números reales con 
las operaciones aritméticas habituales. No nos interesa aquí decidir si las proposi¬ 
ciones I — 8 enumeradas constituyen un sistema completo de axiomas de la aritmé¬ 
tica, es decir, si se puede, a partir de éstas, demostrar cualquier teorema aritmético. 
Pero si se analizaran con atención los razonamientos y cálculos que hemos efec¬ 
tuado al verificar los requisitos de los axiomas geométricos en la realización carte¬ 
siana, se podría comprobar que hemos utilizado únicamente propiedades de los nú¬ 
meros, expresadas en las proposiciones I — 8. Por esto, resulta posible considerar 
el concepto de número desde un punto de vista axiomático, ampliando asi conside¬ 
rablemente la clase de objetos de la realización aritmética. Esta posibilidad jugará 
un papel importante en nuestro estudio. 

Imaginémonos cierto conjunto A, cuyos elementos serán de naturaleza indife¬ 
rente para nosotros. Supongamos que a cada par de elementos u, b del conjunto A 
(b puede coincidir con a) se le ha puesto en correspondencia un elemento c del mis¬ 
mo conjunto. Convendremos en llamar adición a esta correspondencia, y al elemen¬ 
to c, suma de los elementos a y ó; para denotar la suma, utilizaremos la notación ha¬ 
bitual: c o a + b. Supongamos, además, que a cada par de elementes o, b de A (b 
nuevamente puede coincidir con a) se le ha puesto en correspondencia, por otra 
regla, un elemento d de este conjunto. Llamaremos multiplicación a la segunda 
correspondencia, y al elemento d, producto de los elementos a y b. y escribiremos: 
d ■= ab. 

Por último, supongamos que los elementos del conjunto A se asumen dispuestos 
en un orden determinado, es decir, cualesquiera que sean dos elementos diferentes a 
y b, uno bien determinado de ellos se considera precedente del otro; convendremos 
en decir que el elemento precedente es «menor» que el que le sigue. 

Llamaremos números generalizados a los elementos del conjunto A , si las opera¬ 
ciones de suma y producto, asi como también el orden de disposición de los elemen¬ 
tos, están definidos de manera que se cumplan todas las relaciones indicadas en las 
proposiciones I — 8. 

Supongamos, ahora, que definimos objetos geométricos y las relaciones mutuas 
entre ellos de manera idéntica a como lo hicimos al construir la realización carte¬ 
siana, pero tomando números generalizados en lugar de los habituales. Evidente¬ 
mente, obtendremos cierta realización de los axiomas geométricos I — V, cual¬ 
quiera que sea la naturaleza de los números generalizados utilizados. Es totalmente 
claro que las realizaciones así construidas no se diferencian de manera esencial de la 
cartesiana. En efecto, aunque al construir los objetos geométricos nos permitimos 
utilizar elementos de naturaleza arbitraría, estamos sometiendo las operaciones con 
estos elementos a las reglas de la aritmética ordinaria. 

Sin embargo, es posible una generalización ulterior del concepto de número, que 
ya resulta ser útil y permite resolver el problema planteado: demostrar la indepen¬ 
dencia del axioma de Arqufmedes de los axiomas 1, II, III, V. Sea dado cierto con¬ 
junto A, para cuyos elementos se han definido las operaciones de suma y producto, 
y se ha establecido un orden; diremos que el conjunto A es un sistema no arquime- 
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diano de números (generalizados), si en éste son verdaderas las proposiciones 
1 — 6, pero no asi la proposición 7 de Arquimedes. 

Daremos, ahora, la descripción de un sistema no arquimediano. 

Consideremos el conjunto de todas las funciones racionales del tipo 


«(/) 


y+ v "' 1 + - + 

ó„t m + + ... + b m ¡ 


con coeficientes reales a k , b k . Le agregaremos, además, todas las funciones que se 
obtienen a partir de las racionales aplicando reiterad amente las operaciones de su¬ 
ma, resta, producto, cociente y la quinta operación Vi + u 2 (Q, donde <o(l) es una 
función ya obtenida por medio de estas operaciones. Denotaremos con Q(/) el con¬ 
junto de funciones construido de esta manera. Evidentemente, í)(r) contiene todas 
las funciones racionales y, en particular, las funciones del tipo w(l) = const., es de¬ 
cir, las funciones que al variar f se mantienen siempre iguales a un cierto número. 

Queremos considerar los elementos del conjunto 0(1) como números generaliza¬ 
dos. Para esto, tendremos que definir, ante todo, el sentido de las operaciones de 
suma y producto. Tomemos dos funciones cualesquiera a(r) y b(l) de 0(0; con la 
convención de considerarlas números generalizados, cambiaremos la forma de su 
escritura y pondremos sencillamente a, b en lugar de a(l), b(t). Claramente, 
fl(0 + 6(0 = c(/) es una función del conjunto 0(r), y otro tanto puede decirse de 
o(l)b(l) - d(t). Por esto, c(r) y d(l) son, asimismo, números generalizados c y d\ 
llamaremos al primero suma de los números a y ¿>, y al segundo, producto de estos 
números. Como para cada valor de /*> las operaciones a(t) + b(i) y a(t)b(t) se 
efectúan según las reglas habituales de la aritmética, las operaciones que acabamos 
de definir de suma y producto de números generalizados satisfacen las condiciones 
de las proposiciones I — 5. Aquí el cero de nuestro sistema de números generaliza¬ 
dos será la función idénticamente igual al 0 habitual, mientras que la unidad genera¬ 
lizada es la función idénticamente igual a la unidad usual. 

Como en el sistema dado de números generalizados se observan las proposi¬ 
ciones 1 — 5, las cuatro operaciones aritméticas resultan bie n definid as. Obsérvese 
que en nuestro sistema está definida, además, la operación vo 2 + b 2 ; en efecto, si 
a(i) y b(i) son dos funciones de í)(r) y a(t) no es idénticamente nula, pongamos 

Va 2 (O + b 2 (i) = ± o(0 J¡ + ^ 2 . 


Entonces el segundo miembro de esta igualdad da también una fu nción de 0(/). Es¬ 
ta función puede ser considerada como el número generalizado Vo 2 + b 2 , que se 
determina a partir de dos números dados o y b (cómo hay que cambiar la definición 
para o = O, se propone aclararlo al lector). 

Ahora definiremos el orden en el conjunto íí (f). Sea «(/) una función arbitraria 
de 0(1). que representa en nuestro sistema al número w. Si <u * O, es decir, si w(/) 


•• En rigor, no es para cada valor de r, sino para aquellos r pertenecientes tanto al dominio 
de a(l) como de b(i) (es decir, para los valores de / que no anulan el denominador de a, ni el 
de 6). Una observación similar cabe en la definición del cocienteo(í)/ó(f) (si * no es idéntica¬ 
mente cero). (N. del Tr.) 
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no es idénticamente nula, para un r* suficientemente grande tendremos que, para 
todo f > /*, la función u(/) tendrá un signo constante* 1 . Si o>(/) > 0 para I > l‘, 
convendremos en considerar positivo al número generalizado u>: u > 0; si, en cam¬ 
bio, para / > I * tiene lugar la desigualdad ta(f) < 0, consideraremos que u < 0. 
Una vez divididos, asi, todos los números generalizados (excepto el cero) en los po¬ 
sitivos y los negativos, introducimos la comparación de los números mediante la 
condición habitual: consideraremos que o > b, si a — b > 0. 

Es fácil comprobar que todos los requisitos de la proposición 6 serán satisfechos 
aquí. 

Sin embargo, en nuestro sistema de números generalizados la proposición 7 no 
tiene lugar; el sistema es, en consecuencia, no arquimediano. 

' A fin de comprobarlo, resulta más cómodo representar el criterio de desigualdad 
a > b enunciado arriba en la siguiente forma geométrica: a > b, si para t - + oe 
la gráfica de la función a(l) se encuentra por encima de la gráfica de b(t). Como ya 
observamos, cnlre los elementos del conjunto Q(í) se encuentran las funciones que 
al variar t mantienen un valor constante: <v(r) a c. Las gráficas de tales funciones 
son rectas paralelas al eje r. Cada función ea(f) a c representa, desde nuestro punto 
de vista, un número generalizado; lo representaremos simplemente por c, de forma 
que, al escribir 10 ó 20, sobreentendemos la función <a(f) idénticamente igual a 10 o 
a 20. Tomemos las dos funciones a{t) = 1 y b{l) a l, que están en el conjunto íl(í) 
y, en consecuencia, pueden ser consideradas como números generalizados o y ó. Si 
sumamos el número a consigo mismo n veces, ia suma obtenida se representa en el 
conjunto 0(í) por una función cuya gráfica es una recta paralela al eje / y situada en 
el semipiano positivo a una distancia n de este eje. La gráfica de la función b(t) » i 
es la bisectriz del primer ángulo coordenado. Pero cuando / — + oo, la gráfica de 
esla función pasa por encima de cualquier recta paralela al eje l (fig. 86). De aquí si¬ 
gue que cualquiera que sea la cantidad de veces que el número a se sume consigo 
mismo, para la suma obtenida siempre tendrá lugar la desigualdad 
a + a + ... + a < b. 


Esto sigue de que la función m(í) es algebraica (toda función algebraica lienc un número 
finito de cambios de signo). 


13-135 
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Asi, entonces, en nuestro sistema de números generalizados la proposición de 
Arquimedes no tiene lugar. 

Altora no resulta difícil construir un sistema de objetos geométricos en el cual se 
realicen los axiomas I, II, III, V, pero en donde sea falso el axioma de Arquimedes. 

Llamaremos pumo a un par de números (jt, y ) del sistema no akquimediano 
Í5<0, recta, a la razón (u : v : iv) de tres números u, v, w del sistema íl(/), sujetos a 
la única condición de que al menos uno de los dos números u, v sea diferente de ce¬ 
ro. Todas las relaciones mutuas entre los objetos geométricos son definidas de ma¬ 
nera idéntica a como lo hicimos en la realización cartesiana de los axiomas de Hil- 
berl. En el sistema fl(f) están definidas las operaciones de suma y produelo de do¬ 
memos, asi como también las relaciones «mayor» y «menor», en correspondencia 
con los axiomas de la aritmética I — 6, Además, para dos elementos ay b arbitra¬ 
rios, está definida la operación va 2 + ó 2 . Por esto, todos los razonamientos y cálcu¬ 
los que efectuamos al verificar los axiomas I, 11, III, V en la realización cartesiana, 
pueden ser repetidos en su totalidad ahora, cuando en lugar de los números ordina¬ 
rios utilizamos los números generalizados del sistema ()(/). Por lo tanto, en la reali¬ 
zación que acabamos de construir se satisfacen los axiomas I, II, III, V. En cambio, 
la proposición de Arquimedes !V,1 no tiene lugar en esta realización, pues el sistema 
de números O(r) es no arquímediano. De aquí se desprende que el axioma de 
Arquimedes no depende de los axiomas I, II, III, V. 

Resumiendo lo expuesto, podemos enunciar la siguiente proposición: 

Utilizando los axiomas 1, 11, III, V, no es posible demostrar el axioma de 
Arquimedes IV, I. 

Utilizando ios axiomas I , II , 111,1V, 1 V, es imposible probar el axioma de Can¬ 
tor IV,2. 

Es natural plantearse la pregunta: ¿no se desprende el axioma de Arquimedes de 
los restantes, incluyendo el axioma de Cantor? También aquí la respuesta es negati¬ 
va. 

Para comprobarlo, debe construirse un sistema no arquímediano de números en 
donde la proposición de Cantor tenga lugar. 

Presentaremos un ejemplo de tal sistema •>. 

Convendremos en llamar número a loda serie de potencias *■> 

<7 0 r' 1 + o,f'’ +1 + a¡t n * 2 + .... 


donde a,, a v ... son números reales ordinarios arbitrarios, y n, un entero ordi¬ 
nario cualquiera (positivo, negativo o cero). Incluiremos los números reales ordina¬ 
rios en el sistema considerado, como series del tipo 
a + 0 • I + 0 - i 1 + ... 


Llamaremos cero a la serie 
Si el número 


0 + 0 - / + 0 • I 1 + 


»"+l + 

no es cero, supondremos que el número ordinario o. es diferente de cero. 


■* Este ejemplo me fue presentado por A. N. Kolmogórov. 

•'* Se trata de series formales, es decir, no se plantea para nada su posible convergencia, 
yv: del Tr.) 
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Supongamos que la adición y la muliiplicación coinciden con las operaciones 
formales de adición y multiplicación de series de potencias (es decir, la suma de dos 
números de nuestro sistema, representados por dos series de potencias cualesquiera, 
se define como la serie de potencias obtenida sumando términos semejantes de las 
series que representan los sumandos; llamaremos producto de dos números de 
nuestro sistema, representados por dos series de potencias cualesquiera, a la serie de 
potencias que se obtiene multiplicando cada término de una de las series, que repre¬ 
sentan a los factores, por cada término de la otra, reduciendo luego términos seme¬ 
jantes y ordenándolos en potencias crecientes del argumento /). , 

No es difícil comprobar que los axiomas I — 5 de la arilmélica se satisfacen. 
Además, en nuestro sistema está definida la operación /T+ i»¿, donde w es un nú¬ 
mero cualquiera del sistema. La determinación del cociente x = — , con la condi- 

a 

eión de que o ’P 0, se reduce a la determinación sucesiva de los coeficientes desco¬ 
nocidos de la serie x, por medio de la comparación de los términos de ambos 
miembros de la ecuación 

ux = b; 

la determinación del número 

X = Vi + «a 2 

se efectúa análogamente, por medio de la ecuación 

= 1 + «*. 

Ahora introduciremos un orden en el conjunto de nuestros números. Con¬ 
vendremos en llamar positivo (mayor que cero) al número 

o 0 1" + <y n+l + •••• 

a 0 * 0, si u 0 > 0, y negativo (menor que cero), si n 0 < 0. Si a y f> son dos números 
de nuestro sistema, convendremos en considerar que a > b, si a - b > 0, y que 
a < b, si a - b < 0. El orden asi establecido satisface las condiciones del axioma 
6 de la aritmética. 

Verifiquemos que en nuestro sistema tiene lugar la proposición de Canlor. Sean 
dadas una sucesión monótona creciente de números de nuestro sistema 

a (m) _ a¡m),p m + t m = 1, 2. 

y una sucesión monótona decreciente 

*<™> = + .... m = 1,2. 

tales que 1) cualquier número de la sucesión a ,m> es menor que cualquiera de la suce¬ 
sión 2) cualquiera que sea el número positivo e (de nuestro sistema), existe un 
índice rn para el cual 

¿(m) _ 0 <m> < c , 

Demostremos que existe un (único) número de nuestro sistema, que está en el in¬ 
terior de todos los segmentos (d m \ ó< m| ). 

Obsérvese, ante todo, que las sucesiones numéricas ordinarias p m y q m (m = I, 
2, ... ) están acotadas por debajo. En efecto, si entre los números habituales p m hay 
números situados a la izquierda de 0 y tan lejos como se quiera de éste, de la suce- 
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sión de exponemesp,„ se puede escoger una subsucesión que tiende monótonamente 
a los coeficientes iniciales respectivos deben ser positivos, pues de lo contra¬ 
rio se violaría la condición de crecimiento monótono de la sucesión de números de 
nuestro sistema Pero, en lai caso, alguno de los números o'"' 1 será mayor que 
un cierto número de los ó ( '">, cosa imposible. 

Análogamente se demuestra la acotación por debajo de los números q m . Pode¬ 
mos, pues, considerar formalmente que todas las series que representan a a*"'* y 
¿><"' 1 , comienzan con términos de una misma potencia (admitiendo, durante el trans¬ 
curso de esta demostración, valores nulos para los coeficientes iniciales). 

Escribiremos ahora estas series como sigue: 

¿<m> _ frj m),n + I + _ 

Es fácil ver que, a partir de cierto m = m,, la diferencia no negativa 
bit" 1 - a\l"' debe hacerse igual a cero. Efectivamente, como la sucesión aes cre¬ 
ciente, la sucesión de los números (ordinarios) afi" 1 debe ser no decreciente. Análo¬ 
gamente. como la sucesión b ,m >es decreciente, la sucesión de números (ordinarios) 
M n) debe ser no creciente. Por tanto, la diferencia (de los números ordinarios) 
*i'” > - no Puede crecer. En consecuencia, o bien la diferencia b{¡"> - a¡¡"> es 
positiva lodo el tiempo, o bien es igual a 0 para algún índice y entonces permanecerá 
ya igual a 0 para todos los índices subsiguientes. Supongamos que siempre es 

¿Sí'" - > 0; 

tomemos en nuestro sistema el número positivo 

£ = /»+' + ... 

Entonces, para todo índice será 

b < m) - o*'"» > e, 

contra lo supuesto. Asi, pues, la diferencia ¿J¡*" - o¡¡ n> no puede permanecer positi¬ 
va. 

Concluimos que a partir de cierto «i = m,, 

bi¡ nl - o{«> = 0. 

Como la sucesión de los números ordinarios es monótona no decreciente, y 
la sucesión de los números ordinarios bf¡"\ monótona no creciente, a partir de 
m = /»!, los números a¡¡"> y bf¡”' serán constantes c iguales; hagamos 
afc'"’ = ¿j)" 111 = d 0 . Tenemos, entonces: 

«r «¿o ^ #"• 

Para rn ^ m,. razonamientos análogos, aplicados a las sucesiones de números 
ordinarios a j'"*, b^"\ nos permiten establecer que existe un número d¡ tal que, para 
m > m ¡t satisface las desigualdades 

d¡"> < d, < bf' 1 

y además, a partir de algún m = ;»,(«t 2 > »?,), se anula la diferencia M"'* - iA"'\ 
etc. 
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El número d = dtf" + el l /" +l + ... esiá en el inierior de iodos los segmentos 
(t/"' 1 , b*'"’). Con esto queda demostrada la afirmación de Cantor para nuestro siste¬ 
ma de números (la unicidad del número d se desprende inmediatamente de la segun¬ 
da condición en el enunciado del axioma de Cantor). 

En el sistema dado de números no tiene lugar la proposición de Arquimedes. 

En efecto, tomemos los dos números positivos 
a = i + 0 • r 1 + .... 
b = I 1 + 0 • l } + ...; 

para todo n natural tenemos: 

nb < a. 

es decir, la condición del axioma de Arquimedes no se cumple. 

En la realización aritmética de los axiomas de Hilbert, basada en el sistema de 
números que acabamos de describir, tiene lugar la proposición de Cantor (así como 
también todos los axiomas 1, II III, V), pero no se observa la de Arquimedes. 

Podemos, en consecuencia, afirmar: * 

Basándose en los axiomas I, II, III, IV,2, V, no es posible demostrar el axioma 
de Arquimedes IV, I. 

Asi, entonces, los dos axiomas que constituyen el grupo IV de axiomas de conti¬ 
nuidad son esenciales. 

El sistema geométrico que puede ser desarrollado ¡t base de los axiomas I, II, III 
(o bien I, II, III, V) y en donde no tiene lugar el principio de Arquimedes, lleva e) 
nombre de no arquimediano. En la geometría no arquimediana el proceso de medi¬ 
ción de longitudes no es aplicable a segmentos cualesquiera: además, muchas pro¬ 
posiciones de esta geometría se distinguen singularmente tanto de las proposiciones 
de lu geometría euclidiana, como de las proposiciones de la de Lobachevski. Esto no 
debe asombrarnos, pues el axioma de Arquimedes se utiliza en la demostración de 
muchos teoremas. En particular, en la geometría no arquimediana no son válidos 
los resultados de Lcgendre, que establecen la dependencia entre el axioma de parale¬ 
lismo y la proposición que se refiere a la suma de los ángulos de un triángulo (para 
más detalles, véase D. Hilbert, Fundamentos de la Geometría*’). 


4. Axioma de complctitud 

§ 74. En el cap. II las propiedades de continuidad fueron expresadas con dos 
axiomas: el de Arquimedes, IV,!, y el de Cantor, IV.2. En los «Fundamentos de la 
Geometría» de Hilbert, el primer axioma de continuidad es, al igual que en nuestra 
exposición en el cap. II, el axioma de Arquimedes; el segundo axioma de conti¬ 
nuidad difiere del de Cantor y fue llamado por Hilbert axioma de completiiud. Esta 
proposición se enuncia cotilo sigue. 

Los elementos {/¡untos, rectas, planos) de la geometría forman un Sistema de ob¬ 
jetos que, con la condición que se cumplan todos los axiomas adoptados antes, no 
admite extensión alguna, es decir, el sistema de pun tos, rectas y planos es tal que no 
se le puede agregar nuevos puntos, rectas y planos de forma que en el nuevo sistema 
extendido se sigan satisfaciendo lodos los axiomas I — III, IV,1, V, 


*• Véase, por ejemplo, la traducción castellana publicada en Madrid, 1973. ( N. del Tr.) 
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La conservación de lodos los axiomas, referida en esta proposición, debe enten¬ 
derse como sigue: luego de extender el sistema, las condiciones contenidas en todos 
los axiomas se siguen satisfaciendo como antes, de manera que, en particular, las re¬ 
laciones existentes entre los elementos — su orden, la congruencia de segmentos y 
ángulos, etc. — no se violan. Así, por ejemplo, un punto que antes de la extensión 
se encuentra entre otros dos. sigue estando entre ellos también después de la exten¬ 
sión; segmentos y ángulos congruentes antes, siguen siéndolo después de la exten¬ 
sión. A fin de poner más en claro el significado de la condición de compleiltud del 
sistema de elementos de la geometría, comparemos las dos realizaciones de los 
axiomas, que liemos discutido en los §§ 71 y 72. 

La primera es la realización cartesiana, que satisface todos los axiomas sin ex¬ 
cepción, En esta realización se llama punto a un par (x, y) de números reales cuales¬ 
quiera; retía, a la razón (u : v : w) de tres números reales, que se escogen con la 
única condición de que al menos uno de los dos números u, v sea diferente de cero. 
Las relaciones mutuas entre los objetos se expresan en relaciones aritméticas, que no 
, rcpei iremos aquí. 

La realización analizada en el § 72 se construye en forma totalmente análoga a la 
cartesiana. Aquí un punto es también un par de números reales; una recta, una ra¬ 
zón de tres números; las relaciones mutuas entre los objetos se definen por las mis¬ 
mas relaciones aritméticas que en la realización cartesiana. Pero en esta realización, 
a diferencia de la carlesiana, los objetos se construyen no a partir de todos los nú¬ 
meros reales, sino únicamente de los que pertenecen a cierto conjunto 0, que fue 
descrito detalladamente en su oportunidad. Por lo tanto, la colección de objetos de 
la realización considerada en el § 72 constituye una parte del conjunto de objetos de 
la realización carlesiana, pero tanto en una como en otra se satisfacen todos los 
axiomas I — III, IV.I. V. 

Imaginémonos el conjunto de objetos determinados con ayuda de los números 
de 12 como el dado inicialmenle, y el conjunto de objetos de la realización carte¬ 
siana, como el obtenido después de completar el primero. Como las relaciones mu¬ 
tuas entre los objetos de las dos realizaciones analizadas se expresan por iguales de¬ 
pendencias aritméticas (sólo que en un caso estas dependencias se refieren a todos 
los números reales, y en el segando, a los números reales de cierto conjunto), en la 
completación indicada todas las relaciones mutuas entre los objetos dados inicial- 
mente se conservan. Por ejemplo, si A, B, C, D son cuatro pumos del conjunto ini¬ 
cial y AB 3 CD, después de agregar los nuevos elementos seguirá siendo 
Ali s CD. Además, están bien definidas tamo las relaciones entre los nuevos obje- 
los y los iniciales, como las relaciones entre los nuevos elementos, y de manera tal 
que se satisfacen las condiciones de todos los axiomas originales. 

Consecuentemente, la colección de objetos determinados por el método descri¬ 
to, partiendo de números del conjunto (2, admite precisamente una completación 
prohibida por el axioma de completitud. Dicho de otro modo, está colección de ob¬ 
jetos no satisface el requisito de completitud. 

Es natural que se puede exhibir una cantidad infinita de sistemas similares de ob¬ 
jetos. Para esto, sólo hace falta variar adecuadamente la construcción del conjunto 
del que lomamos los números utilizados. Así, por ejemplo, en lugar del conjunto S2 
se puede tomar como base de la construcción de los objetos el conjunto de números 



4. Axioma de coniplelilud 


199 


que se expresan por medio de radicales, o bien el conjunto aún más grande de lodos 
los números algebraicos, etc. Entre las realizaciones aritméticas que se obtienen asi, 
sólo la cartesiana (basada en el conjunto de todos los números reales) satisface la 
condición de complelitud. Para comprobarlo, debe observarse, en primer lugar, 
que de todas las realizaciones aritméticas únicamente la cartesiana satisface el 
axioma de Cantor (o la condición de Dedekind) y, en segundo lugar que del axioma 
de Cantor, si se dispone de los demás axiomas, sigue la proposición de complelitud. 
La primera afirmación no necesita ser demostrada. En efecto, en ia realización car¬ 
tesiana se satisface el axioma de Cantor, como fue probado antes; por otra parte, el 
axioma de Cantor se satisface sólo en la realización cartesiana, entre todas las arit¬ 
méticas, pues la condición de Cantor (o la de Dedekind) no se cumple para cual¬ 
quier conjumo numérico que no contenga aunque sea un número. 

La segunda afirmación será demostrada. Además probaremos no sólo que del 
axioma de Cantor, unido a los restantes axiomas, se desprende la proposición de 
complelitud, sino que, reciprocamente, la afirmación del axioma de Cantor puede 
ser demostrada si a los demás axiomas se agrega la condición de complelitud. De¬ 
tallaremos lo dicho en forma del siguiente enunciado: 

Si un sistema de elementos geométricos satisface los axiomas I — V, no se la 
puede extender observando las condiciones de la proposición de compleiuud, es de¬ 
cir, la proposición de coinplcliludsigue de los axiomas I — V. 5/ un sistema de ele- 
memos geométricos satisface los axiomas \ — III, IV,l,V y la condición de comple- 
titud, entonces en éste tiene lugar la proposición de Cantor, es decir, la proposición 
de Cantor se desprende de los axiomas I — III, IV ,|,V más el axioma de compleli- 
lud. 

Demostremos ante todo la primera parte de esta proposición. Sea E un conjunto 
de elementos geométricos, es decir, un sistema de puntos, rectas y planos cuyas rela¬ 
ciones mutuas satisfagan los axiomas 1 — V. Supongamos que el conjunto E puede 
ser ampliado, agregando nuevos elementos, de forma que se cumplan las condi¬ 
ciones indicadas en el enunciado de la proposición de complelitud. Sea E' la colec¬ 
ción de elementos obtenida luego de la extensión. Las relaciones mutuas de los ele¬ 
mentos del conjunto ampliado también satisfacen los axiomas I — V. En el § 22 he¬ 
mos demostrado que, basándonos en los axiomas I — III, IV,I, se puede establecer 
una iirítmciización de los elementos de la geometría, de manera que cada pumo ten¬ 
ga como coordenadas una terna bien determinada (x. y, z) de números y que ningu¬ 
na lerna de números corresponda a puntos diferentes. Introduzcamos coordenadas 
en el conjunto E', eligiendo como unidad de medida de longitudes un segmento cu¬ 
yos extremos pertenezcan al conjunto E. Supongamos que E' tiene puntos que no 
están en E. Sea M‘ uno de estos puntos, y (x, y, z), sus coordenadas. Por hipótesis, 
el conjunto inicial de elementos E satisface los axiomas I — V. Como consecuencia 
de esto, y en virtud del teorema 35, § 21, entre los puntos del conjunto E siempre se 
puede hallar uno que tenga coordenadas prefijadas de antemano. Sea M el punto de 
E con coordenadas (x, y, z). Como M' no está en E, M' y M no pueden coincidir. 
Entonces, la terna de números (x, y, z ) corresponde a dos pumos diferentes M y 
M'. La contradicción obtenida nos muestra que E' no tiene más pumos de los que 
ya están en E. 

Supongamos que E' tiene rectas que no están en E. Sea a' una de ellas. En vir- 
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tud del axiomas 1,3, la recia a' tiene al menos dos puntos Ay B. Ambos pertenecen 
a E, pues E' no contiene nuevos pumos. Pero el conjunto E es, por si solo, una re¬ 
alización de los axiomas I — V. Por eso, el par de puntos Ay B determina una recta 
a, perteneciente a E. Como a" no está incluida en E, a' y a no pueden coincidir. En¬ 
tonces, los puntos A y B determinan dos rectas diferentes, en contra del axioma 1,2. 
La contradicción obtenida muestra que E' no tiene más rectas que tas ya contenidas 
en E. Análogamente se prueba que E' tampoco contiene nuevos planos. Con esto 
liemos demostrado que E no puede ser extendida, es decir, satisface la condición de 
completitud. 

Ahora demostraremos la segunda parle de la afirmación. Para simplificar, nos 
limitaremos a considerar la geometría del plano. Supongamos que ahora E denota 
un conjunto de puntos y rectas con respecto al cual se satisfacen los axiomas 
I — 111, IV, 1, V. El axioma de Cantor IV,2no lo adoptamos de antemano; en su lu¬ 
gar, supondremos que el conjunto E satisface la condición de completitud. 

Debemos obtener la proposición de Cantor como consecuencia de las premisas 
adoptadas. Para esto, introduciremos en el conjunto E un sistema de coordenadas 
en la forma hecha en el § 22, escogiendo de manera arbitraria dos rectas mutuamen¬ 
te perpendiculares y un segmento como unidad de escala, Entonces, a cada punto le 
corresponderá un par de coordenadas (x, y). Si pudiésemos basarnos en el axioma 
de Cantor, podríamos también afirmar, en virtud del teorema 35, § 21, que las co¬ 
ordenadas de los puntos del conjunto E cubren todos los pares posibles de números. 
Sin disponer de este axioma, trataremos, con todo, de demostrar esta afirmación, 
recurriendo al axioma de completitud. Hecho esto, se podrá establecer directamente 
que en el conjunto E tiene lugar el principio de Cantor. 

Para los puntos y rectas del conjunto E son válidos lodos los teoremas de la 
geometría euclidiana, con la posible excepción de algunos que se refieren a las pro¬ 
piedades de continuidad (pues entre los axiomas adoptados no está el IV,2). En to¬ 
do caso, el sistema de coordenadas escogido tendrá las características principales del 
sistema cartesiano de coordenadas. En este sistema, una recta se determina por una 
ecuación de primer grado 

ux + vy + h> = 0, 

de modo que a cada recta le corresponderá una razón de tres números (u : v : w). Uti¬ 
lizando el aparato usual de la geometría analítica, podemos caracterizar todas las re¬ 
laciones mutuas entre puntos y rectas del conjunto E, referidas en ios axiomas 
I — III, IV,1, V, por medio de dependencias aritméticas, que contienen las coorde¬ 
nadas x, y de los puntos y los coeficientes u, v, w de las ecuaciones de las rectas. Re¬ 
sulta evidente que las formas de estas dependencias serán idénticas a las que hemos 
utilizado al describir la realización cartesiana de los axiomas geométricos. 

Supongamos, ahora, que existen pares de números (x, y) que no son pares de co¬ 
ordenadas de puntos de E, y razones (iz ; v : w) que no son razones de coeficientes 
de ecuaciones de rectas de E. En este caso, como mostraremos ahora, el conjunto de 
elementos de la geometría E se puede extender, observando las condiciones indica¬ 
das en el enunciado de la proposición de completitud. 

Agreguemos al conjunto E nuevos puntos y réctas, determinándolos como sigue: 
un nuevo punto es cualquier par de números (x, y) que no sea un par de coordena¬ 
das de algún punto de E; una nueva recta es una razón de tres números cualesquiera 
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(u : v : iv), tales que al menos uno de los dos números u, v es diferente de cero, y 
que los números u, v, iv no son coeficientes de la ecuación de alguna recta de E. De¬ 
notemos con E' el conjunto de pumos y rectas obtenido después de la extensión. 
Los puntos y las rectas de E' se determinan unívocamente por pares de números (.v, 
y) y por razones de tres números (u : v : >v) respectivamente: además como tales 
representantes aritméticos de los elementos de E se encontrarán ahora todas las 
combinaciones posibles de todos los números reales. 

Todas las relaciones mutuas entre los elementos de E' se definen exactamente 
con las mismas dependencias aritméticas que encontramos al describir la realización 
cartesiana. Evidentemente, en este caso para los puntos y rectas del conjunto E' se 
cumplirán los axiomas 1 — III, IV,I, V, por cuanto éstos se satisfacen en la realiza¬ 
ción cartesiana. Además, de nuestras observaciones previas se desprende que las re¬ 
laciones mutuas entre los elementos del conjunto E' que pertenecen a E, no se dife¬ 
rencian de las que ya se tenían inicialmente entre los elementos de E, antes de la ex¬ 
tensión. Efectivamente, estas relaciones antes y después de la extensión se caracteri¬ 
zan por iguales relaciones aritméticas. El conjunto E ha sido, pues, extendido obser¬ 
vando las condiciones indicadas en el enunciado de la proposición de completilud, 
Pero como dicha proposición ha sido aceptada, y ésta excluye la posibilidad de una 
tal extensión, debemos concluir que como coordenadas (x,y) de los puntos del con¬ 
junto dado E deben estar presentes todos los pares posibles de números reales. Pero 
en tal caso cada recta de E puede ser considerada como un eje numérico, cuyos pun¬ 
tos representan todos los números reales. Como el principio de Cantor tiene lugar 
en el conjunto de los números reales, también debe ser válido en el conjunto de pun¬ 
tos de cada recta de E. 

Hagamos un resumen de nuestra investigación. 

Hemos demostrado que si se dispone de los axiomas I — III, IV,1, V, la conti¬ 
nuidad del conjunto de los elementos de la geometría puede asegurarse de dos for¬ 
mas equivalentes: tomando como axioma o bien la proposición de Cantor relativa a 
un sistema contractante de segmentos, o bien la de Hilbert, que se refiere a la 
completilud del sistema de los elementos geométricos. Si se acepta una de estas pro¬ 
posiciones sin demostración, la segunda puede ser ya probada como un teorema. 

Destaquemos otro hecho interesante, relacionado con el axioma de completilud. 
Es imposible conservar este axioma, si se elimina de la lista el axioma de 
Arquimedes. Es que siempre es posible, sin cumplir los requisitos de este último, 
completar el sistema de los elementos de la geometría con nuevos elementos, sin al¬ 
terar las relaciones mutuas entre los del sistema inicial. Por eso, el axioma de 
completilud da una contradicción, sin el de Arquimedes. Por esto, los dos axiomas 
de continuidad de Hilbert están orgánicamente relacionados: el primero prepara la 
condición de continuidad y el segundo expresa esta condición por medio del requisi¬ 
to de completilud. 


5. Completitud del sistema de axiomas 
de la geometría euclidiana 

§ 75. En el § 69 fueron indicados los tres problemas fundamentales de la 
axiomática: el problema de consistencia, el de independencia de los axiomas y el de 
completilud. Estos problemas surgen de manera natural al estudiar cualquier siste- 
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ma axiomático. Los dos primeros fueron discuiidos en las secciones precedentes, 
para el caso del sistema de axiomas de Hilbcrt. Ahora nos ocuparemos de! tercero. 

Trataremos, ante todo, de poner en claro su significado. Imaginémonos, para 
comenzar, la situación creada por el desarrollo de la geometría en la segunda mitad 
del siglo XIX. En esta época ya estaban bien consolidadas las disciplinas geométri¬ 
cas fundamentales y fue puesto en el tapete el problema de su fundamentación 
axiomática. Entonces quedó muy claro que el antiguo sistema de axiomas de Eucli- 
des no podía servir de base para un desarrollo lógico de la geometría. Había que 
construir un sistema completo de axiomas (y definiciones), es decir, un sistema que 
contuviera todas las proposiciones que, una vez aceptadas, permitieran efectuar las 
demostraciones de los teoremas de la geometría elemental sin referencia alguna a la 
evidencia que emana de un dibujo. En el capítulo II pudimos comprobar que los te¬ 
oremas que hemos considerado pueden ser demostrados en forma rigurosamente ló¬ 
gica, busándonos en los axiomas de Hilbert. 

Resulla natural, sin embargo, preguntarnos cómo debe entenderse, exactamen¬ 
te, la compietitud del sistema de axiomas de Hilbert. Es claro que podemos suponer 
que la compietitud de dicho sistema se establece analizando las demostraciones de 
todos los teoremas de la geometría conocidos, digamos, para el año 1900, Tal res¬ 
puesta puede satisfacernos únicamente si convenimos en considerar la geometría 
elemental como una disciplina concluida. Pero, a pesar de que históricamente el 
problema de fundamentación de la geometría elemental se resolvía cuando esta dis¬ 
ciplina estaba ya suficientemente elaborada, desde el punto de vista puramente ma¬ 
temático no podemos planlcar este problema considerando a la geometría dentro de 
un marco convencional, pues el número de teoremas posibles de la geometría es infi¬ 
nito. Por esio, intentaremos definir el concepto de compietitud de forma que se re¬ 
fiera al sistema dado de axiomas, independientemente de en qué medida se en¬ 
cuentra desarrollada la geometría que ha de ser fundamcniada con estos axiomas. 

Supongamos que los axiomas del sistema dado han sido realizados de dos mane¬ 
ras en dos conjuntos diferentes de objetos. Llamaremos isomor/as a dos realiza¬ 
ciones de los axiomas, si entre los objetos de éstas se puede establecer tina corres¬ 
pondencia biyccliva, lal que los objetos correspondientes se encuentran en rela¬ 
ciones mutuas análogas. (Asi, si el pumo A y la recia a de la primera realización 
corresponden al punto A' y la recta o' de la segunda y si el punto A está en la recta 
a, entonces A’ estará en la recta o'; si los segmentos AB y CD de la primera realiza¬ 
ción corresponden a los segmentos A'B y C'D' de la segunda y si AB ® CD, en¬ 
tonces A' B' s C’D ', etc. Aquí las relaciones «eslá en», «entre», «congruentes» 
deben entenderse en cada realización en el sentido concreto correspondiente.) 

Aclaremos esta definición con algunos ejemplos. 

En el § 46 mostramos que los axiotpas de la planimetría de Lobachcvski pueden 
ser realizados sobre cualquier superficie equidistante. Consideremos el sistema de 
superficies equidistantes con base común o. Sean E y E' dos superficies equidistan¬ 
tes de este sistema. Consideraremos que los pumos de las superficies E y E' se 
corresponden, si están sobre una misma semirrecta ortogonal a la base o; considera¬ 
remos, asimismo, que dos lineas equidistantes de las superficies E y E' se correspon¬ 
den, si están en un mismo plano ortogonal a la base a. Queda así establecida una 
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correspondencia entre los objetos de las realizaciones de la geometría de Lobachcvs- 
ki en E y en £'. Esta correspondencia es, evidentemente, isomorfa. 

Consideremos ahora los tres primeros axiomas del I grupo de Hilbert como un 
sistema independiente. Obtendremos una realización de este sistema, si llamamos 
puncos a los tres vértices de algún triángulo, rectas, a sus lados. Los requisitos de los 
axiomas 1,1 — 1,3 son aquí satisfechos, aunque hay en total seis objetos (la realiza¬ 
ción indicada se asemeja a la que fue descrita en el § 70, pero es aún más simple que 
aquélla; esto es comprensible, pues ahora lomamos en consideración sólo una parte 
de los axiomas del I grupo). Recordemos, por otra parle, las realizaciones aritméti¬ 
cas de los axiomas de Hilberi, descritas en los §§ 71 y 72; convendremos en conside¬ 
rarlas como realizaciones de los axiomas 1,1 — 1,3 únicamente (es decir, no nos in¬ 
teresará que en estas realizaciones se cumplan también los demás axiomas). Todas 
las realizaciones indicadas son no isotnorfas entre si. En efecto, en el primer caso los 
axiomas 1.1 — 1,3 se realizan sólo en seis objetos, mientras que en el § 72 se presen¬ 
ta una realización de dichos axiomas en un conjunto infinito, aunque numerable, de 
objetos; en cambio, el conjunto de objetos de la realización estudiada en el § 71 es 
infinito y no numerable. Así, cualesquiera que sean dos de realizaciones que tome¬ 
mos de entre estas tres, entre sus objetos es imposible establecer no sólo la corres¬ 
pondencia isomorfa, sino ni siquiera una biunivoca. 

Evidentemente, cuanto menor sea el número de requisitos planteados en ios 
axiomas de un sistema dado, tanto mayor libertad habrá en la elección de su realiza¬ 
ción, Asi, el sistema formado únicamente por los axiomas de Hilbert 1,1 — 1,3 
puede ser realizado por cualquiera de las tres formas indicadas arriba. Pero si a los 
axiomas 1,1 — 1,3 agregamos los del II grupo, la primera forma se desearla, pues de 
los axiomas I — II sigue que el conjunto de los objetos geométricos es infinito. 
Ahora bien, los axiomas I — III, IV, 1 pueden ser realizados tanto en la forma 
descrita en el § 71, como en la indicada en el § 72. Pero si a estos axiomas agrega¬ 
mos el IV,2, la realización indicada en el § 72 ya no sirve, pues allí no se satisface el 
axioma IV,2. 

Así, entonces, al completar cieno sistema de axiomas, agregándole axiomas 
nuevos, independientes de los anteriores y. por supuesto, compatibles con aquéllos, 
la clase de realizaciones admisibles del sistema se restringe. 

Ahora estamos ya en condiciones de enunciar de manera precisa el concepto de 
completitud de un sistema de axiomas. 

Un sisi ema dado de axiomas se dice completo , si todas sus realizaciones son iso- 
rnor/as entre si. 

Eslablcccremos, ahora, la completiiud del sistema de axiomas i — V *>. 

Supongamos que se considera alguna realización E de los axiomas 1 ! — V. Según 
el § 22, en el conjunto de objetos que recibieron el nombre de puntos en la realiza¬ 
ción £, se puede imroducir un sistema de coordenadas, de manera que a cada punto 
le corresponderá unívocamente un par de coordenadas (x, y) ya cualquier par de 
números (x, y) le corresponderá unívocamente un punto de coordenadas (.v, y). 


*> Nuevamcnlo nos limitaremos a considerar el caso de !a geomclria plana. 
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Además, si disponemos del axioma V (de paralelismo), el sistema coordenado, cons¬ 
truido en el § 22, es cartesiano. En consecuencia, las coordenadas de los puntos si¬ 
tuados sobre alguna recta se caracterizan por la ecuación 
ux + vy + iv = 0. 

Asi, entonces, los puntos de la realización E están en correspondencia biunivoca con 
los pares de números reales ( x , y), y las rectas, con las razones tipo (u : v : w). 

Hemos obtenido correspondencia biunivoca entre los objetos de la realización E 
y los objetos de la realización aritmética, considerada en el § 71. Esta corresponden¬ 
cia es un isomorfismo. Para comprobarlo, basta observar que los axiomas de la 
geometría elemental I — V permiten deducir las fórmulas cartesianas básicas, me¬ 
diante las cuales se caracterizan aritméticamente las relaciones mutuas de los obje¬ 
tos de la realización E. en forma idéntica a las relaciones mutuas de los objetos 
correspondientes de la realización indicada en el § 71. 

Vemos, asi, que cada realización de los axiomas I — V es isomorfa a la carte¬ 
siana. Pero, evidentemente, dos realizaciones isomorfas a una tercera, son isomor- 
fas entre si. Por lo tanto, dos realizaciones cualesquiera de los axiomas I — V son 
isomorfas entre sí. De aquí concluimos que el sistema de axiomas 1 — V es comple¬ 
to. 

Por razonamientos análogos se podría establecer la completitud del sistema de 
axiomas de la geometría de Lobacltevski (demostrando previamente, o partir de los 
axiomas, sus fórmulas básicas; véanse los §§ 216 — 224). 


6. Método axiomático en matemática 

§ 76. Hasta aquí hemos tratado únicamente con dos sistemas concretos de 
axiomas: el de la geometría de Euclides, y el de la de Lobachevski. 

Por cierto, a lo largo del presente capitulo hemos estudiado algunos sistemas que 
se oblicncn eliminando uno o varios axiomas de la lista de Hilbert; sin embargo, ta¬ 
les sistemas no contienen nada nuevo, por tratarse de partes del sistema de Hilbert. 

Por otra parte, el punto de vista general respecto de los objetos y los axiomas 
geométricos que fue alcanzado en el estudio de los problemas básicos de la axiomá¬ 
tica de la geometría elemental, nos permitió entrever la posibilidad de aplicar el mé¬ 
todo axiomática en un campo extremadamente amplio. 

En la actualidad, en la matemática, numerosas disciplinas se basan en sistemas 
de axiomas confeccionados adecuadamente. Son éstas, por ejemplo, la teoría de los 
grupos, la topología a-base de la teoría de los conjuntos, diversas ramas del análisis 
funcional.,En los axiomas que constituyen la base de tales disciplinas matemáticas, 
se toman en consideración sólo algunas propiedades de los objetos matemáticos es¬ 
tudiados. Por regla general, estas propiedades son comunes para numerosas clases 
de objetos, que difieren unas de otras por el carácter de sus propiedades restantes. 
Con esto se consigue que los teoremas deducidos a partir de ios axiomas adoptados, 
son válidos simultáneamente para todas las clases de objetos matemáticos concre¬ 
tos. La generalidad de las deducciones matemáticas es una de las características pri¬ 
mordiales de la aplicación del método axiomático. 
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Es impórtame destacar que como base de la mayoría de las teorías matemáticas 
se toman sistemas incompletos de axiomas. Por ejemplo, los axiomas de la teoría de 
grupos constituyen un sistema incompleto, ya que existen grupos no ¡somorfos. Los 
espacios que se estudian en la topología a base de la teoría de ios conjuntos también 
están fundamentados por un sistema incompleto de axiomas. La gran amplitud de 
las aplicaciones de la topología y la teoría de grupos se debe a que estas disciplinas 
tienen por base a un sistema incompleto de axiomas. 

Si se agregan nuevos requerimientos a los axiomas de la topología, la clase de es¬ 
pacios cuyos elementos satisfacen el sistema ampliado de axiomas será más restrin¬ 
gida que la original. Así, por ejemplo, completando sucesivamente la axiomática de 
un espacio topológico con nuevos axiomas, se puede llegar a uno de los sistemas 
completos de axiomas que determinan el espacio de Euclidcs, o el de Lobachevski, o 
algún otro. Cabe observar que cuanto más axiomas contiene el sistema escogido, 
tanto más rico será el contenido de la teoría que se basa en ellos, pero, a la vex, tanto 
más restringido será el campo de su aplicación, es decir, tanto menor será la genera¬ 
lidad de sus teoremas. 
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GEOMETRÍA PROYECT1VA 


Capítulo V 

FUNDAMENTOS 

DE LA GEOMETRÍA PROYECTIVA 

1. Objeto de la geometría proycctiva 

§ 77. En las primeras décadas del siglo XIX. simultáneamente con el desarrollo 
exitoso de las investigaciones acerca de los fundamentos de la geometría, surgió una 
nueva rama de los conocimientos geométricos: la geometría proycctiva. Sus impul¬ 
sores fueron las artes gráficas y la arquitectura. En un comienzo, la geometría pro- 
yecliva tenía un diapasón bastante limitado de aplicaciones. Pero, a medida que se 
desarrollaba, se fue introduciendo más y más en diversos dominios de la geometría, 
hasta que, a fines del siglo XIX, las investigaciones sobre geometría proycctiva y 
sobre los fundamentos de la geometría elemental se unieron estrechamente. Un re¬ 
sultado notable de esta unión fue la elaboración, dentro de la geometría proycctiva, 
de una teoría profunda, que incluyó en un esquema unificado las geometrías de 
Euclidcs, de Lobachevski y de Riemann. 

§ 78. El conocido geómetra francés Poncclct (1788 — 1867) destacó, como ob¬ 
jeto de estudio, algunas propiedades de las figuras geométricas, que él llamó proyec- 
tivas. 

Ahora explicaremos de qué clase de propiedades se trata. 

Sea A una figura arbitraria, situada en algún plano a; 0, algún otro plano, y O, 
un punto arbitrario del espacio, que no pertenece a ninguno de los planos o, 0 
(fig. 87). El punto O, conjuntamente con cada punto M de la figura A, determina 
una recta OM ; ésta interseca al plano 0 en algún punto, que denotaremos con M‘ y 
llamaremos proyección deI pumo M (sobre el plano 0 desde el centro O). Las pro¬ 
yecciones de todos los puntos de la figura A en el plano 0 forman una figura A ', 
que se llama proyección de la figura A . La operación que permite obtener la figura 
A ’ lleva el nombre de proyección central desde el punto O. Variando la elección del 
punto O y del plano 0, podemos obtener, mediante proyecciones centrales de la fi¬ 
gura/1, un conjunto infinito de figuras que, en parte, serán parecidas a la figura A, 
peto que en muchos aspectos diferirán sustancialmentc de ésta. Por ejemplo, pro¬ 
yectando una circunferencia se puede obtener una elipse o una parábola, c inclusive 
una hipérbola; proyectando un triángulo regular se puede obtener uno de forma ar¬ 
bitraria, etc. Muchas propiedades de la figura, entonces, no se transmiten a su pro¬ 
yección. Así. por ejemplo, las propiedades de un triángulo regular pueden no con¬ 
servarse bajo una proyección, cuyo resultado no dará, en general, otro triángulo re¬ 
gular; la propiedad básica de la circunferencia, que se expresa en su definición habi¬ 
tual, también puede ser destruida al proyectar, pues, proyectando una circunferen¬ 
cia, se puede obtener, digamos, una elipse, etc. Análogamente, muchas magnitudes 
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Fig. 87 

relacionadas con la figura en general cambiarán. Asi, al proyectar un segmento de 
longitud a dada, es posible obtener otro cuya longitud sea tan grande como se 
quiera, o bien tan pequeña como se quiera; al proyectar un triángulo de área A da¬ 
da, se puede obtener otro cuya área sea mayor, o bien menor, que la magnitud A. 

Por otra parte, las figuras poseen propiedades que se conservan en cualquier 
proyección, y a las figuras se les puede poner en correspondencia magnitudes que 
también se conservan en cualquier proyección. Tales propiedades y magnitudes se 
denominan invariantes de una proyección. 

Justamente las propiedades de las figuras que son invariantes con respecto a 
cualquier proyección, fueron llamadas por Poncclet propiedadesproyeclivas, consi¬ 
derándolas como el objeto de estudio de la geometría proyectiva. Son, asimismo, 
objetos de la geometría proyectiva las magnitudes invariantes con respecto a una 
proyección. 

ejemplos. Si los puntos P¡, P 2 . P„ de una figura A están sobre una misma 

recta, sus proyecciones P’ v P' v ... , P' n estarán, asimismo, en alguna recta. Conse¬ 
cuentemente, la propiedad de puntos de una figura de estar alineados, es proyecli- 
va. Se puede decir, de otro modo, que la recta es un objeto de la geometría proyec¬ 
tiva. 

Si los pumos Q t . Q 2 , ... , Q n de una figura A están sobre alguna sección cónica 
k, sus proyecciones Q¡, Q{. ... , Q'„ también estarán en alguna sección cónica k '. 
Dicho de otra forma, la sección cónica es un objeto de la geometría proyectiva. 
Aquí únicamente debe tenerse en cuenta que las propiedades inherentes a la circun¬ 
ferencia exclusivamente, o exclusivamente a la elipse, o únicamente a la parábola, o 
sólo a la hipérbola, no son propiedades proyectivas; por esto, en la geometría pro¬ 
yectiva no se hace diferencia alguna entre las secciones cónicas, como en ia 
geometría elemental. En otras palabras, aunque las secciones cónicas son objetos de 
la geometría proyectiva, sus tipos específicos —las circunferencias, elipses, parábo- 
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las, hipérbolas— no se distinguen en la geometría proyectiva, y no se estudian por 
separado. 

§ 79. El problema del estudio de las propiedades proyeclivas de las figuras atrajo 
la atención de muchos geómetras, entre los cuales mencionaremos, después de Pon- 
celet, a Cbasles (1793 — 1880) y a Steiner (1769 — 1863). A ellos pertenece la con¬ 
solidación de una serie de temas generales de la geometría proyectiva, en los cuales 
Steiner, Chasles y otros geómetras vieron el nacimiento de los métodos sintéticos en 
geometría. Al desarrollar estos métodos, en contraposición a los analíticos, estos 
geómetras lograron éxitos considerables en el perfeccionamiento del aparato de la 
geometría proyectiva y en su aplicación a diversos problemas geométricos. 

Sin embargo, el significado profundo de la geometría proyectiva en el desarrollo 
de las ideas geométricas no radica en la cantidad de casos particulares donde sus mé¬ 
todos resultan más cómodos que los de la geometría analítica, sino —como veremos 
ahora— en el grado de generalidad de la geometría proyectiva, que le permite unifi¬ 
car diversos sistemas geométricos, incluyendo, en particular, la geometría elemen¬ 
tal. 

Sin embargo, tanto para Steiner como para Chasles, la geometría proyectíva 
lucía como una parte de la elemental. Su transformación en una disciplina totalmen¬ 
te independiente fue ya un fruto de la segunda mitad del siglo XIX. 

Una premisa importante para esta transformación fue la utilización de elemen¬ 
tos infinitamente alejados, impropios en la geometría proyectiva. Ahora nos de¬ 
tendremos a discutir esto en particular. 

§ 80. Sea A un punto arbitrario del espacio y a una recta que no pasa por A 
(fig. 88). Tracemos por A y o el plano a y consideremos todas las rectas de a que pa¬ 
san por A; éstas forman un haz plano con centro A; lo llamaremos el haz A . 

Se puede establecer una correspondencia entre las rectas de este haz y los puntos 
de la recta o, asignando a cada punto M de a la recta m del haz A que corta a en el 
punto M (fig. 88); m se llamará recta proyectante del punto M. 

Evidentemente, cualquiera que sea la posición del punto M sobre la recta a, 
siempre le corresponderá una recta determinada m. Pero no podemos afirmar que a 
cualquier recta del haz A le corresponda un punto de la recta a. Precisamente, la 
recta o' de dicho haz que es paralela a a no la interseca y, por esto, no tiene punto 
que le corresponda. Entonces, la correspondencia entre las rectas del haz A y los 
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punios de la recta a no es biyectiva. Esio causa numerosos tropiezos al estudiar las 
proyecciones. A fin de evitarlos, se conviene en considerar que las rectas paralelas se 
cortan en el infinito. Entonces la recta a' del haz A, paralela a o, tendrá, al igual 
que toda otra recta del haz, un punto que le corresponda sobre la recta o, sólo que 
no será un punto ordinario, sino cierto objeto nuevo, llamado punto de! infinito, o 
punto impropio, de la recta a. 

El punto del infinito de una recta se considera perteneciente asimismo a todo 
plano que pase por esta recta. Además, se supone que rectas paralelas tienen un 
punto impropio común; por ello, un sistema de rectas paralelas situadas en un mis¬ 
mo plano es llamado haz con centro impropio. 

Obsérvese que, al proyectar, un haz con centro en un punto del infinito puede 
transformarse en un haz ordinario. Asi, por ejemplo, en la ftg. 89 el haz del plano a 
con centro impropio se proyecta desde el centro O sobre el plano 0 en un haz or¬ 
dinario con centro S. 

Se supone que los puntos impropios de rectas no paralelas son diferentes. Así, 
entonces, cada plano contiene una cantidad infinita de puntos impropios diferentes. 
El conjunto de todos los puntos del infinito de un plano es llamado su recta impro¬ 
pia, o recta del infinito. 

El conjunto de todos los puntos impropios del espacio se denomina plano 
impropio, o plano del infinito. Esta terminología se justifica por los dos hechos si¬ 
guientes: 

1. Dos planos paralelos tienen puntos del infinito comunes, a raíz de lo cual la 
colección de los puntos impropios de un plano puede ser considerada como la Ima¬ 
gen que se obtiene en la intersección de dos planos; por esto, resulta natural llamar 
recta a dicha colección. 

2. El conjunto de todos los puntos impropios del espacio determina, al interse¬ 
carse con cualquier plano ordinario, una recta impropia. Por ello, es natural llamar 
plano a dicho conjunto. 
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5 81. Todo lo expuesto se puede resumir como sigue. 

El conjunto de los objetos del espacio euclidiano es completado con elementos 
nuevos, que llevan los nombres de «punto impropio», «recta impropia», «plano 
impropio». La adjunción de elementos nuevos se efectúa observando determinadas 
condiciones, precisamente: 

1. Al conjunto de puntos de cada recta se agrega un punto del infinito; al con¬ 
junto de rectas de cada plano se adjunta una recta del infinito; al conjunto de pla¬ 
nos del espacio se agrega un plano del infinito. 

2. Las propiedades de incidencia del conjunto ampliado de elementos geométri¬ 
cos deben satisfacer las condiciones contenidas en todos los axiomas de incidencia 
(es decir, del primer grupo de axiomas de Hilbert). 

3. Las propiedades de incidencia del conjunto ampliado de elementos geométri¬ 
cos deben ser tales que dos planos cualesquiera tengan una recta común, cada par de 
recta y plano tengan un punto común, y cada par de rectas situadas en un mismo 
plano tenga, asimismo, un punto común. 

Una recta completada con el punto del infinito se denomina recta proyectiva ; 
dicha recta debe pensarse como una línea cerrada. Un plano completado con la rec¬ 
ta del infinito se llama plano proyectivo: el espacio completado con el plano del infi¬ 
nito lleva el nombre de espacio proyectivo. 

§ 82., Con frecuencia se introducen los elementos impropios también en la 
geometría elemental. Pero allí su aplicación se reduce, esencialmente, a una nueva 
manera de expresar resultados geométricos (en lugar de decir que las rectas son pa¬ 
ralelas, se dice que convergen en el infinito; un cilindro es considerado como un co¬ 
no con vértice en un punto del infinito, etc.). Por el contrario, en la geometría pro¬ 
yectiva los elementos impropios juegan el mismo papel que las figuras geométricas 
ordinarias, constituyendo una parte orgánica del espacio proyectivo. 

La causa de esta diferencia quedará totalmente clara, si se comparan los objetos 
de estudio de la geometría elemental y de la proyectiva. La primera se dedica, en 
gran medida, al estudio de las denominadas propiedades métricas de las figuras, es 
decir, las propiedades que tienen que ver con la medición de magnitudes geométri¬ 
cas (longitudes, ángulos y áreas). Siempre es posible medir cualquier segmento AB 
de extremos ordinarios y este proceso da como resultado un número determinado, 
que expresa la longitud del segmento AB. Pero si uno de los extremos del segmento 
es un punto del infinito, el proceso de medición pierde su sentido, pues sobre un tal 
segmento la unidad lineal puede ser colocada infinitas veces. Análogamente, el pro¬ 
ceso de medida de ángulos no es aplicable cuando un lado del ángulo es una recta 
impropia, y los métodos «intuitivos» de medición de áreas no pueden aplicarse a fi¬ 
guras que contienen elementos impropios. 

Así, en la geometría elemental los elementos impropios juegan, necesariamente, 
un papel particular y se diferencian sustancialmente de los elementos geométricos 
ordinarios, desde el punto de vista desús relaciones con éstos. Por el contrario, en la 
geometría proyectiva los hechos que distinguen a los elementos impropios de los de¬ 
más, pierden su validez, por cuanto las propiedades métricas de las figuras no son 
sus objetos de estudio. Es más, como los elementos impropios pueden transformar¬ 
se en ordinarios bajo una proyección, éstos no pueden poseer ninguna propiedad 
proyectiva que los distinga de los ordinarios. Por esto, en la geometría proyectiva 
no hay diferencias entre los elementos ordinarios y los impropios. 
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§ 83. La idea de los elementos impropios surgió hace ya bastante tiempo, l’ero la 
unificación de los elementos impropios y los habituales, que es natural desde el pun¬ 
to de vista de la geometría proyectiva, era ficticia, mientras las propiedades proyec- 
tivas de las figuras eran estudiadas con métodos de la geometría elemental, pues es¬ 
tos métodos se basan en la medida, y la métrica de la geometría elemental conduce 
inevitablemente a distinguir entre las imágenes finitas y las infinitas. A fin de dar un 
significado preciso al concepto de espacio proyectivo, fue necesario eliminar 
completamente de la geometría proyectiva todo lo que tiene que ver con mediciones. 

El problema de liberar a la geometría proyectiva de los métodos que utilizan me¬ 
diciones fue resuelto, en principio, por Slaudt (1798 — 1867). 

La geometría proyectiva, liberada de la métrica, se transformó en una disciplina 
que estudia únicamente las propiedades de la posición relativa de los objetos geo¬ 
métricos. Al mismo tiempo la geometría proyectiva se transformó en una disciplina 
geométrica independiente con su axiomática propia y su propia colección de objetos 
(como la recta proyectiva, el plano proyectivo y el espacio proyectivo). 


2. Teorema de Desargues. 

Construcción de grupos armónicos de elementos 

t 84. Construiremos la geometría proyectiva basándonos en cierto sistema de 
axiomas, que se refieren a las relaciones mutuas entre los objetos básicos. Dichos 
objetos son puntos, rectas y planos; las relaciones mutuas que se mencionarán en los 
axiomas son las de incidencia y de orden. Los axiomas de la geometría proyectiva, al 
igual que los teoremas que siguen de ellos, expresan determinadas propiedades del 
espacio euclidiano, completado con elementos impropios. Pero, claro está, por 
puntos, rectas y planos en la geometría proyectiva pueden entenderse objetos 
cualesquiera, y las relaciones mutuas entre ellos pueden interpretarse arbitrariamen¬ 
te, siempre y cuando se observe todo lo que se menciona en los axiomas. Entonces 
las deducciones que se obtengan de los axiomas expresarán resultados determina¬ 
dos, que se referirán a los objetos escogidos. Consecuentemente, el espacio proyec¬ 
tivo es un conjunto cualquiera de objetos, denominados puntos, rectas y planos, pa¬ 
ra los cuales se han definido relaciones mutuas de manera que se observen todas las 
condiciones contenidas en los axiomas que a continuación se presentan. 

Los axiomas de la geometría proyectiva pueden ser reunidos en tres grupos, de 
los cuales 

el grupo 1 contiene nueve axiomas de incidencia, 

el grupo II contiene seis axiomas de orden, 

el grupo III contiene un axioma de continuidad. 

En la presente sección se analizan los axiomas del I grupo y sus consecuencias 
más importantes. 

GRUPO t. AXIOMAS PROYECTIVOS DE INCIDENCIA. 

Suponemos que las rectas y los planos pueden encontrarse en determinadas rela¬ 
ciones con los puntos, que denotaremos con los términos: «la recta pasa por el pun¬ 
to», o «el punto está sobre la recta», «el plano pasa por el punto», o «el punto está 
sobre el plano». Las condiciones que deben cumplir estas relaciones se expresan en 
los axiomas I, I — 1,9. 
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1,1. Cualesquiera que sean dos punios A y B, existe una recia a que pasa por es¬ 
tos punios. 

I, 2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A y B. existe no más de una 
recta que pasa por A y B. 

1, 3. En cada recta hay no menos de tres puntos. Existen al menos tres puntos 
que no están sobre una misma recta. 

1, 4. Por cada tres puntos A. B. C que no están sobre una misma recta, pasa al¬ 
gún plano a. En cada plano hay no menos de un punto. 

I, 5. Por cada-tres puntos A, B, C no pertenecientes a una misma recta, pasa no 
más de un plano. 

I, 6. Si dos puntos diferentes A, B de una recta a están sobre un plano a, cada 
punto de la recta a estará en a. 

1, 7. Si dos planos a, 0 tienen un punto común A, tendrán al menos otro punto 
común B. 

I, 8. Existen a! menos cuatro puntos que no están sobre un mismo plano. 

I, 9. Dos rectas cualesquiera, ubicadas en un mismo plano, tienen algún punto 
común. 

Si se confrontan los axiomas 1,1 — 1,9 que acabamos de enunciar con los del 
primer grupo de Hilbert (véase el cap. II, § 12), se puede notar, ante todo, que todas 
las condiciones de los axiomas del primer grupo de Hilbert están contenidas también 
en los axiomas proyectivos I, 1 — 1,9. Por esto, todos los teoremas de la geometría 
elemental, basados únicamente en los axiomas de incidencia, son válidos también en 
la geometría proyectiva. Sólo en dos puntos difieren los axiomas proyectivos de in¬ 
cidencia de los axiomas de incidencia de la geometría elemental: 

1) En el axioma 1, 3 del sistema proyectivo se exige que en cada recta existan no 
menos de tres puntos, mientras que en el axioma correspondiente 1, 3 del sistema de 
Hilbert se pone la condición de que cada recta tenga al menos dos puntos. 

2) Los axiomas proyectivos de incidencia contienen la condición 1,9, que no se 
impone, ni tampoco se cumple, en la geometría elemental. Gracias al axioma 1,9, en 
la geometría proyectiva no hay paralelismo, pues dos rectas cualesquiera de un pla¬ 
no se cortan. 

Los axiomas proyectivos de incidencia contienen,entonces, más condiciones que 
los axiomas de incidencia de la geometría elemental, por lo cual de los primeros 
pueden ser deducidos teoremas que no se desprenden de los axiomas de incidencia 
de Hilbert. 

En particular, de los axiomas I. 1 — I, 9 sigue que 

1) una recta y un plano tienen siempre un punto común; 

2) dos planos tienen siempre una recta común; 

3) tres planos tienen siempre un punto común. 

§ 85. Sin detenernos en los corolarios triviales de los axiomas I, I — 1,9, pasare¬ 
mos a demostrar el teorema de Desargues, que constituye la base de la geometría 
proyectiva del plano. 

Convendremos en llamar trivértice al conjunto de tres puntos que no están sobre 
una misma recta, y las tres rectas que unen estos puntos, dos a dos. Llamaremos 
vértices a los tres puntos en cuestión, y lados del trivértice, a las rectas que los unen 
(evitamos llamar triángulo a una tal figura, guardando este término para denotar 
una figura un tanto diferente, que se mencionará más adelante, luego de haber pre¬ 
sentado los axiomas proyectivos de orden). 
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Consideremos dos trivértices. cuyos vértices denotaremos con las letras A. B.C 
yA'.B', C'. Llamaremos correspondientes a los vértices denotados con las mismas 
letras (-4 y A', By B', CyC'Y, llamaremos, asimismo, correspondientes a los lados 
que pasan por vértices correspondientes. 

TEOREMA I (PRIMER TEOREMA DE DESARGUES, TEOREMA DIRECTO). Si ¡OS lados 
correspondientes de los trivértices ABC y A' B' C' se intersecan en puntos P, Q, R 
pertenecientes a una misma recta, las rectas que unen los vértices correspondientes 
se cortarán en un mismo punto t fig. 90). 

TEOREMA 2 (SEGUNDO TEOREMA DE DESARGUES. RECIPROCO). SI las rectas que 
unen los vértices correspondientes de los lrivértices ABC yA'B'C' se cortan en un 
mismo punto, los lados correspondientes de estos trivértices se Intersecarán en pun¬ 
tos pertenecientes a una misma recta*!. 

Convendremos en llamar eje de perspectiva, o eje de homología a la recta que 
contiene a los puntos de intersección de los lados correspondientes de los trivértices; 
centro de perspectiva (o centro de homología ), al punto común de las rectas que 
unen vértices correspondientes. Entonces los dos teoremas de Desargues pueden ser 
enunciados en forma concisa como sigue: 

Si dos trivértices poseen eje de homología, también tendrán un centro de 
homología, y recíprocamente. 

Demostremos el primer teorema de Desargues. 

Sean ABC y A 'B’C' trivértices situados en un mismo plano a, que posean un 
eje u de perspectiva (fig. 91). La recta u contiene, entonces, los puntos P, Q, R dé 
corte de los pares de lados correspondientes AB y A'B', BC y B'C', ACy A'C'. 
Hay que demostrar que las rectas A A', BB' y CC‘ convergen a un mismo punto, es 
decir, que los trivértices dados tienen centro de perspectiva**). 

*’ Nos interesa únicamente el caso en que los trivértices ABC y A'B'C’ pertenezcan a un 
mismo plano. 

**) Supondremos que la recta u no contiene ningún vértice de los trivértices considerados 
(en caso contrario el teorema es también verdadero, cosa que resulta evidente). 
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Para probar esto, fijemos algún punto B" que no pertenezca al plano a (su exis¬ 
tencia queda asegurada por el axioma I, 8). Los puntos P. Q y B" no están sobre 
una misma recta; por esto, existe un único plano 0 que los contiene. En virtud del 
axioma 1, 3, podemos escoger sobre la recta B'Qalgún punto C", diferente de B" y 
de Q. Por el axioma 1, 6, este punto pertenece al plano 0, al igual que el punto R; 
por esto, la recta RC" se encuentra en el plano fl.Como las rectas RC" y PB" están 
en un mismo plano, tendrán un punto común, en virtud del axioma I, 9; lo denota¬ 
remos con A". Hemos obtenido en el plano 0 un trivértice A’B'C" que se en¬ 
cuentra en una posición especial con respecto a los trivértices ABC yA'B'C'\ preci¬ 
samente, los trivértices ABC , A’B'C’ y A'B’C" tienen un eje común de 
homología u; además, los lados correspondientes AB, A 'B' y A ’B" de estos trivér¬ 
tices convergen a un mismo punto P. Análogamente, los lados BC, B'C'yB’C 
convergen a un mismo punto Q, mientras que los lados AC.A'C y A'C" conver¬ 
gen a un mismo punto R. 

Dada esta disposición, los trivértices ABC y A’B'C' , asi como A’B'C’ y 
A'B’C" , tienen un centro de homología; no es difícil probar esto. A pesar de que 
aquí tenemos que establecer, con respecto a los trivértices ABC yA'B’C" (o bien 
A' B'C' y A’B’ C), el mismo resultado que afirma el teorema de Desargues con 
respecto a los trivértices A BC y A'B'C, la demostración se simplifica notablemen¬ 
te, gracias a que los trivértices ABC y A 'B‘C‘ (o bien A 'B’C' y A "B’C") están 
en distintos planos. 
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Consideremos los planos PAA '. QBB" y RCC '; como se observó al final del 
§ 84, tres planos cualesquiera tienen un punto común. Sea S el punto común de los 
planos indicados. Obsérvese que la recta AA ’ es común a los planos PAA ‘ y 
PCC-; ahora, es de suma importancia establecer que los planos PAA ' y RCC" son 
distintos. En efecto, el plano PAA" contiene la recta BB". Pero, en virtud de la 
elección del punto B", las rectas BB' y uno tienen puntos comunes. Esto implica 
que el punto R no puede pertenecer al plano PAA " , de modo que los planos PAA ’ 
y RCC" son, efectivamente, diferentes. Por esto, la recta común A A ’ de estos pla¬ 
nos contiene todos sus puntos comunes, en particular el punto 5. Dicho de otro mo¬ 
do, la recta A A " pasa por S. De razonamientos análogos sigue que las rectas BB' y 
CC pasan también por el punto S. Con esto queda establecida la existencia de un 
centro de homología de los Irivértices ABC y A "B'C". Análogamente se puede es¬ 
tablecer que los irivértices A B’C' y A "B"C" poseen centro de perspectiva S‘. 

Tracemos por los puntos 5 y S' La rectas; ésta cortará al plano a en algún pun¬ 
to O. Es fácil comprobar que O es, precisamente, centro de homología de los trivér- 
licesABCyA'B'C'. En efecto, proyectemos la figura tridimensional, formada por 
los irivértices A B'C ', A " B’C" y el punto S\ desde el centroS sobre el plano a. 
Evidentemente, la proyección del trivértice A"B'C' será ese mismo trivériice, 
mientras que la del A"B"C" será e\ABC. Las rectas A'A ', BB", C'C" se pro¬ 
yectarán, respectivamente, en las rectas AA', BB'. CC'. Y como las rectas A'A", 
B'B", C'C’ convergen al punto S' , sus proyecciones, es decir, las rectas AA', 
BB', CC' convergerán a la proyección del punto S', es decir, al punto O. Hemos 
demostrado, con esto, que las rectas que unen los vértices correspondientes de los 
Irivértices ABC y A'B'C' convergen a un mismo punto, cosa que deseábamos 
mostrar. 

Pasemos a la demostración del teorema reciproco. 

Sean dados los Irivértices ABC y A 'B'C', situados en un mismo piano, con res¬ 
pecto a los cuales se sabe que poseen centro de homología, es decir, que las rectas 
AA', BB ', CC' convergen a un mismo punto O. Hay que demostrar que tienen eje 
de perspectiva, es decir, que los puntos P, Q, R de corte de los lados correspondien¬ 
tes .45 y A'B' . BC y B'C' , AC y A'C', están sobre una misma recta. 

Para lo que sigue resulta cómodo eliminar de nuestra discusión el caso poco inte¬ 
resante en que los trivértices tengan un lado común, digamos, cuando las rectas BC 
y B'C' coincidan. En tal caso el punto Q queda indeterminado y se puede conside¬ 
rar que está en una misma recta con los puntos P y R. En este caso el teorema es, en 
consecuencia, verdadero. Se supondrá, además, que los lados correspondientes de 
los trivértices ABC y A'B'C' son diferentes. 

Haremos la demostración por el método de reducción ai absurdo. Supongamos 
queAByA'B'. BC y B'C ', AC y A'C' se intersecan en tres puntos P, Q, R que 
no están en una misma recta. En tal caso, los puntos P y Q son necesariamente dis¬ 
tintos y determinan cierta recta u, que se interseca con las rectas ACy A'C’ en pun¬ 
tos diferenths/?| 1 ^2’ forma que /?,, A' y C' no están sobre una misma recta 
(fig. 92). Por esto, la recta RjA' corta a B'C' en algún punto C', diferente de C'. 
El punto C" no está sobre la recta C'CO. En efecto, si C" perteneciese a dicha rec¬ 
ta, el punto B' también le pertenecería y, por ende, el B estarfa sobre la misma rec¬ 
ta. Pero entonces los lados correspondientes BCy B'C tendrían que coincidir, ca¬ 
so que hemos excluido. Asf, pues, la recta C" C no pasa por el punto O. Considere- 
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mos los trivértices ABC y A'B'C'. Por lo que acabamos de probar, éstos no pose¬ 
en centro de perspectiva; sin embargo, tienen eje de perspectiva: precisamente, la 
recta u, sobr.t la cual se encuentran los puntos P, Q y fí v 

Hemos obtenido una contradicción con el teorema directo de Dcsargues, 
quedando así demostrado el teorema reciproco. 

Ahora pasaremos a definir y construir los elementos armónicos, lo que es de im¬ 
portancia fundamental en la geometría proyecliva. Los razonamientos que siguen se 
basarán en el teorema de Desargucs. 

§ 86. Una figura plana, constituida por cuatro puntos, de los cuales no hay tres 
que estén sobre una misma recta, más las seis rectas que unen estos puntos dos a 
dos, se denomina cuadrivértice completo. 

Los puntos indicados se denominan vértices-, las rectas que los unen, lados del 
cuadrivértice. En la fig. 93 se representa un cuadrivértice con vértices ABCD. Los 
lados que no tienen vértice común son llamados opuestos. Asi, el cuadrivértice 
ABCD posee los pares de lados opuestos AB y CD.AC y BD, BC y AD. Los puntos 
de intersección de los lados opuestos llevan el nombre de puntos diagonales del 
cuadrivértice. En la fig. 93 los puntos diagonales serán P, Q, R. 

Mediante el cuadrivértice completo se define el concepto de grupo armónico de 
elementos. 

Un par de puntos S, T de una recta arbitraria u será llamado ARMÓNICO conju¬ 
gado del par de puntos P, Q de la misma recta, si Py Qson puntos diagonales de al¬ 
gún cuadrivértice, mientras que Sy T se determinan por h intersección de Ia recta 
con el par de sus lados opuestos que pasan por el tercer punto diagonal (fig. 93). 

Por el significado mismo de esta definición, los puntos P y Q, que constituyen el 
, ,>rimer par, son equitativos; otro tanto puede decirse de los puntos Sy Tdel según- 
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do par (pero todavía no estamos en condiciones de afirmar la igualdad de derechos 
de los pares P, Q y S, 7). 

Convendremos en llamar al punto T el cuarto armónico de los tres puntos P, Q, 
S, si el par S, T es armónico conjugado del par P, Q (aqui en el orden de escritura de 
los puntos es importante que en los dos primeros lugares se escriban los puntos que 
constituyen el primer par del grupo armónico). Evidentemente, si Tes el cuarto ar¬ 
mónico de los tres puntos P, Q, S, entonces S será el cuarto armónico de los tres 
puntos P, Q. T. 

La definición dada de pares armónicos encierra, asimismo, un método de deter¬ 
minación del cuarto armónico de tres pumos dados. A fin de construir el cuarto ar¬ 
mónico de tres puntos arbitrarios P, Q, S de una recta u, debe escogerse en el plano, 
fuera de u, algún punto B y, sobre la recta PB, un punto A , diferente dePydcS (la 
existencia del punto A queda asegurada por el axioma (I, 3)). Entonces, por la inter¬ 
sección de las rectas BS y AQ quedará determinado el punto C, luego de lo cual se 
determina el punto D con el corte de las rectas PC y BQ, trazando la recta A D, se 
halla el punto T, que será el buscado. 

Es de suma importancia establecer que, dados los puntos P, Q, S, la posición del 
cuarto armónico T se determina de manera única, es decir, no depende de la elec¬ 
ción de los puntos B y A. 

Esto es una consecuencia inmediata del teorema que sigue. 

teorema 3 . Sean ABCD y A'B'C'D' dos cuadrivértices con puntos diagonales 
comunes P y Q ( fig. 93). Si los lados BC y B'C' de estos cuadrivértices se interse¬ 
can en el punto S de la recta PQ, sus lados ADyA'D ' se cortarán en el punto T de 
la misma recta. 

La demostración se basa en la proposición de Desargucs. 

Consideremos los trivértices/lBC y A 'B'C'. Sus lados correspondientes se cor¬ 
tan en tres puntos P, S. Q que están sobre una misma recta. En virtud del primer te¬ 
orema de Desargues, de aqui se desprende que las rectas AA', BB' y CC' con¬ 
curren a un mismo punto O. Los lados correspondientes de los trivértices BCD y 
B'C'D' también se intersecan en tres puntos situados sobre una recta: en los mis- 
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mos puntos P, Q, S. Aplicando nuevamente el primer teorema de Desargues, 
concluimos que las rectas BB'. CC' y DD' tienen un punto común O'. Evidente¬ 
mente, los puntos O y O' coinciden, pues cada uno de ellos queda determinado por 
la intersección de las rectas BB' y CC'. Asi, entonces, todas las rectas AA ', BB' y 
DD' se cortan en el punto O. En particular, las rectas A A', BB' y DD' concurren a 
un mismo punto. Según el segundo teorema de Desargues, los lados correspondien¬ 
tes de los Irivérticcs/40D y A'B'D' se corlarán entonces en tres puntos alineados. 
Esto significa que el punto T de intersección de las rectas AD y A'D' está situado 
sobre la recta PQ, y el teorema queda probado. 

De la definición de grupos armónicos de puntos y del teorema que acabamos de 
demostrar se desprende directamente la siguiente proposición, que expresa la univo¬ 
cidad de la definición del cuarto punto armónico. 

teorema 4 . Si el par S, T es armónico conjugado deI par P, Q y si A BCD es al¬ 
gún cuadrivértice con puntos diagonales P, Q, cuyo lado BCpasa por el punto S, el 
lado A D pasará por el punto T. 

Demostremos ahora el siguiente teorema importante. 

TEOREMA 5. Si el par de puntos S, T de la recta u es armónico conjugado del par 

P, Q, entonces el par P, Q será armónico conjugado del par S, T. 

Para probar esto, fijemos algún cuadrivértice ABCD con puntos diagonales P, 

Q. tal que el par de lados opuestos BC y AD corte a la recta u en los puntos S y T 
(fig. 94). Sea R el tercer punto diagonal del cuadrivértice ABCD', tracemos las rectas 
PR y QR. Estas rectas, al corlarse con los lados del cuadrivértice considerado, de¬ 
terminarán cuatro puntos, que denotaremos con las letras X, Y, V, W, como se 
muestra en la fig. 94. 

Consideremos ahora el cuadrivértice AXR éste tendrá puntos diagonales P, 
Q y su lado AR pasará por el punto T. Como el punto S es el cuarto armónico de los 
tres puntos P, Q, T, en virtud del teorema 4 el lado XW del cuadrivértice AXR W 
tendrá que pasar por S. Asi, los puntos W, X, S, están sobre una misma recta. Con¬ 
siderando los cuadrivértices RWBY, YDVR, RVCX concluimos, por razonamien¬ 
tos análogos, que los puntos de cada una de las ternas que siguen: W, Y, T; Y, V, S 
y X, V, T están sobre una misma recta. 

De aquí sigue que XVYW es un cuadrivértice con puntos diagonales S, T y con 
lados XY, VW, que pasan por los puntos P, Q. Esto significa, precisamente, que el 
par P, Q es armónico conjugado del par S, T. 
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El teorema que acabamos de probar establece la reciprocidad de la conjugación 
armónica de pares. Por esto, en lo sucesivo, al considerar dos pares de puntos sobre 
una recta, uno de los cuales es armónico conjugado del otro, no distinguiremos cuál 
de los dos es conjugado del otro, y los llamaremos mutuamente armónicos. 

Una de las propiedades más importantes de los grupos armónicos de puntos es 
expresada por el siguiente 

TEOREMA 6 Sean p, q y s, I dos pares de redas de algún haz con centro O, que al 
cortarse con una recta u determinan los pares de puntos P. Q y S, T respectivamen¬ 
te, y al cortarse con la recta u', los pares de puntos P ', Q' y S ', V. Entonces si P, 
Q y S, T son pares mutuamente armónicos, también lo serán los pares P'. Q' y 
S ', r. 

demostración. Demostraremos primero la afirmación en el caso particular en 
que dos de los puntos correspondientes P. Q, S. T y P'. Q'. S', V. digamos, los 
puntos T y T‘, coinciden (fig. 95). 

Tracemos la recta SQ' y denotemos con K su punto de intersección con la recta 
OT. Como los pares de puntos P, Q y S, T son mutuamente armónicos, en virtud 
del teorema 4 la recta RS' deberá pasar por el punto P (para comprobarlo, debe 
considerarse el cuadrivértice ROS'Q', con puntos diagonales S. T). Se obtiene el 
cuadrivértice RPSO con puntos diagonales S\ T' y lados OPyRS, que pasan por 
los puntos P' y Q‘. De aquí sigue que losparesP', Q' yS\ T' son mutuamente ar¬ 
mónicos, con lo que queda probado el teorema en el caso particular analizado. 

Pasemos a considerar el caso general de posición de las rectas u y u'. Cons¬ 
truimos la recta P'7"(fig. 96). Las rectas p, q, s. I determinan sobre P' Tíos puntos 
P", Q ", S", T". Como los puntos T y T“ coinciden, al ser armónicos conjugados 
los pares P. Qy S, T, también lo serán, por el análisis precedente, los pares P", Q" 
y S", T". Pero, como también coinciden los puntos P‘ y P', al ser armónicos con¬ 
jugados los pares P", Q" y 5', T“, también lo serán los pares P', Q' y S', T'. 
Queda asi totalmente demostrado el teorema. 

En virtud de este teorema, si dos pares de rectas de un haz determinan, al cortar¬ 
se con alguna recta, dos pares de puntos armónicos conjugados, la misma pro¬ 
piedad la poseerán los pares de puntos determinados por la intersección de los pares 
de rectas considerados, con cualquier otra recta. Así, la propiedad de dos pares de 
rectas de un haz, de determinar sobre alguna recta pares armónicos conjugados de 
puntos, no depende de la elección de la recta, y viene asi a ser una propiedad 
intrínseca de los pares de rectas en cuestión. Los pares de rectas de un haz que pose¬ 
an esta propiedad se llamarán armónicos conjugados. 

Diremos que las rectas p, q, s, ... , que parten del punto O hacia los puntos P. 
Q, S. ... , proyectan estos puntos desde O. La construcción de las rectas proyectan¬ 
tes p, q, s, ... a partir de los puntos dados P, Q, S, ... se llamará operación de pro¬ 
yección; la determinación de los puntos P. Q. S, ... a partir de las rectas dadas p. q, 
s, ... , operación de sección. 

Utilizando esta terminología, podemos enunciar la siguiente proposición (como 
corolario del teorema 6). 

Como resultado de tus operaciones de proyección o de sección de pares armóni¬ 
cos conjugados de elementos (sean estos puntos de una recta o bien rectas de un 
haz), siempre se obtienen nuevamente pares de elementos armónicos conjugados. 

O, dicho de otra forma: 



220 


Cap. V. Fundámonos degeometría proyectiva 




La propiedad de conjugación armónica es invariante con respecto a las proyec¬ 
ciones y a las secciones. 

Recurriendo a una terminología similar a la que utilizamos con respecto a los 
grupos armónicos de puntos sobre una recta, diremos que la recta t de un haz es la 
cuarta armónica de la terna de rectas p, q, s del mismo haz, si los pares p, q y s, t son 
armónicos conjugados (en la escritura de la terna p. q, s. se pone en los dos primeros 
lugares ai par p. q). 

El lector puede fácilmente dilucidar el método de construcción de la cuarta recta 
armónica t a partir de tres rectas dadas p, q, s, analizando la fig. 97 (al reconstruir la 
figura representada en la fig. 97, hay que trazar primeramente, de manera arbitra¬ 
ria, las dos rectas a, b que pasen por algún punto de la recta p; luego se traza la recta 
c y, por último, la d; hecho esto, la posición de la recta t queda unívocamente deter¬ 
minada). 

§ 87. Todos los teoremas que hemos demostrado en esta sección tienen que ver 
con la geometría proyectiva del plano. La fuente de éstos la constituye el teorema de 
Desargues que, por su contenido, es también un teorema de la geometría plana. Sin 
embargo, su demostración fue efectuada utilizando razonamientos de la geometría 
del espacio. Es natural plantearse la pregunta de si es posible demostrar el teorema 
de Desargues de forma que en la prueba no se recurra a configuraciones en el espa¬ 
cio. 

Se conocen demostraciones de este tenor, pero todas ellas son de carácter métri¬ 
co y, por esto, no son aplicables en la geometría proyectiva. Un análisis de esta cues¬ 
tión, llevado a cabo por Hilbert, reveló que es imposible demostrar el teorema de 
Desargues con los medios de la geometría proyectiva, sin recurrir a construcciones 
en el espacio. 

Dicho con más precisión: si se eliminan de la lista de axiomas 1,1 —1,9 todas las 
aseveraciones que se refieren al espacio, de las restantes —que serán únicamente los 
axiomas 1,1— 1,3 — no sigue el teorema de Desargues. La independencia de este te¬ 
orema de los axiomas 1,1 — 1,3 (e inclusive de los axiomas de una lista más larga, 
que contenga, amén de los axiomas 1,1 — 1,3, también los axiomas proyectivos de 
orden y de continuidad, que detallaremos más adelante) puede ser demostrada, en 
principio, con el mismo método que fue descrito en detalle y aplicado varias veces 


2. Construcción de grupos armónicos de elementos 


221 


en el capitulo IV. (Lademostración de Hilberl se expone en sus «Fundamentos de la 
Geometría»). 

En virtud de lo indicado, la proposición de Desargues puede considerarse como 
un axioma de la geometría proyectiva plana. 

§ 88. Para concluir esta sección, haremos dos observaciones. La primera tendrá 
que ver con la demostración de la proposición acerca de la invariancia de los grupos 
armónicos de elementos con respecto a proyecciones. Tal proposición fue demostra¬ 
da con métodos de la geometría plana. Si no renunciamos a utilizar configuraciones 
en el espacio, es posible dar otra demostración, más esclarecedora. 

Sean u y u' dos rectas de un plano ct (ftg. 98); sean P, Q, S, T. puntos de la recta 
u, y P', Q\ S', T'. sus proyecciones sobre la recta u‘ desde un centro O (situado 
asimismo en el plano a). Supongamos que los pares P. Q y S, T son armónicos con¬ 
jugados. Tracemos por u y u' planos 0 y 0' respectivamente, diferentes del plano u, 
Como los pares de puntos P, Q y S. T son armónicos conjugados, en el plano 0 
puede construirse un cuadrivértice 0, que tenga P, Q por puntos diagonales y un par 
de lados opuestos que pasen por S y T. Proyectando el cuadrivértice fi desde el 
centro O sobre el plano 0' (que hace las veces de pantalla), obtenemos en el plano 
0‘ un cuadrivértice 0', situado con respecto a los pares P'. Q‘ y S', T del mismo 
modo que 0 está con respecto a los pares P.QyS, T. De aquí sigue inmediatamente 
que los pares P'. Q' y S', V son armónicos conjugados. 

La segunda observación se refiere a la posibilidad de generalizar el teorema de la 
invariancia de los grupos armónicos de elementos con respecto a proyecciones. 

Hasta aquí hemos considerado proyecciones desde algún centro. A veces debe 
considerarse también la proyección axial (en la geometría proyectiva del espacio), 
amén de la proyección central. 

Sea o alguna recta, y sea P, Q, S ,... un sistema de puntos sobre otra recta u, 

que no esté en un mismo plano con o (fig. 99). El sistema de planos r,x,o . 

que pasan por la recta o y por los puntos P, Q, S, ... , se llama haz de planos con eje 
o. que proyecta los puntos P, Q, S, ... Si u' es alguna nueva recta, que interseca a 
los planos tr, x, a, ... en los puntos P', Q', S', ... . diremos que P', Q'. S',... 
fueron obtenidos mediante una proyección axial de los puntos P, Q, S, ... 



Fig. 98 
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Fig. 99 


Sucede que la invaríancia de la conjugación armónica de pares de los pumos 
t iene lugar también bajo una proyección axial. 

Sea P, Q. S, T una cuaterna armónica de puntos de una recta u, que se transfor¬ 
ma en la cuaterna P'. Q', S\ T de alguna recta u'. bajo una proyección axial (en 
el caso general, las rectas u y «' no están sobre un mismo plano). Mostraremos que 
la cuaterna de puntos P'. Q'. S', T' es también armónica. 

Con este fin, tracemos una recta u', que interseque a las dos rectas u y u' 
(fig. 99). Las rectas u y u" están en un mismo plano a ; las rectas u' y u‘ también 
están en un mismo plano 0. Sean A y B los puntos en los cuales los planos a y 0 se 
intersecan con el eje del haz proyectante de planos, y P", Q",S", T", los puntos en 
los cuales los planos de este haz cortan a la recta u ". Evidentemente, el grupo de 
puntos P ", Q". S’, T" puede considerarse como obtenido por medio de una pro¬ 
yección central de ios pumos P, Q, S, T. desde el centro A. dentro del plano a. Por 
esto, de la armonicldad del grupo de puntos P. Q, S, T sigue que el grupo P", Q", 
S“ , T" es armónico. Ahora bien, considerando el grupo P', Q', S‘, T' como la 
proyección central del grupo P‘, Q\ S", T‘ desde el centro O. podemos concluir 
que la primera cuaterna es armónica, en virtud de que la segunda lo es. 

Así, entonces, si dos pares de planos i.xyo.rde cierto haz determinan, al cor¬ 
tarse con cierta recta, dos pares de puntos armónicos conjugados, estos planos de¬ 
terminarán dos pares de puntos armónicos conjugados también al intersecarse con 
cualquier otra recta. En este caso, los pares de planos re, x y o, r se llaman armóni¬ 
cos conjugados. 

No es difícil comprobar que al ¡ntersecar pares de planos armónicos conjugados 
de un haz por algún plano que no pase por el eje de dicho haz, se obtienen en el pla- 
secante dos pares armónicos conjugados de rectas de un haz lineal. La demostra¬ 
ción es inmediata y no nos detendremos en ella. 
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3. Orden de los puntos 
sobre la recia proyectiva 

§ 89. Como ya sabemos, en la geometría elemental, como base de la definición 
del orden de los pumos de una recta, se toma el concepto de la posición de un punto 
entre otros dos (véase el cap. II, § 13). En la geometría proyectiva, donde la recta se 
piensa como una linea cerrada, no tiene sentido introducir este concepto. En efecto, 
considerando tres puntos arbitrarios de la recia proyectiva (o bien tres puntos de 
una circunferencia), no podemos, en su posición relativa, distinguir a alguno de 
ellos en comparación con los otros dos. 

Para definir el orden de los puntos de una recta proyectiva, se parte de la consi¬ 
deración de dos pares de puntos. Vamos a permitirnos, primeramente, el uso de un 
dibujo. Sean A, B, C. D cuatro puntos de una recta proyectiva u, situados tal como 
se representa en la fig. 100 (donde la recta proyectiva tiene la forma de una linea 
cerrada). Si quisiésemos desplazar d punto C sobre la recta u hasta hacerlo coincidir 
con el D, tendríamos necesariamente que hacer coincidir en algún momento el pun¬ 
to Ccon el A , o bien con el B. Análogamente, para hacer coincidir el pumo A con el 
B, tendríamos que hacer pasar el punto A por la posición del punto C, o bien por la 
del D. En tal caso se dice que el par A, B separa al par C, D. 

En este mismo grupo de puntos A, B. C, D, los pares A, D y B, Cson tales que 
para hacer coincidir los pumos flyCno hay necesidad de hacer pasar a alguno de 
ellos por la posición del <4, o bien del D\ análogamente, para superponer los pumos 
A y D no hay necesidad de hacer pasar a ninguno de ellos por la posición del B, o 
bien por la del C. Se dice entonces que los pares A. D y B. C no se separan entre s(. 
De la misma manera, no se separan entre sí los pares A, Cy B, D. Asi, nuestra idea 
intuitiva de la recta proyectiva (o de la circunferencia) nos permite distinguir pares 
de puntos que se separan y pares que no se separan. 

En un desarrollo lógico de la geometría proyectiva, la separación de pares de 
puntos sobre la recta se adopta como relación básica de orden. Las propiedades ne- 
césarias de esta relación se presentan en los axiomas del segundo grupo. 

GRUPO II. AXIOMAS PROYECTIVOS DE ORDEN. 

Suponemos que dos pumos de una recta pueden encontrarse en una determina¬ 
da relación con dos otros puntos de esta recta; denotaremos esta relación con el tér¬ 
mino «separan». Además, deben satisfacerse las condiciones indicadas en los 
axiomas siguientes, que son, precisamente, los axiomas de orden. 

11.1. Cualesquiera que sean tres puntos diferentes A, B, C de una recta arbitraria 
u, existe sobre esta recta algún punto D tal que el par A, B separa al par C, D. 

Si el par A, B separa al par C, D. ios cuatro puntos A, B, C, D son diferentes. 

11.2. Si el par A. B separa ai C, D. también el par B, A separa ai C, D y el par C, 
D separa ai A, B (es decir, la propiedad de separación es reflexiva y no depende del 
orden en que se tomen los puntos de! par). 

A C B D 

-t-1—i-1-.. 

« \ 
i 
/ 



Fig. 100 
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Fig. 101 


Fig. 102 


11.3. Cualesquiera que sean cuatro punios diferentes A. B, C, D de una recta u, 
de ellos siempre, y de manera única, se pueden formar dos pares separados. 

11.4. Sean dados sobre la recta u los puntos A, B, C, D, E; si los pares C.DyC, 
E separan a! par A, B, entonces el par D, E no separa al A, B (fig. 101). 

11.5. Sean dados sobre la recta u los puntos A, B,C, D, E; si los pares C, D y C, 
E no separan al A, B, entonces el par D, E tampoco separará al A, B (fig. 102). 

11.6. Sean A, B y C, D dos pares de puntos de una recta u; A', B' yC', D', sus 
proyecciones, desde un centro arbitrario, sobre una recta cualquiera u'. Si los pares 
A, B y C, D se separan, los pares A', B' y C', D' también se separarán. En forma 
concisa: la separación de dos pares de puntos es una propiedad in variante con res¬ 
pecto a las proyecciones. 

Basándonos en el axioma 11,6 puede darse la definición del concepto de pares se¬ 
parados de rectas de un haz plano. 

Precisamente, si a, b y c, d son dos pares de rectas que pasan por algún punto y s 
es alguna recta que corta a a, b y c, d en los puntos A, B y C, D, respectivamente, 
entonces, como se desprende del axioma 11,6, los pares de puntos A, B y C, D, cual¬ 
quiera que sea la elección de la recta s, o bien estarán siempre separados, o bien no 
separados. En el primer caso diremos que los pares de rectas a, b y c, d se separan 
mutuamente; en el segundo, que no se separan. Asi, el concepto de separación de 
pares de rectas se reduce al de separación de pares de puntos; el último es, para no¬ 
sotros, un concepto básico, que no se reduce a otros primitivos. 

Al exponer la geometría proycctiva, no es nuestra finalidad construirla sobre la 
base de requisitos mínimos. Por esto, no trataremos de aclarar si todos los axiomas 
enunciados son efectivamente necesarios o si algunos de ellos pueden ser demostra¬ 
dos. Lo importante es que estos axiomas bastan para la demostración de los teore¬ 
mas que constituyen el cuerpo de la geometría proyectiva* ) . 

teorema 7. Supongamos que sobre una recta arbitraria u se han fijado dos pun¬ 
tos A y B. Entonces todos los puntos de la recta u, diferentes de Ay B, pueden ser 
separados en dos clases, de modo que dos puntos cualesquiera de una misma clase 
formen un par que no separa a A, B, y cada par de puntos de clases diferentes sepa¬ 
ren al par A, B. 

demostración. En virtud del axioma 1,3, sobre la recta u existe algún punto C, 
diferente de A y de B. Pongamos en una clase el punto C y todo otro punto de la 
recta u, si este punto, conjuntamente con el C, forma un par que no separa al A, B. 
En la otra clase pondremos cada punto de u que, conjuntamente con el C, separe al 
par A, B. Entonces todos los puntos de la recta u (excepción hecha de A y de B) se 
separan en dos clases. Tenemos que demostrar que esta distribución satisface las 
condiciones planteadas en el enunciado del teorema. 

*' Conjuntamente con el axioma de continuidad, expuesto en el § 94, estos axiomas con¬ 
forman un sistema completo. 
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Sean C, y C 2 dos puntos de la primera clase. De acuerdo con las condiciones usa¬ 
das para determinar la primera clase, los pares C, C, y C, C 2 no separan al A, B. 
Por el axioma 11,5, de aquí sigue que el par C,, C 2 no separa al A, B. Sean, ahora, 
D¡ y D 2 dos puntos de la segunda clase. Según la definición de la segunda clase, los 
pares C, D¡ y C, 0 2 separan al A, B. En virtud del axioma 11,4, de esto concluimos 
que el par D f , D v al igual que en el primer caso, no separa al par A, B. Asi, enton¬ 
ces, si dos puntos pertenecen a una misma clase, no separan al par A, B. 

Sean ahora M y N dos puntos de clases diferentes. Supongamos, por ejemplo, 
que M se escoge en la primera clase, y N, en la segunda. Entonces el par C, M no se¬ 
para aM, B, mientras que el C, N lo separa. Si el par M, N no separase al A, B, en¬ 
tonces, como además el par M, C no separa al A, B, por el axioma 11,5 el par C. N 
no tendría que separar al A, B, lo que contradiría la hipótesis asumida. Consecuen¬ 
temente, el par M, N separa al A, B. El teorema queda demostrado. 

Obsérvese que si la construcción descrita de las dos clases se aplica partiendo no 
del punto C, sino de cualquier otro punto de la primera clase, se obtienen las mis¬ 
mas dos clases construidas en el primer caso. Si, en cambio, se toma como inicial al¬ 
gún punto de la segunda clase y se efectúa nuevamente la distribución de puntos, se 
obtendrán otra vez las clases anteriores, sólo que en orden Inverso. 

Aplicando la terminología usual en la geometría intuitiva, llamaremos segmen¬ 
to a cada una de las dos clases en cuestión. Entonces el contenido del teorema prece¬ 
dente puede expresarse en los siguientes términos. 

Dos puntos A, B de una recta la dividen en dos segmentos; si M y N son puntos 
de un mismo segmento, el par M, N no separa al A, B; si, en cambio, M y N son 
puntos de segmentos diferentes, los pares M, Ny A, B separan uno al otro. 

A fin de distinguir uno de los dos segmentos considerados con respecto al otro, 
debe indicarse alguno de sus puntos. Por esto, en la geometría proyecliva el segmen¬ 
to a veces se denota con tres letras; por ejemplo, ACB denota el segmento de extre¬ 
mos A, B y punto interior C. Si el par C. D separa al A, B, entonces ACB y AOB 
son segmentos diferentes de extremos A, B. Los segmentos ACB y ADB se llamarán 
complementarios (mutuamente). 

Ahora demostraremos un teorema que nos permitirá definir en la geometría pro- 
ycctiva una figura totalmente análoga a un triángulo euclidiano. 

teorema 8. Sean A, B, C tres puntos que no pertenecen a una misma recta, u y 
u', dos rectas que no pasan por ninguno de los puntos A, B, C; sean, además, P, Q, 
R, los puntos en los que la recta u interseca a las rectas A B, BCy AC; P', Q', R ‘, 
los puntos en los cuales estas mismas rectas corlan au'. Entonces, si el par P, P' no 
separa al par A, B y el par Q, Q' no separa al B, C, el par R, R' no separará al A, C 
(fig. 103). 

demostración. Denotemos con O el punto de intersección de las rectas u y u'. 
Proyectando los pares A.ByP, P' desde el punto O, como centro, sobre la recta 
AC, obtenemos como proyecciones los pares A, S y R, R'. Por la hipótesis del teo¬ 
rema, los pares A, B y P, P' no separan uno al otro. Entonces, en virtud del axioma 
11,6, los pares A, S y R. R' también tendrán que estar no separados. Proyectando 
nuevamente desde el centro O, sobre la recta AC. los pares B, C y Q, Q ', obtene¬ 
mos los pares S, Cy R, R'. Como B, C no separa a Q, Q'. por el mismo axioma 11,6 
ios pares S, C y R. R’ no se separarán. Así, los pares S. A y S, C no separan al R, 
R'. Del axioma 11,5 hallamos, entonces, que A, C no separa a R. R‘. El teorema 
queda demostrado. 
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Fijados (res punios A, B, C no alineados, escojamos uno de los dos segmentos 
de extremos A, B y uno de los dos segmentos de extremos B, C (en la fig. 104 los 
segmentos escogidos se representan por trazos gruesos). Convengamos en denotar 
con AB y BC precisamente los segmentos escogidos. Tomemos sobre el segmento 
complementario a AB algún punto P, en el complementario a BC, algún punto Q y 
tracemos la recta PQ. Sea R el punto en que la recta PQ corta a la AC. Ahora va¬ 
riaremos arbitrariamente los puntos P y Q, dejando siempre el primero en el seg¬ 
mento complementario al AB y el segundo en el complementario a BC. Entonces, 
como sigue inmediatamente del teorema anterior, el punto R, al desplazarse por la 
recta A C, permanecerá siempre dentro de un segmento fijo de los dos que quedan 
determinados por los puntos A y C. El segmento de extremos A y C complementa- 
rio a aquél que contiene al punto R, se convendrá en denotar con AC. Podemos ver 
que e! segmento AC queda determinado de manera univoca al Jijar los segmentos 
ABy BC. La figura formada por los puntos A.B, C y los segmentos AB, BCyACse 
llamará triángulo', llamaremos sus lados a (os segmentos AB, BC y AC. 

No es difícil establecer que cada trivértice /l BC determina cuatro triángulos con 
vértices comunes A, B, C. Los lados de estos triángulos son segmentos complemen¬ 
tarios mutuamente sobre las rectas que hacen de lados del trivértice. En la fig. 105 
se representan los triángulos /, II, III, IV, determinados por un (único) trivértice 
ABC. 

Ahora mostraremos que en la geometría proyectiva vale la proposición de Pasch 
(véase el cap. II, § 13), es decir, si se dan un triángulo ABC y, en el plano de éste, al¬ 
guna recta a. que no pase por ninguno de los puntos A, B. Cy si esta recta pasa por 
algún punto del lado AB, entonces pasará o bien por algún punto de! lado BC, o 
bien por alguno del lado AC. 

Para demostrar esto observemos, ante lodo, que de acuerdo con la definición de 
triángulo existe una recta u que interseca a las rectas A B, BC y AC en tres puntos P, 
Q. R respectivamente, de forma que P está en el segmento complementario a AB, 
Q, en el complementario a BC y R, en el complementario a AC (fig. 106). Además, 
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como nuestro análisis se efectúa en el plano proyeclivo, por el axioma 1,9 la recta 
dada a tiene un punto T en común con la recta BC, y un punto U en común con la 
recta AC. Denotemos con S el punto de corte de las rectas a y AB. 

Supongamos que el punto T está en el segmento BQC y el U en el A KC. Enton¬ 
ces, por el teorema 8, el punto S tendrá que pertenecer al segmento APB, cosa que 
contradice la hipótesis de que el punto S pertenece ai segmento AB. Asi, la recta a 
interseca al menos a uno de los dos lados BC y AC de nuestro triángulo. Con esto 
queda demostrada la proposición de Pasch. 

§ 90. Fijemos en el espacio proyeclivo algún plano y denotémoslo con <*„. Con¬ 
vengamos en llamar «impropio» a este plano. También llamaremos «impropios» a 
todos los puntos y rectas pertenecientes al plano n„. Los demás elementos de! espa¬ 
cio se llamarán «propios». (Escribimos entre comillas los términos «propios» e 
«impropios», pues el plano fue escogido arbitrariamente y la diferencia entre los 
elementos «propios» y los «impropios» es convencional.) 

Evidentemente, cada recta «propia» contiene un punto impropio, y sólo uno, 
precisamente, el punto de su intersección con el plano En el conjunto de los 
puntos restantes, es decir, los «propios», de cualquier recta «propia», introducire¬ 
mos una relación, expresada con el término «entre», por medio de una condición 
bien determinada y general para todas las rectas. 

Sea a una recta «propia» arbitraria; O a , su punto «impropio». Consideremos 
tres puntos «propios»/!, B, C cualesquiera de la recta a. Si el punto B, conjunta¬ 
mente con el O x , forma un parB, O x que separa aU, C, diremos que en el conjun¬ 
to de los puntos «propios» de la recta a, el punió B está entre los puntos A y C. No 
es difícil comprobar que de esta manera el concepto «entre» establecido satisface las 
hipótesis de los axiomas de Hilbert de orden 11,1 — 11,3. 

En efecto, de acuerdo con el axioma proyeclivo 11,2, si el par B, O a separa al 
par A, C, éste separará también al par C, A; por ende, si por nuestra definición el 
puntoB está entre A y C. entonces B estará, asimismo, entre C y/!. Esto significa, a 
su vez, que el axioma de Hilbert 11,1 se satisface. 

Además, cualesquiera que sean los puntos «propios» A y C, en virtud del 
axioma proyectivo 11,1 siempre existe algún punto D, tal que el par C, 0„ separa al 
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A, D. Por lo tamo, en e! conjunto de los pumos «propios» de la recta a siempre 
existe algún punto D, tal que C está entre A y D. Esto significa que el axioma de Hil- 
bert 11,2 también se observa. 

Por último, según el axioma proyectivo 11,3, de cuatro puntos A. B, C, 0„ se 
pueden formar sólo de una manera dos pares separados. Por consiguiente, dados 
tres puntos A. B, C, no más de uno de ellos está entre los otros dos. En esto consis¬ 
te, precisamente, el axioma de Hilbert 11,3. 

Ai establecer en el conjunto de puntos «propios» de una recta el concepto 
«entre», podemos dar la definición usual en la geometría intuitiva de segmento, lla¬ 
mando segmento al conjunto de puntos de una reda situados entre dos puntos da¬ 
dos de ésta. Evidentemente, el segmento, entendido en este sentido, no es otra cosa 
que uno de los dos segmentos complementarios en los que se divide, por medio de 
los pumos A, B. la recta proyecliva que pasa por ellos; precisamente, el segmento 
que no contiene al punto impropio. 

Es evidente también que la figura llamada triángulo en el sentido de las rela¬ 
ciones que hemos introducido en el sistema de elementos «propios» del espacio pro- 
ycctivo, es asimismo un triángulo en el sentido en que hemos definido este concepto 
en la geometría proyecliva (véase el parágrafo precedente). Por esto, puede afirmar¬ 
se que en el sistema de elementos «propios» del espacio proyectivo vale el axioma 
de Pasch, pues lo hemos demostrado para todo el espacio proyectivo. 

Asi, pues, en el sistema de elementos «propios» hemos introducido el concepto 
«entre» de forma que se satisfagan todos los axiomas de Hilbert de orden. 

Supongamos, ahora, que el plano «impropio» <*„, conjuntamente con los pun¬ 
tos «impropios» y rectas «impropias» que le pertenecen, fue totalmente excluido del 
espacio proyectivo, o. como suele decirse en tales casos, que el espacio proyectivo 
ha sido cortado a lo largo del plano No es difícil comprobar que las relaciones 
de pertenencia mutua de los elementos restantes están sujetas a los axiomas de inci¬ 
dencia de Hilbert. De aquí y de la exposición precedente podemos afirmar que, con 
respecto al espacio proyectivo cortado a lo largo de alguno de sus planos, valen to¬ 
dos los teoremas de la geometría elemental, que se basen únicamente en los axiomas 
de los dos primeros grupos de Hilbert. 

En particular, se puede afirmar que hay una cantidad infinita de puntos, rectas y 
planos en el espacio proyectivo. 

El proceso que acabamos de describir viene a ser el inverso del descrito en la sec¬ 
ción anterior. Allí se mostró que completando el espacio euclidiano con elementos 
nuevos se lo podía transformar en un espacio proyectivo. Ahora vemos que el espa¬ 
cio proyectivo, definido por medio de axiomas especiales, se transforma en cierto 
sentido en un análogo del euclidiano, si le quitamos alguno de sus planos. 

En lo que sigue utilizaremos a veces el corte del espacio a lo largo de uno u otro 
plano, como método que nos permitirá efectuar demostraciones de los dos prime¬ 
ros grupos de axiomas de la geometría elemental, que ya conocemos del capítulo II. 

En particular, ahora recurriremos a este método para caracterizar el orden de 
posición de los puntos en una recta proyecliva. 

Sean A y B dos puntos de una recta proyecliva u\ éstos dividen a u en dos seg¬ 
mentos complementarios. Consideremos uno de ellos, y convengamos en denotar 
por AB precisamente a este segmento. El conjunto de los puntos interiores de AB se 
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ordenará, suponiendo que el punto M precede al N, si el par A, N separa al M, B. 
Hay que mostrar que se cumple la condición de transitividad, es decir, que si M pre¬ 
cede a N, y N precede a P, entonces M precede a P. Lo más sencillo para esto es 
introducir en la recta u un punto impropio (punto del infinito). Como tal resulta có¬ 
modo tomar el punto B. Entonces la condición «N precede a P» puede expresarse 
asi: «en el conjunto de los puntos propios de la recta u, el punto N está entre A y 
P», o bien «N está en el interior del segmento AP». Para demostrar la transitividad 
de la relación de orden introducida, basta en tal caso establecer, para el conjunto de 
los puntos propios de la recta u, la siguiente proposición: «si M está dentro del seg¬ 
mento AN. y N, dentro del AP, entonces M está, asimismo, en el interior del seg¬ 
mento AP». Pero esta proposición fue deducida en su oportunidad a partir de los 
dos primeros grupos de axiomas de Hilbert (véase el cap. 11, § 14). 

Diremos que el orden establecido en el segmento AB corresponde al sentido del 
segmento desde A hacia B. En el segmento complementario a AB introduciremos el 
orden que corresponde al sentido desde B hacia A. Hecho esto, podemos establecer 
dentro de un segmento arbitrario ST de la recta u un orden bien definido, imponien¬ 
do que en las partes comunes del segmento ST con el AB y con el complementario 
de AB, el orden de los puntos de ST coincida con el de los puntos en estos segmen¬ 
tos. Analizando todos los casos posibles de posición del segmento ST, precisamen¬ 
te: I) cuando ST está contenido dentro del segmento AB, 2) cuando el segmento ST 
está contenido dentro del segmento complementario de AB, 3) cuando ST cubre el 
segmento AB, 4) cuando ST cubre el complementario de AB, 3) cuando el segmento 
ST cubre parte del segmento AB y parte del complementario, el lector puede 
comprobar sin dificultad que en todos los casos el conjunto de los puntos interiores 
del segmento ST puede ser siempre ordenado, y además de manera única, observan¬ 
do la condición impuesta. 

La propiedad de posición relativa de los puntos de la recta proyectiva que garan¬ 
tiza que en cada uno de sus segmentos se induzca —de la forma indicada arriba— 
un orden determinado de los puntos interiores, se llamará orden cíclico. Según có¬ 
mo esté ordenado el conjunto de los puntos del segmento AS original —ya sea en el 
sentido desde A hacia B o bien desde B hacia A—, en la recta proyectiva pueden es¬ 
tablecerse dos órdenes cíclicos diferentes. Estos son inversos uno del otro, en el sen¬ 
tido de que si según uno de ellos, dados dos puntos M, N dentro de algún segmento 
ST, el punto M precede al N, entonces según el otro orden cíclico el punto M seguirá 
al N, dentro del segmento ST. 

Los axiomas 11,1 — 11,6 serán llamados axiomas proyectivos de orden, pues és¬ 
tos fundamentan la introducción del orden cíclico sobre la recta proyectiva. 

§ 91. Para funalizar la presente sección, introduciremos sobre la recta proyecti¬ 
va una topología, es decir, dotaremos de un significado al concepto de proximidad 
entre sus puntos. Esto se conseguirá construyendo un sistema de entornos para cada 
punto de la recta proyectiva. 

Supongamos fijada alguna recta proyectiva u. Convendremos en llamar entorno 
de uno de sus puntos arbitrarios M a cualquier segmento abierto (es decir, un seg¬ 
mento con los extremos excluidos) que contenga en su interior al punto M. 

En este caso, tendrán lugar las siguientes proposiciones (que sirven de base a los 
teoremas topológicos del análisis elemental): 
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1. Cada entomo del punto M. contiene este punto. 

2. La parte común de dos entornos del punto M contiene algún entorno de este 
punto. 

3. Un entorno de un punto M es, asimismo, entorno de cualquier otro de sus 
puntos. 

4. Dados dos puntos diferentes M y N, existen entornos disjuntos de éstos. 

La primera y la tercera de estas afirmaciones son una consecuencia inmediata de 

nuestra definición de entornos; la segunda y la cuarta, a pesar de ser intuitivamente 
evidentes, requieren una demostración. 

A fin de hacerla lo más sencilla posible, puede cortarse la recta proyectiva, redu¬ 
ciendo asi el problema al análisis de segmentos en el sentido euclidiano. No nos de¬ 
dicaremos aquí a efectuar los razonamientos necesarios. 

Una vez construido un sistema de entornos en la recta proyectiva, hemos abierto 
la posibilidad de hablar de puntos limite (puntos de acumulación) de conjuntos, de 
limites de sucesiones de puntos, de continuidad de funciones definidas sobre la recta 
proyectiva, etc.: en una palabra, de toda la colección de resultados denominados to- 
pológicos. 

Esta posibilidad será utilizada en las secciones subsiguientes. 


4. Separación de los pares armónicos; 
continuidad de la correspondencia armónica 

8 92. Para lo que sigue resulta esencial demostrar que los puntos diagonales de 
un cuadrivértice no están sobre una misma recta. 

Sea ABCD un cuadrivértice completo, con puntos diagonales P, Q. R (la nota¬ 
ción corresponde a la fig. 93). Hay que mostrar que la recta PQ no pasa por R. 
Efectuemos un corte del plano por la recta PQ (es decir, eliminemos la recta PQ); en 
el conjunto de los elímentos restantes establezcamos relaciones de orden en la for¬ 
ma hecha en el § 90. Entonces se cumplirán los axiomas I, II de la geometría ele¬ 
mental. 

Según las relaciones de orden establecidas, el punto D está del mismo lado que el 
C con respecto a la recta AB, y del mismo lado que el B con respecto a la recta AC. 

Por consiguiente, el punto D está dentro de ¿.BAC. De aquí, en virtud del te¬ 
orema 1 la del § 16 del capitulo II concluimos que la recta AD interseca a la BC, es 
decir, que existe un punto común de estas rectas. Esto significa que el punto R no 
fue eliminado a) efectuar el corte, con lo que queda demostrada la afirmación. 

De aquí tenemos un corolario: 

Si P, Q. S son tres puntos diferentes de una recta u y T es su cuarto armónico, 
los cuatro puntos P, Q, S, T son distintos. 

De la fig. 93, donde se representa la construcción de los pares mutuamente ar¬ 
mónicos P, Qy S, T, es fácil entrever el siguiente teorema, totalmente evidente des¬ 
de el punto de vista intuitivo. 

teorema 9 . Los pares mutuamente armónicos separan uno al otro. 

Este teorema será de gran importancia en lo que sigue; ahora daremos su de¬ 
mostración rigurosa. 
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Sean dados, sobre una recta u, dos pares de puntos mutuamente armónicos P, Q 
y S, T. Consideremos algún cuadrivértice ABCD, para el cual P, Q sean puntos 
diagonales y S, T pertenezcan a lados opuestos BC y AD, que pasen por el tercer 
punto diagonal R (fig. 94). 

Proyectemos los puntos P, Q, S, T desde el centro B sobre la recta AD; sus pro¬ 
yecciones serán los punios A, D, R, T, respectivamente. Proyectemos nuevamente 
los puntos obtenidos sobre la recta u, pero esta vez tomando como centro de pro¬ 
yección el punto C. Las proyecciones de los puntos A. D, R, T serán los puntos Q, 
P, S, T, respectivamente. 

Asi, luego de dos proyecciones el grupo PQST se transforma en si mismo, pero 

( PQST \ 
QPST ) ' Cn 

donde debajo de cada punto fue escrito el que le corresponde bajo la transforma¬ 
ción. 

Obsérvese ahora que los cuatro puntos P, Q, S, T pueden ser dispuestos en dos 
pares sólo de tres formas: l)(PQ), (ST), 2) (PS), ( QT ) y 3) (P 7), (QS). Es fácil notar 
que los pares ( PS) y (QT) no pueden separar uno al otro. En efecto, si se tratase de 
pares separados, por el axioma 11,6 también lo cstarfan los pares (QS) y (PT), pues 
se obtienen de los pares {PS) y (QT) como resultado de dos proyecciones. Por lo 
tanto, en este caso la segunda y la tercera de las tres formas posibles de disposición 
de los puntos PQST en pares, producen pares que se separan. Pero esto contradice 
al axioma 11,3, cn virtud del cual dados cuatro puntos hay sólo una manera defor¬ 
mar pares separados. 

De igual modo, si asumiésemos que son los pares ( PT) y (QS) los cuales se sepa¬ 
ran, nos veríamos forzados a concluir que los pares (PS) y (QT) también uno al 
otro, con lo cual tendríamos nuevamente una contradicción. Como, por el axioma 
11,3, una de las tres maneras de formar pares dados cuatro puntos conduce necesa¬ 
riamente a pares separados, concluimos que los separados serán precisamente los 
pares (PQ) y (ST). El teorema queda demostrado. 

Es útil enunciar este teorema también como sigue: si el par Ai, Ai' es conjugado 
armónico del par A, B, los puntos Ai y Ai' se encontrarán en segmentos mutuamen¬ 
te complementarios diferentes, determinados por los puntos A, B. Si los puntos A, 
B están fijos, entonces Ai' depende únicamente de Ai; esto lo simbolizaremos con la 
escritura Ai' = f(M). Como MM'AB y M'MAB son en igual medida grupos ar¬ 
mónicos de puntos, conjuntamente con la relación Ai' = /(Ai) tendrá lugar la rela¬ 
ción Ai = }(M'). La correspondencia Ai' = /(Ai) se llama armónica. Evidente¬ 
mente, bajo una correspondencia armónica los segmentos mutuamente complemen¬ 
tarios con extremos comunes A, B se transforman biyectivamcnte el uno en el otro. 
Más adelante estudiaremos esta correspondencia con mayor detalle. 

§ 93. Consideremos sobre una recta proyectiva arbitraria u, tres puntos dados 
Ai,, Aí 2 , Ai 3 . Sea Ai el cuarto armónico de los puntos considerados; precisamente, el 
punto tal que el par Ai, Ai 3 resulte conjugado armónico del par A?,, Aí 2 . Convendre¬ 
mos en utilizar la escritura simbólica Ai = /(Ai,, Aí 2 , Aí 3 ), considerando a Ai como 
función de los tres puntos Ai,, Ai 2 , Aí 3 . Evidentemente,,/(Ai,. Aí 2 , Aí 3 ) = /(Ai 2 , 
Ai,, Ai 3 ) y, si Ai = /(Ai,. Aí 2 , Ai } ), entonces Ai 3 = /(A/,, Aí 2 , Ai). 

Si fijamos los puntos Ai, y Ai 2 , haciendo Ai, = A, Af 2 — B. y en lugar de Aí 3 
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escribimos Ai, la función f(A, B, Ai) coincidirá con la función /(Ai) introducida al 
final del parágrafo precedente. 

Tiene lugar el siguiente teorema importante. 

teorema 10 . La función Ai = /(Ai,, Ai 2 , Ai,) es continua para todas las posi¬ 
ciones de los puntos Ai,, Ai 2 , Ai 3 . 

De acuerdo con la forma en que definimos en el § 91 los entornos de los puntos 
sobre la recta proyectiva, este teorema puede enunciarse también como sigue-, 
cualesquiera que sean los puntos Ai,, Ai 2 , Ai, y cualquiera que sea el segmento 
abierto A que contenga al punto Ai, siempre pueden indicarse segmentos abiertos 
¡A,, A 2 , Aj que contengan los puntos Ai,. Ai,, Ai 3 , respectivamente, tales que si estos 
puntos varían permaneciendo dentro de los segmentos A,, A 2 , A 3 , el punto Ai va¬ 
riará sin salirse del segmento A. 

Asi, la demostración del teorema 10 tendrá que ser de carácter puramente cons¬ 
tructivo, pues se reduce a determinar los segmentos A,. A 2 , A 3 a partir del segmento 
A dado. Haremos la demostración sólo en dos casos particulares, los únicos que ne¬ 
cesitaremos en el futuro, o sea, 1) cuando el tercer argumento de la función/(A/,, 
Aíj. AZ 3 ) es un punto fijo Ai 3 = C; 2) cuando los dos primeros argumentos de la 
función /(Ai,. Ai 2 , Aí 3 ) son puntos fijos Ai, = A, M 2 = B. 

En el primer caso tendremos la función dedos variables Ai = /(AÍ,,Ai 2 , C). Se¬ 
an dadas posiciones determinadas de los puntos Ai, y Ai 2 . La construcción del pun¬ 
to Ai que les corresponde se representa en la fig. 107, a), donde Q,. <? 2 , G, H es el 
cuadrivértice de puntos diagonales Ai,. Aí 2 , Q, uno de cuyos lados QiQ 2 pasa por C, 
y el otro, HG, por Ai. 

Supongamos que el plano proyectivo se ha seccionado a lo largo de la recta 
Q¡Q 2 - Entonces, al considerar algún segmento cuyos extremos son conocidos, no 
habrá necesidad de indicar cuál de los dos segmentos mutuamente complementarios 
con los extremos dados se toma en consideración, pues sobre el plano proyectivo 
cortado dos puntos dados determinan un segmento de manera univoca. 

En la fig. 107, b) se representa la misma construcción con las mismas nota¬ 
ciones, pero la recta Q¡Q 2 ha sido dispuesta en el Infinito; en esta figura, las rectas 
que van al punto Q¡(o al Q 2 , o al Q) son paralelas; el punto Ai es el punto medio del 
segmento A/,Ai 2 . Resulta más sencillo seguir los razonamientos ulteriores en la 
fig. 107,6). 

Imaginémonos que los puntos Ai, y Af 2 varían la posición suya sobre la recta u. 
Como el punto C permanece invariable, podemos, para determinar el punto Ai, 
siempre utilizar cuadrivértices con vértices constantes Q, y Q 2 ; entonces el punto 
diagonal Q también quedará fijo, pues se trata del cuarto armónico de los tres pun¬ 
tos fijos Q¡, Q¡, C, cosa que se comprueba fácilmente. 

Si el punto Ai, al desplazarse permanece dentro de algún segmento AijAif y el 
Aíj, al desplazarse independientemente de Ai,, permanece dentro de un segmento 
Ai^Aíf, el vértice variable H del cuadrivértice que utilizamos para determinar el pun¬ 
to Ai dados Ai„ Aí 2 , C, al variar quedará dentro del cuadrilátero PSTR. La proyec¬ 
ción del punto H desde el punto Q sobre la recta u es, precisamente, el punto Ai. 
Cuando los puntos Ai, y Ai 2 ocupan las posiciones extremas A/¡ y Af¿, el punto H 
coincide con el punto T. y Ai va a parar a algún punto Ai'; cuando Ai, y Ai 2 ocupan 
las posiciones extremas M\ y AiJ, el pumo H coincide con el i*, y Ai se encuentra en 
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Fig. 107 

un punto M’. Para todas las demás posiciones de los puntos M x y M 2 , el punto M 
permanece entre M' y M". 

Resulta ahora sencillo pensar cómo construir, a partir de un entorno prefijado 
A = M‘M" del punto M. entornos A, y A 2 de los pumos Aí,y Af 2 , tales que al va¬ 
riar estos puntos, su pertenencia a los entornos ó, y A 2 , respectivamente, asegure la 
pertenencia del punto M al entorno A. Para esto debe procederse como sigue: se 
proyectan los puntos M' y M" desde el punto Q; sobre las semirrectas proyectantes 
se marcan los segmentos ZU y XY, cortados por las rectas Q t M 2 y Q 2 M,; dentro del 
segmento ZU se toma un punto arbitrario V, dentro del segmento XY, un punto 
cualquiera W. Las proyecciones de los puntos V, W desde Q 2 sobre la recta « serán 
los puntos M\M¡, que delimitan el segmento A , = M\M{\ las proyecciones de estos 
mismos puntos V, W desde 0, serán los puntos Mi, M" que delimitan el segmento 
A 2 = M'tMI. 

Los segmentos ó, y A 2 construidos son los entornos buscados de los puntos M t y 
A/j, es decir, si M, y M 2 varían su posición, pero permanecen dentro de A, y A 2 , res¬ 
pectivamente, entonces M = /{A/,, M 2 , C) cambiará su posición, pero se conserva¬ 
rá dentro de A. Como los entornos A, y A 2 con las propiedades indicadas pueden ser 
determinados cualesquiera que sean los puntos A/,, M 2 y el entorno A, la función 
M = /(Ai,, M 2 , O es continua para posiciones cualesquiera de los puntos M. y M-, 
sobre la recta proyectiva u. ‘ 
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Pasando al otro particular que queríamos considerar, precisamente, cuando en 
la relación M = f(M s , I Vf 2 , Mj) están fijos M¡ = A y M 2 = B, nos limitaremos a 
referirnos a la fig. 108; de esta figura, sin más aclaraciones, se aprecia cómo cons¬ 
truir, a partir de un entorno dado ó = M' M“ del punto M, un entorno 
Aj c* AíjMj'de! punto M } , tal que al variar mientras éste permanezca dentro de 
Aj, el punto M se quede dentro de A. La posibilidad de tal construcción significa la 
continuidad de la función M = f(A, B, Af } ). 

No nos detendremos en probar la continuidad de la función M = /(A/,, M 2 , 
M 2 ) en la totalidad de sus variables, pues el teorema 10 no nos hará falta en toda su 
generalidad. 

Por el contrario, estudiaremos desde otro punto de vista la función de una va¬ 
riable M' = f(A, B, M). 

Supongamos que sobre la recta u se lia introducido algún orden cíclico, de ma¬ 
nera que el conjunto de puntos de uno de los segmentos de extremos A, B ha sido 
ordenado en el sentido desde A hacia B, mientras que el conjunto de los puntos del 
segmento complementario se ha ordenado en el sentido desde B hacia A. Con¬ 
vendremos en denotar con AB el primero de estos segmentos. 

Si el punto M se encuentra en el interior del segmento AB, en virtud del teorema 
9 el punto M' = f{A, B, M) tendrá que encontrarse en el segmento complementa¬ 
rio al AB. Sean M, y M 2 dos posiciones arbitrarias del pumo variable M dentro de 
AB, y M\ y M 2 , las posiciones correspondientes del punto M'. Ahora mostraremos 
que si el punto A/| sobre el segmento AB precede al punto M 2 , entonces el punto 
M¡, en el segmento complementan} al AB, sigue al punto M 2 (fig. 109). 

A fin de mostrar esto, construimos los cuadrivértices completos CDP ¡ Q ] y 
CDP 2 Q 2 con puntos diagonales A, B comunes, de forma que los lados opuestos 
DP | y CQ | del primero de ellos pasen por y M\, y los lados opuestos DP 2 y CQ 2 
del segundo, por M 2 y Aíj. Proyectemos el grupo de puntos ABM t M 2 desde el 
centro D sobre la recta CB. Como proyección, se obtiene el grupo de puntos 
CBP i P 1 . Este grupo se proyecta ahora desde el centro A sobre la recta DB\ enton¬ 
ces, el grupo de puntos CBP { P 2 se transformará en el DBQ X Q V Proyectando, por 
último, el grupo de puntos DBQ,Q 2 deste el centro C sobre la recta u, hallamos co- 
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mo proyección el grupo ABM[M' V Así, después de una serie de proyecciones los 
puntos ABM¡M 2 se transforman en los ABM[M 2 . 

Si en el orden establecido de los puntos del segmento AS, el punto Ai, precede al 
Aí 2 , entonces, por definición de este orden, el par A, Af 2 separa al par Ai,, S. En vir¬ 
tud de la invariancia de la propiedad de separación de dos pares bajo proyecciones 
(véase el axioma 11,6), el par B. Ai¡ habrá de separar al A, Ai 2 . Pero esto significa, 
precisamente, que si el conjunto de puntos del segmento complementario al AS se 
ordena en el sentido desde S hacia A, en este orden Ai¡ sigue a Aí 2 . 

El resultado obtenido puede describirse gráficamente como sigue: si el punto va¬ 
riable Ai recorre el segmento AS en el sentido desde A hacia B, el punto armónico 
Ai' que le corresponde recorrerá el segmento complementario al Afl en el sentido 
opuesto, es decir, también desde A hacia B. 

Si en el segmento Afl se ha fijado un grupo de puntos A/,, Ai 2 .Ai„, dispues¬ 

tos de manera que cada pumo de subíndice menor precede a cada uno de subíndice 
mayor, entonces en el segmento complementario al Afl, a los puntos de este grupo 

le corresponderán puntos Aij, Afj. M’ n , dispuestos de forma que cada punto de 

subíndice menor sigue a cada uno de subíndice mayor. 

Una aplicación de un segmento orientado sobre otro (también orientado), bajo 
la cual el orden de los puntos de cualquier grupo ordenado o bien se conserva 
siempre, o bien se transforma siempre en el opuesto, se denomina ordenada (en for¬ 
ma directa y en forma inversa, respectivamente, o «aplicación que conserva la 
orientación» y «aplicación que invierte la orientación», respectivamente). 

Utilizando esta terminología y tomando en cuenta todo lo expuesto hasta aquí, 
podemos enunciar el siguiente teorema. 

teorema 11 . La aplicación armónica Ai' = /(A, fl. Ai) del segmento A B sobre 
su complementario es continua y ordenada en forma inversa. 

observación. Hasta ahora hemos asumido que los puntos del grupo armónico 
eran diferentes y la definición del cuarto armónico para tres puntos dados fue pre¬ 
sentada sólo para el caso en que los puntos dados eran diferentes. Por esto, en el 
teorema 10 el caso de coincidencia de las variables Ai,, M v M i de la fundón 
M = /(Ai,, Ai 2 , M 3 ) debe considerarse, en rigor, como un caso singular, que mere¬ 
ce una consideración especial. 

Sin detenernos en el análisis de esta cuestión para la función Ai = /(A/,, Ai 2 , 
M } ), consideraremos la función Ai' = /(A, fl. Ai) para M = A y M ~ B. 

Supongamos que Afl denota alguno de los dos segmentos determinados en la 
recta proyectiva por ios puntos A y fl. Del teorema 11 sigue que si Ai, permanecien¬ 
do dentro.de Afl, se aproxima monótonamente al punto A, entonces Ai' se aproxi¬ 
mará hacia A, al encuentto de Ai, permaneciendo dentro del segmento complemen¬ 
tario al Afl. Por esto, si deseamos definir la función Ai' = /(A, fl. Ai) para 
Af = A de forma que resulte ser continua para esta posición de Ai, tenemos que po¬ 
ner que para Ai = A es, asimismo, Ai' = A, es decir, considerar que /(A, fl, 
A) = A. Análogamente tendremos /(A, fl, B) = S. 

En la aplicación de la recta proyectiva sobre sí misma que pone en corresponden¬ 
cia al punto Ai el punto Ai' = /(A, S, Ai), los puntos A y B se corresponden a sí 
mismos. Estos se llaman puntos dobles (o fijos, o unidos ) de la aplicación armónica. 
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5. Axioma de continuidad. 

Sistema proyectivo de coordenadas 
sobre la recta 

§ 94, Nos acercamos a un punto de gran importancia en la exposición de la 
geometría proyectíva: la presentación del principio de determinación de los puntos 
del espacio proyectivo por medio de coordenadas. 

En la geometría cuotidiana las coordenadas de los puntos se determinan de ma¬ 
nera muy sencilla, recurriendo a mediciones. En la geometría proyectíva, donde no 
Itay axiomas de congruencia, la construcción de un sistema de coordenadas requiere 
ciertas astucias. Nosotros expondremos esta cuestión siguiendo el método de 
F. Klein. 

Necesitaremos, amén de los dos grupos de axiomas proyectivos considerados 
más arriba (de incidencia y de orden), el axioma de continuidad (de Debekind), que 
viene a ser el único axioma del tercer grupo. A En de facilitar su enunciado, introdu¬ 
ciremos una terminología adecuada. 

Imaginémonos que el espacio proyectivo se ha cortado a lo largo de algún plano 
que, por comodidad, se considerará alejado al infinito. Entonces en el conjunto de 
puntos de cada recta propia (es decir, cada recta que no se encuentre en el piano 
impropio) puede introducirse una relación que se expresa con el término «entre» 
(véase el § 90). Precisamente, si 0„ es el punto impropio de alguna recta propia a, y 
A, B, C son otros tres pumos de ella, el punto C se considera ubicado entre A y B en 
la recta o, si el par C, 0„ separa al par A, B. Entonces, como ya sabemos, con res¬ 
pecto a los elementos propios del espacio se satisfarán todos ios requisitos de los dos 
primeros grupos de axiomas de Hilbert. Basándonos en los axiomas referidos, pode¬ 
mos ordenar el conjunto de puntos propios de una recta, de forma que cada vez que 
un punto C siga a algún punto A y preceda a un punto B, resulte situado entre A y B 
en el sentido que acabamos de definir. Observando este requisito, el conjunto de 
puntos propios de una recta puede ser ordenado únicamente de dos maneras distin¬ 
tas; además, los órdenes asi introducidos son opuestos uno del otro (véase el § 14). 
Convendremos en llamar a cada uno de ellos, orden lineal sobre la recta proyectíva 
cortada en el pumo del infinito. 

Ahora estamos en condiciones de enunciar el axioma de continuidad, el único 
del tercer grupo y el último en la axiomática proyectiva. 

GRUFO III. AXIOMA DE CONTINUIDAD IDE DEDEKIND). 

MI. Sea a una recia proyectivo arbitraria, corlada en algún punto 0„. Si el con¬ 
junto de los puntos restantes de esta recta se divide en dos clases de forma que: 
1) cada punto pertenezca a una clase, y sólo a una; 2) cada clase contenga puntos; 
3) cada punto de la primera clase, en uno de los dos órdenes lineales sobre la recta a. 
preceda a cada punto de la segunda clase, entonces o bien en la primera clase existe 
un punto que sigue a todos los demás de esta clase, o bien en la segunda existe un 
punto que precede a todos sus otros puntos. 

En forma más concisa, este axioma se expresará como sigue: 

En cada cortadura de Dedekind del conjunto ordenado de puntos de una recta 
proyectiva cortada, exactamente una de las dos clases posee un elemento que la 
clausura. 



5. Sistema proyectivo de coordenadas sobre la recta 


237 


§ 95. En las páginas que siguen se muestra cómo puede introducirse un sistema 
de coordenadas sobre la recta proyectiva. 

Sean dadas una recta proyectiva arbitraria a y, sobre ella, tres puntos, de los 
cuales dos han sido marcados con los números 0 y I y el tercero, con el símbolo ■» 
(fig. 110). Llamaremos impropio al punto <», y propios a los demás puntos de la 
recta o. Convengamos en imaginar a la recta a corlada en el punto oo e introduzca¬ 
mos en esta recta un orden lineal, de modo que el punto 0 preceda al punto I. Luego 
marquemos con el número 2 el punto que forma, conjuntamente con el punto 0, un 
par armónico conjugado del par I, oo. Por el teorema 9, el par 0, 2 separa al 1, o». 
Por esto, en el orden lineal sobre la recta cortada a, el punto I está entre 0 y 2; dicho 
de otro modo, el punto 2 sigue a los puntos 0 y 1. Marquemos, seguidamente, con el 
número 3 el punto que, conjuntamente con el punto I, forme un par armónico con¬ 
jugado del par 2, «>; con el número 4, el punto que, conjuntamente con el punto 2, 
forme un par armónico conjugado del par 3, oo, etc. Nos queda, asi, una sucesión 
infinita de puntos marcados con los números 0, I. 2, 3,4,... Evidentemente, en esta 
sucesión el punto p. para cualquier p > 1. sigue a cada uno de los puntos 0, 1, 
2. P~ I. 

Hecho esto, marquemos con el número - I el punto que, conjuntamente con el 
punto I, forme un par armónico conjugado del parO, oo; con el número -2, el pun¬ 
to que, conjuntamente con el punto 0, forme un par armónico conjugado con el par 
— I, oo, etc. Como resultado general obtenemos los puntos ... , — m, 

-ni + I, .... -3, -2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4.n,... , que siguen el uno al otro en 

el orden lineal que se tiene sobre la recta cortada a. Llamaremos a estos puntos pun¬ 
tos enteros de la escala proyectiva. 

A fin de facilitar su construcción real, procedemos como sigue. 

Se trazan por el punto oo de la recta a dos rectas arbitrarias, una de las cuales 
marcaremos con el número I, y la otra, con la leira u\ sobre la recta u se escoge al¬ 
gún punto A (fig. 110). Se trazan, asimismo, las rectas A<¡ y A 1, que unen el punto 
A con los puntos 0 y 1. Estas rectas, al cortarse con la recta I, determinan dos pun¬ 
tos, que denotaremos por (1, 0) y (1,1), respectivamente. Trazando, ahora, por los 
puntosOy (1, 1) una recta, hallamos el pumo Sen que ésta corta a la recta u. Hecho 
esto, trazamos la recta por los puntos B y 1, determinamos sobre la recta I el punto 
(1, 2) y, proyectándolo desde el pumo A sobre la recta a, obtenemos el punto que 
arriba convinimos en marcar con el número 2, pues precisamente este punto, junto 
con el punto 0, forma un par armónico conjugado con el par I, a>. Para compro¬ 
barlo, basta considerar el cuadrivértice completo de vértices A, B. (1, 1) y (1, 2); los 
puntos I e oo son puntos diagonales de este cuadrivértice, mientras que los puntos 0 
y 2 se encuentran sobre dos de sus lados opuestos; esto significa, precisamente, que 
los pares 0, 2 y l, <» son armónicos conjugados. Una vez construido el punto 2, pro¬ 
yectándolo desde el punto B sobre la recta 1, obtenemos el punto (I, 3), y proyec¬ 
tando este último desde el punto A sobre la recta a, obtenemos el punto 3; una vez 
determinado el punto 3, proyectándolo desde el punto B sobre la recta I, obtenemos 
el punto (I, 4) y proyectando éste desde el pumo A sobre la recta o. obtenemos el 
punto 4, etc. 

De la misma forma pueden ser obtenidos los puntos enteros marcados con nú¬ 
meros negativos. Por ejemplo, proyectando el punto (1, 0) desde el pumo fí, oble- 
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liemos sobre la recia a el pumo — I; proyectando este último desde A sobre la recta 
1. determinamos el punto (!, -1), y proyectándolo desde el punto B, obtenemos 
sobre la recta a el punto — 2. etc. 

Por construcción, dos rectas, una de las cuales une el punto B con algún punto 
entero n y la otra une A con el punto entero n 4- 1, para cualquier n se cortan sobre 
la recta 1. 

Además SE PUEDE demostrar que dos rectas, una de las cuales une c! punto B 
con algún punto entero n y la otra une A con el punto entero n + 2, para todo n se 
cortan asimismo sobre una recta determinada. Esta recta fue marcada en la fig. 110 
con el número 2, y los puntos situados sobre ella que corresponden a intersecciones 
dos a dos de las rectas indicadas fueron denotados por ... , (2, -3), (2, -2), (2, 
-1), (2,0), (2. I). (2.2), ... 

Análogamente, dos rectas, una de las cuales une el punto B con un punto n y la 
otra, el punto A con el pumo n + 3, para todo n se intersecan sobre una recta de¬ 
terminada 3; sobre ella aparece, asi, el sistema de puntos ...,(3, -3), (3, -2), (3, 
-I), (3,0), (3. 1), (3.2), ... 

Dos rectas, una de las cuaies'une el punto B con el punto n, y la otra, el punto A 
con el n + 4, para todo n se intersecan sobre una recta determinada 4, etc. 

Bastará dar la demostración de estas afirmaciones para el sistema de pumos..., 
(2, -3), (2, -2), (2, - 1), (2, 0). (2, l),... Hecho esto, quedará clara su generaliza¬ 
ción a los demás sistemas de pumos. 

Mostraremos, pues, que los puntos ... , (2, -3), (2, -2), (2, - 1), (2, 0), (2, 1), 
(2, 2), ... están sobre una misma recta. 

Con este fin, observaremos, ante todo, que para cualquier n el par de pumos A, 
(I, n) es conjugado armónico con el par (2, n), n. 

Efectivamente, estos pares se obtienen proyectando desde el punto B los dos pa¬ 
res mutuamente armónicos (por construcción) oo, n — I y n - 2, n de la recta a y, 
consecuentemente, por el teorema 6 del § 86 son a su vez armónicos conjugados 
entre sí. 

Marquemos con el número 2 la recta que va del pumo » al punto (2, 0). Como 
se ve, los dos pares de rectas u, I y 2, a, que parten del punto oo, proyectan los dos 
pares armónicos conjugados de pumos A, (1,0) y (2,0), 0. Por esto, las semirrectas, 
indicadas, al cortarse con cualquier recta, determinan sobre ésta dos pares armóni¬ 
cos conjugados de puntos (véase el § 86, teorema 6). 

En particular, la recta que une los puntos A y n. interseca las semirrectas ir, I y a 
en los tres puntos A, (1, n) y n, y a la recta 2, en un punto que tiene que ser el cuarto 
armónico de los tres indicados. Pero éste es, como hemos visto, el pumo (2, n). Y 
como el cuarto armónico de tres puntos dados se determina de manera única, 
concluimos que el punto (2, n), para lodo n, está sobre la recta 2. 

Una vez probado que los puntos ... , (2, -3), (2, -2), (2, -1), (2, 0), (2, 1). 
(2, 2), ... están sobre una recta, es fácil mostrar que los puntos ... , (3, —3), (3, 
— 2). (3, — 1), (3, 0), (3, I), (3,2),... también se encuentran alineados. Para esto de¬ 
be observarse, ante todo, que el par A. (2, n), para todo n, es armónico conjugado 
del par (3, n), (1, n). Hecho esto, utilizando la alineación de los dos sistemas de pun¬ 
tos...,( 1 , — 2), ( 1 , — I), ( 1 , 0 ), (I, 1) ( 1 , 2 ), ...y...,(2, - 2 ), ( 2 ,- 1 ), (2. 0). (2, 1 ), 

(2, 2), ... , se puede probar la alineación del sistema de puntos (3. —2), (3, 
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- I), (3. 0), (3, 1) (3, 2), ... haciendo una analogía exacta con el razonamiento pre¬ 
cedente. De idéntica manera puede probarse que los puntos ... , (4, —2), (4, — 1), 
(4, 0). (4, I). (4, 2), ... están sobre una recta, etc. Ahora ya estamos en condiciones 
de demostrar el siguiente teorema auxiliar, de gran importancia para lo que sigue: 

teorema a. Si xey son dos números enteros y z = — y— también es un entero, 

entonces el punto entero z, conjuntamente con el punto <», forma un par que separa 
armónicamente el par de puntos enteros xey. 

Un punto que, conjuntamente con el punto <=, forme un par que separe armóni¬ 
camente sobre la recta a un par de puntos dados P y Q, se convendrá en llamar 
centro proyectivo del segmento PQ (el centro proyectivo depende, claro está, de la 
elección del punto »). Entonces, el teorema que acabamos de enunciar puede 
expresarse como sigue: 


x + y 

Si x, y y z = —~— son números enteros, entonces el punto entero z es el centro 

proyectivo del segmento determinado por los puntos enteros x e y. 

Al demostrar este teorema supondremos, para fijar ideas, que y > x. De la hipó¬ 
tesis sigue que la diferencia y - x es un número par. En el caso .y - x = 2 la afir¬ 
mación del teorema es, evidentemente, correcta, pues el hecho que para y - x = 2 , 


el punió y— sea centro proyectivo del segmento xy, fue tomado como base de la 

determinación de la escala proyectiva. Precisamente en esta propiedad se basa la 
construcción presentada en la fig. 110. donde puede apreciarse que la recta que une 
el punto A con el y, y la recta que une el B con el x, al cortarse con la recta 1 deter¬ 
minan dos puntos que, conjuntamente con los puntos A y B, constituyen los vértices 

X + y 

de un cuadrivértice que posee puntos diagonales —y— e <» y un par de lados opues- 

X + V 

tos que pasan por los puntos xy. Esto significa, precisamente, que el punto — 


es el centro proyectivo del segmento xy. De manera similar puede verificarse el te¬ 
orema en el caso y — x = 4, y - x = 6. etc. 

Sea, por ejemplo, y — x = 4. Consideremos la recta que une el punto A con el 
y, la recta que une el B con el x, y los puntos de intersección de estas recias con la 
recta 2. Estos puntos, conjuntamente con A y B, constituyen los vértices de un 

X + y 

cuadrivértice que tiene puntos diagonales —y e » y un par de lados opuestos que 

x + y 

pasan por los puntos xey. Esto significa, precisamente, que el punto —-— es el 
centro proyectivo del segmento xy. En la fig. 110 se indica con trazo grueso el 
cuadrivértice cuyo análisis permite apreciar que ci punto I = 3 iíli—^ es el centro 


2 
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proyectivo del segmento de extremos 3 y -I; en este caso, precisamente, es 
y-x= 3 — (—1) = 4. - 

Si y - x = 6 , la verificación del teorema se hace de la misma manera, sólo que 
ahora habrá que recurrir a la recta 3; para y - x = 8 . a la recia 4. etc. 

En la fig. 110, con trazo punteado grueso, se indica el cuadrivértice cuyo aná¬ 
lisis permite apreciar que el punto 2 = ¡ ~2 ^ cs el cenlro proyectivo del seg¬ 

mento de extremos 5 y -1; en este caso ser i y — x = 5 — (— I) = 6. 

Hasta ahora hemos trabajado únicamente con puntos enteros. Ahora nos dedi¬ 
caremos a «densificar» la escala proyectiva, completándola con nuevos puntos con 
marcas fraccionarias. 

Determinemos, primero, el centro proyectivo del segmento (0, 1) e indiquémoslo 

con el número —. Hecho esto, partiendo de los tres puntos 0, i e oo se construye 

una escala proyectiva de la misma manera que lo hicimos partiendo de los puntos 
0, 1, ». Se obtiene asi un sistema de puntos que, en la nueva escala, harán las 

4 3 

veces de enteros; tos marcaremos con los números: ... , —, —, 
2 1 ‘ 1 2 3 4 . 2 2 

—— ■ —— .0,— ,— ,— ,... No es difícil constatar que todos los puntos de la for- 

4 2 2 4 

ma..., — — , —— , 0,- de la nueva escala coinciden con los puntos .... -2, 

-I, 0, I, 2, ... de la escala vieja, respectivamente. En efecto, el punto - de la 

2 

/ 

nueva escala coincide con el punto 1 de la inicial, pues los segmentos 




1 4 

(0, 1) tienen un centro proyectivo común, precisamente, el punto - ; el pumo- de 

2 2 


la nueva escala coincide con el punto 2 de la antigua, pues los segmentos 


(«•0 


(0, 2) tienen un centro proyectivo común. En efecto, en virtud del teorema A, el seg- 
/ 4 \ . 2 

mentó 10 ,- 1 tiene por centro proyectivo el punto - de la nueva escala y. por el 

mismo teorema, el segmento (0,2) tiene por centro proyectivo el punto 1 de la escala 

inicial; pero, como acabamos de observar, los puntos - y I coinciden. Prosiguien¬ 


do, el punto- de la nueva escala coincide con el pumo 3 de la antigua, pues los seg- 


(f.í)y<'.3>.« 

)s) y centro proyectr 

cala y, al mismo tiempo, el punto 2 de la inicial. Continuando el razonamiento, se 


memos ( r . — I y(l,3) tienen origen común (ya sabemos que los puntos - y 1 son 

4 

idénticos) y centro proyectivo común, el cual viene a ser el pumo - de la nueva es- 


16-135 
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establece la identidad de todos los pumos de la forma — y n\ análogamente se es¬ 
tablece la identidad de los puntos — ^ y - n. 

Ahora resulta claro que todos los puntos de la nueva escala, es decir, la escala 
' determinada a partir de los puntos 0, - , t», puede obtenerse también si a los puntos 

de la escala inicial se agregan los centros proyectivos de los segmentos tipo 
(n. n + 1). 

Además, es evidente que como generalización del teorema A puede ahora enun¬ 
ciarse el siguiente teorema. 

TEOREMA n. Cualesquiera que sean los números enteros x e y, el número 
x + y 

Z = —-— determino siempre el centro proyectivo del segmento xy. 

No tiene sentido detener en este primer paso la densificación de la escala, que 
efectuamos agregando a los puntos enteros los centros proyectivos de los segmentos 

(/i, n + 1). Considerando los puntos tipo ^ (entre los cuales están todos los enteros, 
determinados por las fracciones reducibles), construimos el centro proyectivo de ca- 


/« n + l\ 

da segmento —-—1 y lo 


marcamos con el número 


n n + l 
1 2 2n + I 


\2 2 f 2 22 

se obtienen puntos que, conjuntamente con los ya hallados, se determinan por 
números de la forma — ; aplicando el mismo método a estos puntos, obtenemos 
puntos que se determinan por números de la forma , etc. 

Asi, cualquiera que sea la fracción binaria 4-, en la recta proyectiva cortada a 

2 m 

existe un punto bien determinado, que en nuestra construcción es marcado con el 
. n 

numero ~ m . A base de lo expuesto, podemos afirmar que para m fijado los puntos 
tipo —, <« = — , -2, -1,0, 1,2, ... ) constituyen una escala proyectiva. determi¬ 


nada por los puntos 0, --e °°. De aquf se obtiene la siguiente generelización del te¬ 
orema B. 

teorema c. Cualesquiera que sean las fracciones binarias x e y, el número 
x + y 

z - —-— es siempre e¡ centro proyectivo del segmento xy. 

En efecto, sean x = — ty = ^ : reduciendo estas fracciones a común denomi¬ 
nador, las representamos en la forma x = — e y — —, después de lo cual pode- 

2 ' ¥ 
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mos considerar x ey como puntos enteros de la escala determinada por los pumos 
0. — e oo. Entonces, resulta evidente que el teorema C es un corolario directo del 
teorema B. 

§ 96. Ahora demostraremos que los puntos marcados con fracciones binarias 
(que llamaremos en lo sucesivo racionales binarios) son densos en toda la recta 
proyectiva a. 

Daremos la demostración por el método de reducción al absurdo. Supongamos 
que cierto segmento PQ no contiene puntos racionales binarios en su interior y su¬ 
pongamos, para fijar ideas, que en el orden lineal sobre la recta proyectiva cortada 
a , el punto P precede al Q. , 

En la hipótesis hecha habrá que considerar tres casos: 

1) Existen puntos racionales binarios que preceden al punto P y también núme¬ 
ros racionales binarios que siguen al punto Q. 

2) Existen puntos racionales binarios que preceden a P, pero no los hay que si¬ 
gan a Q. 

3) Existen puntos racionales binarios que sigan a Q, pero ninguno que prece¬ 
da a P. 

Tenemos que demostrar que en todos estos casos, asumiendo que el segmento 
PQ no tiene puntos racionales binarios, se obtiene una contradicción. 

Tomemos el primer caso. 

Distribuyamos todos los puntos de la recta proyectiva cortada o en dos clases, 
poniendo en la segunda clase cada punto racional binario que siga al punto Q y, 
además, cada otro punto de la recta o, que siga a un tal punto racional binario; en la 
primera clase pondremos todos los demás puntos. Evidentemente, la distribución 
indicada de puntos es una cortadura de Dedekind. En virtud del axioma 111, existe 
un punto que realiza esta cortadura, es decir, que clausura una de susclascs; lo de¬ 
notaremos con Q 0 . No es difícil verificar ame todo, que Q 0 no puede preceder a Q. 
Además, si Q y Q 0 son diferentes, entre ellos no habrá puntos racionales binarios; 
en caso contrario, el punto Q 0 serla un punto de la segunda clase y no será el prime¬ 
ro (es decir, el punto de clausura). Ahora, cualquier entorno del punto Q 0 en la rec¬ 
ta a contiene puntos racionales binarios. En efecto, si existiese un entorno del punto 
C?o que no contuviese puntos racionales binarios, todos los puntos de este 
segmento —incluido el propio Q 0 — pertenecerían a la primera clase, y el punto 
Qo no serla el último punto allí (es decir, el de clausura). Obsérvese, además, que Q g 
no puede coincidir con el punto ao, pues, por hipótesis, el punto Q es seguido por 
puntos racionales binarios, que necesariamente separan Q 0 de oo. 

Efectuemos ahora una distribución dejodos los puntos de la recta proyectiva 
corlada a en dos clases, poniendo esta vez en la primera clase cada punto racional 
binario que preceda a) punto P y, además, todo otro punto de la recta a que preceda 
a un tal punto racional binario; en ia segunda clase se ponen todos los demás pun¬ 
tos. Nuevamente obtenemos alguna cortadura de Dedekind; sea /^el punto que la 
realiza. En forma análoga a la discusión precedente, podemos establecer, en primer 
lugar, que P 0 no puede seguir a P y que, si P 0 y P son diferentes, entre ellos no 
habrá puntos racionales binarios; en segundo lugar, que cada entorno del punto P 0 
contiene puntos racionales binarios y. por último, que /* 0 no puede coincidir con el 
punto oo. 

Ii>- 
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Asi, pues, el segmento P 0 Q 0 , al igual que el PQ, debe estar libre de puntos ra¬ 
cionales binarios, pero en cualquier entorno del punto P¡¡ y en cualquier entorno del 
punto Q 0 habrá tales pumos. 

Sean X e Y dos pumos arbitrarios de la recia a, distintos del punto c», y 
z = f(x, y. oo), el punto que, conjuntamente con o», forma un par Z, oo que sepa¬ 
ra armónicamente el par X. Y. El punto Z no es otra cosa que el centro proyectivo 
del segmento X. Y. Sea, además, R 0 = /(P Q , Q 0 , oo) el centro proyectivo del seg¬ 
mento P(¡Q 0 . Como sabemos, el punto R 0 está en el interior del segmento P 0 Q 0 - Por 
el teorema 10, la función f(X, Y. oo) es continua para X = P 0 , Y — Q 0 . Por esto, 
existen entornos A, y A 2 de los puntos P 0 y Q 0 , tales qu e si el punto A" está dentro de 
A,, y el punto Y, dentro de A 2 , el punto Z = J(X, Y, oo) estará dentro del segmento 
P U Q 0 . De acuerdo con lo expuesto arriba, A, y A 2 contienen puntos racionales bina¬ 
rios. Si x es una fracción binaria que corresponde a algún punto X en el interior de 
A|, e y, una fracción binaria correspondiente a un punto T de A 2 , entonces 
Z = f(X, Y. oo), en virtud del teorema C, será un punto racional binario, al cual le 

x + y 

corresponderá la fracción binaria —-— . Consecuentemente, dentro del segmento 

PqQq necesariamente habrá algún punto racional binario. Pero, por construcción, 
este segmento estaba libre de puntos racionales binarios. Asi, entonces, al asumir 
que existe algún segmento PQ que no contenga puntos racionales binarios, hemos 
llegado a una contradicción, por ahora, en el primero de los tres casos enumerados 
arriba. 

Pasemos al segundo caso. 

En esencia, ahora tenemos que mostrar que los puntos racionales binarios no 
pueden preceder todos a algún punto P de la recta proyectiva cortada. Suponiendo 
lo contrario, separemos todos los puntos de la recta cortada, en dos clases. En la 
primera clase pondremos cada punto racional binario y todo otro punto que prece¬ 
da a algún racional binario. Todos los demás puntos se adjudicarán a la segunda 
clase. Se obtiene, así, una cortadura de Dedekind. Por el axioma III, existe un pun¬ 
to P 0 que la realiza. En forma similar a como lo hicimos en la discusión del caso pre¬ 
cedente. se puede probar, en primer lugar, que si P 0 y P son diferentes, entonces 
entre ellos no hay puntos racionales binarios, es decir, que no hay puntos racionales 
binarios en lodo lo que va de la recta desde P 0 hasta oo y, en segundo lugar, que ca¬ 
da entorno del pumo P a contiene puntos racionales binarios. 

De aquí se puede obtener de inmediato una contradicción. 

En efecto, sea X un punto arbitrario de la recta corlada, e Y, el punto que se de¬ 
termina a partir del punto dado X de forma que el par 0, Y separe armónicamente 
al par X, oo. Utilizando la notacióif que ya introdujimos, podemos escribir; 
y = f(X. ”, 0). Pongamos R 0 = f(P 0 , oo, 0); este punto está en el interior del seg¬ 
mento (P ü , oo), pues 0 precede a P 0 . Por el teorema 10. la función Y = f(X, oo, 0) 
es continua para X = P 0 . Por esto, existe un entorno A del punto P 0 , tal que si X es¬ 
tá dentro de A, el punto Y estará dentro del segmento ( P 0 , oo). El entorno A, al igual 
que todo otro entorno del punto P 0 , contiene puntos racionales binarios. Sea x una 
fracción binaria que corresponde a algún punto X del interior de A; Y, el punto ra¬ 
cional binario determinado por la fracción binaria y = 2x. En virtud del teorema 
C, el punto X es el centro proyectivo del segmento (0, >0; por ende, Y corresponde a 
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-Venia relación Y = f(X, oo, 0). Pero como X está denlro de A, /estará en el ¡me¬ 
nor del segmento (P 0 , oo). Asf, entonces, este segmento contiene algún punto ra¬ 
cional binario, en contra de su definición. La contradicción obtenida nos lleva a 
rechazar la hipótesis del segundo de los tres casos enumerados arriba. 

No tiene sentido estudiar por separado el tercer caso, pues, en lincas generales, 
no difiere del precedente. Nuestra afirmación queda, asf, totalmente demostrada. 

§ 97. Hemos comprobado que los puntos racionales binarios son densos sobre 
toda la recia proyecliva. Pero éstos no agotan todos sus puntos. Existe un conjunto 
infinito de otros puntos, a los cuales ahora pondremos en correspondencia, por una 
ley determinada, números reales diferentes de las fracciones binarias. 

Sea M un punto cualquiera de la recta proyecliva cortada. Sea (P| el conjunto 
de todos los puntos racionales binarios que preceden al punto M, y | Q \ , el de todos 
los puntos racionales binarios que siguen a M; además, si el propio M es un punto 
racional binario, lo incluiremos, por ejemplo, en el primero de estos conjuntos. De¬ 
notemos con \p) el conjunto de las fracciones binarias que corresponden a puntos 
de (7*1; con (ql, el conjunto de lasque corresponden a puntos de | Q ). Entonces: 

1 ) si p es una fracción arbitraria de |/?| y q, una arbitraria de (qj, será p < q\ 

2 ) los conjuntos [p\ y \q\, tomados a la vez, forman todo el conjunto de las 
fracciones racionales binarias. 

Por esto, existe un único número x, que es mayor que cualquier número de 
(pl ’ 1 y menor que cualquier número de I?). Este número, precisamente, se pondrá 
en correspondencia al punto Ai. 

Asf, cada punto de la recta proyecliva cortada obtiene un número bien determi¬ 
nado que le corresponde; en lo sucesivo lo llamaremos su coordenada proyecliva, 

La correspondencia que acabamos de establecer de una coordenada determina¬ 
da para cada punto (excepto oo) posee las siguientes propiedades: 

1. A puntos distintos corresponden coordenadas diferentes; además, si el punto 
Ai,, de coordenada JT|, precede al punto Aí 2 , de coordenada x 2 , entonces x ( < .» 2 . 

Efectivamente, como el conjunto de puntos racionales binarios es denso cu toda 
la recta proyecliva, entre y A / 2 habrá algún punto racional binario Peón coorde¬ 
nada p. Pero, entonces, x, < p < jr 2 . 

2. Cualquiera que sea el número real x. existe un punto de coordenada x. 

En efecto, si x es una fracción binaria, entonces, como se sabe de la discusión 
precedente, existe un punto racional binario al que le corresponde como coordena¬ 
da la fracción dada x. Si, en cambio, x es otro número real, para probar nuestra 
afirmación separamos todas las fracciones binarias en dos conjuntos: [p| y (< 7 ). En 
el conjunto \p ) pondremos cada fracción binaria/?, si/? < A 1 ; en el 1171 , cada frac¬ 
ción binaria q, si x < q. Simultáneamente, podemos imaginarnos el conjunto de los 
puntos racionales binarios distribuidos en dos conjuntos: IP) y I Q) , formados por 
los puntos con coordenadas de [p\ y de (q¡. respectivamente. A continuación, 
efectuamos en el conjunto de la totalidad de los puntos de la recta proyecliva corta¬ 
da, una cortadura de Dcdckind, poniendo en la primera clase de ésta cada punto de 
JP) y cada otro punto de la recta, si éste precede a algún punto de (P|; en la segun¬ 
da dase ponemos todos los demás puntos. 


O bien es el mayor de estos números, si M es un punto racional binario. 
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Por el axioma III, existe un punto M que realiza esta cortadura de Dedekind, 
Evidentemente, M sigue a cada punto de [p\ y precede a todo pumo de 1(7). Por 
esto, la coordenada del punto M tendrá que ser mayor que cada fracción de \p\ y 
menor que cada una de \q\. Pero tal número puede ser únicamente el número dado 

x. Consecuentemente, la coordenada de M es x. 

3. La correspondencia entre puntos de la recta proyecliva cortada y sus coorde¬ 
nadas es continua, es decir, si una sucesión M n de puntos tiene como limite el punto 
M, la coordenada x del punto M será el límite de la sucesión de coordenadas x de 
los puntos M„, y reciprocamente. En forma más concisa; M n - M implica x n ~ x, 

y, recíprocamente, x n — x implica M n — M. Esta propiedad se desprende de que 
I) la correspondencia entre los puntos de la recta proyecliva cortada y de sus coor¬ 
denadas es biyectiva; 2) cada número real es coordenada de algún punto; 3) el orden 
de disposición de los puntos coincide con el orden de sus coordenadas. En virtud de 
esto, si x es la coordenada del punto M, entonces a cada entorno de M en la recta 
proyecliva cortada le corresponde, sobre el eje numérico, un entorno de su coorde¬ 
nada x\ a cada entorno de la coordenada x sobre el eje numérico le corresponde un 
entorno del punto M en la recta proyectiva cortada. Asi, si M n cae dentro de algún 
entorno del punto M, entonces x fl caerá dentro del entorno correspondiente de x y, 
recíprocamente, si x n cae en algún entorno dex, Aí n caerá en el entorno correspon¬ 
diente del punto M. Esto significa que si M n - M, entonces x„ - x, y si x - x, en¬ 
tonces M n — M. 

4. Si y M 2 son dos puntos arbitrarios de coordenadas x, y x 2 , entonces el 
centro proyectivo del segmento M t M 2 tiene por coordenada al número —~ f ~—? . 

Para demostrarlo, consideremos una sucesión de fracciones binarias p\"^ que 
converja a x,, y otra sucesión de fracciones binarias pf 1 que converja a x 2 . Asi, 
«"PT = x i T 1 = *r Denotemos con P\"> y tos pumos raciona¬ 


les binarios de coordenadas y />£"», con c < ' ,) , la coordenada del centro proyectivo 
dd segmento P\ n) y Py y con c, la coordenada del centro proyectivo del segmento 

M \ M 1 Del teorema 10 sigue que c = llm c* n \ Por otra parle, en virtud del teorc- 

* - * 

ma C (que con respecto a los puntos racionales binarios afirma precisamente lo que 

e: c<"> = W + 

2 


queremos demostrar ahora para puntos arbitrarios), se tiene: 

p\ n> + x i + x 2 

1 ---=-. Esto es, precisamente, lo 


De aquí sigue que c 


lim 

"--2 2 


que había que mostrar. 

Las primeras tres propiedades mostradas del sistema proyectivo de coordenadas 
pueden expresarse conjuntamente como sigue: al construir un sistema proyectivo de 
coordenadas, se realiza una correspondencia biyectiva y continua entre el conjunto 
de todos los puntos de la recta proyectiva cortada y el de todos los números reales; 
esta correspondencia, además, es tal que los puntos de la recta y los números que les 
corresponden (sus coordenadas) se encuentran en iguales relaciones de orden. Cabe 
observar que estas propiedades las tienen muchos otros sistemas de coordenadas, 
además del que hemos descrito arriba (el proyectivo). 
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Por el contrario, la cuarta propiedad es característica para este sistema y desde 
un comienzo fue puesta como base de su definición. Dicho de otro modo, entre to¬ 
dos los sistemas coordenados posibles sobre la recta proyectiva cortada, el sistema 
proyectivo se destaca por que en éste las coordenadas del centro proyectivo de un 
segmento son siempre iguales a la media aritmética de las coordenadas de sus extre¬ 
mos. 

Queremos subrayar, para finalizar esta sección, que el sistema proyectivo se de¬ 
termina fijando los tres puntos 0, I, oo. Al cambiarlos, se obtienen diferentes siste¬ 
mas proyectivos de coordenadas, sobre una misma recta. 


6. Sistema proyectivo de coordenadas 
en el plano y en el espacio 

§ 98. Supongamos que sobre un plano proyectivo arbitrario se ha fijado alguna 
recta. La denotaremos con el símbolo «, convendremos en llamarla recta impropia 
(recta del infinito) e imaginaremos que el plano proyectivo se ha cortado a lo largo 
de esta recta. 

Ahora indicaremos un método determinado, por el cual a los puntos del plano 
proyectivo cortado se les podrá poner en correspondencia biyectiva los pares de nú¬ 
meros reales. Estos números se denominarán coordenadas proyectivas de los puntos 
correspondientes. 

El sistema proyectivo de coordenadas queda determinado cuando se fijan los si¬ 
guientes elementos geométricos: algún punto O, al cual llamaremos origen del siste¬ 
ma de coordenadas; dos rectas que pasen por O, una de las cuales se llamará eje jc, y 
la otra, eje y, y además un punto £, que no pertenezca a ninguno de los ejes. 

Sean co x c °o y los puntos del infinito de los ejes * ey, es decir, los puntos de su 
intersección con la recta oo(fig. III). Proyectemos el punto E desde oo^ sobre el eje 
x, y desde oo^ sobre el eje y; marquemos cada proyección obtenida con el número I. 
Hecho esto, introduzcamos sobre el eje* un sistema lineal de coordenadas proyecti¬ 
vas, determinado por los tres puntos 0,1, oo^, en la misma forma a como lo hicimos 
en la sección precedente; análogamente, introduzcamos un sistema de coordenadas 
sobre el eje y, partiendo de los puntos 0, 1, o° y . 

Consideremos ahora un punto M, situado arbitrariamente en el plano proyecti¬ 
vo cortado. Sea M x la proyección del punto M desde oo y sobre el eje x y M y , la pro¬ 
yección del mismo punto M desde <*> x sobre el eje y. El punto M x , en el sistema line¬ 
al de coordenadas sobre el eje*, tiene cierta coordenada*; análogamente, el punto 
M y tiene sobre el eje y una coordenada y. Llamaremos a los números * e y coorde¬ 
nadas proyeclivas del pumo M en el plano. 

Evidentemente, cada punto del eje* tiene coordenadas del tipo (*, 0), cada pun¬ 
to del ejey, coordenadas tipo (0, y); las coordenadas del punto O son (0,0). El pun¬ 
to E tiene ambas coordenadas iguales a I; por esto, a veces se lo llama «punto de las 
unidades». 

Pasaremos, ahora, a demostrar la propiedad básica de las coordenadas proyecti¬ 
vas, enunciada en el siguiente teorema. 

TEOREMA 12. En coordenadas proyeclivas, cada recia se determina por una 
ecuación algebraica de primer grado. 
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demostración. Sea dada alguna recia u; fijemos en ella dos punios arbitrarios 
A*oyW,y denotemos con M„ el punto del infiniiode la recta u (es decir, el punto 
de su intersección con la recta oo). Partiendo de los tres puntos M 0 . M ] y M x , cons¬ 
truimos sobre la recta u una escala proyectiva (igual a como lo hicimos en la sección 
precedente, partiendo de los puntos 0, I. «). con puntos enteros ... . M , 2 . M _,, 
M 0 , M¡, M 2 , M y ... Consideremos tres pumos vecinos M k , M t + ,. M k + 2 y el pun¬ 
to (fig. 112). Por la propiedad básica de la escala proyeciiva, el punto M k + , 
debe ser el centro proyectivo del segmento M k M k + 2 , es decir, el par M k , M k + 2 
debe ser armónicamente separado por el par M k + M Proyectando los cuatro 
puntos indicados desde a¡ y sobre el eje x, obtenemos como proyecciones, los pumos 
M í' M í + \' M í + 2- °V Como la propiedad de conjugación armónica es invariante 
bajo proyecciones, el par M' k , M k + 2 se separa armónicamente por el par M k + 
°V Dicho de otro modo, el [Junto M k + , es el centro proyectivo del segmento 
+ 2 . Por esto, entre las coordenadas de los puntos M k , M k + ,, M k + 2 tiene 
lugar la relación 


Análogamente, 


+ x. 


* + 2 


■** + I- 


<*) 




y* + i- 


<• *t 


Sea ahora M un punto arbitrario del plano con coordenadas x, y, y ¿(Ai) = Ax + 
+ By una función lineal de este punto. Escojamos los números A. B. C de forma 
que se cumplan las igualdades: 

L(Mf¿ + C = AXq + By 0 + C = 0, 1 (°°*) 

¿(A/,) + C = Ax, + By } + C = 0. J 
De las relaciones (’) y (**) hallamos: 

; L(M k ) + L(M k + 2 ) - 2L(M k + ,) = 0. 
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Consecuentemente, s¡ L(M k ) + C = 0 y L(M¡¡ + i) + C = 0, entonces también 
L(M k + 2 ) + C = 0. Por esto y por consecuencia de las igualdades (***), obtene¬ 
mos, para todo punto entero M n : 

L{M n ) + C = Ax„ + By„ + C = 0. 

Asi, las coordenadas de todos los puntos enteros de la recta u satisfacen la ecuación 
de primer grado 

Ax + By + C = 0. 


No resulta difícil comprobar que esta ecuación es satisfecha no sólo por las coor¬ 
denadas de los puntos, sino también por las de todos los puntos racionales binarios. 
En efecto, los puntos racionales binarios fueron introducidos en su oportunidad por 
un proceso de «densificación» sucesiva de la escala proyectiva; convengamos en lla¬ 
mar «primera densificación» de la escala, a la colección de todos los puntos enteros 
junio con los centros proyeclivos de los segmentos que éstos determinan; «segunda 
densificación», al conjunto de todos los puntos de la «primera densificación» junto 
con los centros proyeclivos de los segmentos que éstos determinan, etc. 

Si el punto M k + , A es el centro proyectivo del segmento M k M k + ( , para sus co¬ 
ordenadas tendrán lugar las igualdades 


_ j>. + X ¡ L ±. i 


'y + W 


- ** +** 


+ Vi 

en virtud de lo cual 

L(M k ) + L(M k + ,) - 2L(M k + , A ) 


0 . 


Por esto, en el caso L(M k ) C = 0 y L(M k + ,) + C = 0, debe ser L(M k + A ) + 
+ C - 0. Asi, la ecuación Ax + By + C = 0 es satisfecha por las coordenadas 
de todos los puntos de la primera densificación; razonando análogamente, se 
comprueba que también es satisfecha por todos los puntos de la segunda densifica¬ 
ción, etc. Como la función Ax + By + C = 0 es continua e igual a cero en los 
puntos de un conjunto denso sobre la recta ir, esta función será igual a cero en todos 
los puntos de dicha recta. En otras palabras, las coordenadas de cada punto de la 
recta u satisfacen la ecuación Ax + By + C = 0; por otra parte, es evidente que 
las coordenadas de los puntos de la recta u agolan lodos los pares (.r, y) de solu¬ 
ciones de esta ecuación, por consecuencia, ésta no es otra que la ecuación de la recta 
u. Se aprecia que se trata de una ecuación algebraica de primer grado; nuestra afir¬ 
mación queda, así, demostrada. 

Conjuntamente con la ecuación 

Ax + By + C = 0, 

que llamaremos ecuación generaI de la reda, utilizaremos también sus siguientes 
formas especiales: 

1) Ecuación despejada con respecto a alguna de las coordenadas, por ejemplo, 

y- 

y = kx + I; 

por su aspecto exterior, es idéntica a la ecuación con coeficiente angular, que se uti¬ 
liza con frecuencia en la geometría analítica del plano euclidiano. Pero, por supues- 
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lo, ahora no cabe llamar al parámetro k coeficiente angular de la recta, pues en la 
geometría proyectiva fallan todos los conceptos métricos, entre ellos, el de magni¬ 
tud de un ángulo. 

2) Ecuación que contiene las coordenadas ,r 0 , y ( de alguno de los puntos de la 
recta: 

y - y 0 = *(JT - Jo)- 

3) La ecuación 



por su escritura coincide con la llamada ecuación segmentaria de la recta, bien cono¬ 
cida en la geometría analítica elemental. Pero ahora debemos concebir a y b no co¬ 
mo las longitudes de los segmentos que la recta determina sobre los ejes, sino como 
las coordenadas proyeclivas de los puntos de intersección de la recta con los ejes. 

§ 99. Pasemos al estudio de las coordenadas proyeclivas en el espacio. 

Supongamos fijado algún plano en el espacio proyectivo; lo denotaremos con el 
símbolo oo, convendremos en llamarlo plano del infinito (plano impropio) y nos 
imaginaremos que el espacio ha sido cortado a lo largo de este plano. 

En el espacio proyectivo cortado introduciremos un sistema de coordenadas, fi¬ 
jando algún punto O, que denominaremos origen del sistema; tres rectas no copla- 
nares que pasen por O y que llamaremos eje x. eje y y eje z, respectivamente, y ade¬ 
más un punto E, que no pertenezca a ninguno de los tres planos determinados por 
los ejes, tomados dos a dos (fig. 113). 
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Sean oj ) é , oo. los punios del infinito de los ejes, es decir, los puntos de inter¬ 
sección de estos ejes con el plano «. Sea e x el plano determinado por los puntos £, 
“y °°*¡ £ y el Ó ue se determina por los puntos E. a> x , ■».; e., el plano determinado 
por los pumos E, oo^, ooy El plano c x intersecará el eje x en algún punto E x : el plano 
e cortará el eje^en cierto punto y el plano c t intersecará el eje z en algún punto 

marquemos cada punto obtenido con el número 1. 

Hecho esto, introduzcamos en el eje x un sistema lineal de coordenadas proyecti- 
vas, determinado por los tres puntos O, 1, oo^; análogamente, introduzcamos siste¬ 
mas de coordenadas en los ejes y y z, partiendo de los puntos O, I, y O, 1, °° z , 
respectivamente. 

Consideremos, ahora, un punto M, situado arbitrariamente en el espacio pro¬ 
yectivo cortado. 

Sea M x el punto de intersección del plano A/oty» s con el eje a:; M y , el punto de 
intersección del plano Ma> x <x> l con el eje y, y M v el pumo de corte del plano 
M<x> x m y con el eje z. El punto M x tiene cierta coordenada x en el sistema lineal de 
coordenadas sobre el eje.r; análogamente, los puntos M y sobre el cje,y y M t sobre el 
Z, tienen coordenadas y y z, respectivamente. 

Llamaremos a los números .r, y, z coordenadas proyeclivasdelpumo M en el es¬ 
pacio. Ahora probaremos la propiedad básica de las coordenadas proycctivas, 
enunciada en el siguiente teorema. 

teorema 13. En coordenadas proyeclivas. cada plano se determina por una 
ecuación algebraica de primer grado. 

demostración. A fin de facilitar la demostración de este teorema, nos limitare¬ 
mos a deducir únicamente las ecuaciones de los planos que no pasan por el origen de 
coordenadas o por alguno de los puntos a° x . «y, oy. 

Sea dado algún plano a, que interseca los ejes de coordenadas en los puntos A, 
B, C. Si estos puntos tienen coordenadas a. b. c respectivamente, con la restricción 
impuesta arriba será a * 0, b * 0. c * 0. Demostraremos que el plano a tiene 
ecuación 



Consideremos sobre el plano a un punto M arbitrario; sean x, y, z sus coordena¬ 
das. Denotemos con p el plano determinado por los puntos M. co y , ay; con R, el 
punto de Intersección del plano p con el eje x; con P y Q, los puntos en los cuales la 
recta de intersección de los planos ay p corta los planos Oxy y Oxz (fig. 114). Evi¬ 
dentemente, la recta PQ contiene el punto M. 

En el sistema proyectivo de coordenadas sobre el plano Raa y oy, la recta PQ 
tiene una ecuación de tipo 



P Q 


Esta ecuación debe satisfacerse por las coordenadas y- = y. z = z, pues el punto M 
pertenece a la recta PQ. Por consecuencia, tenemos: 
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Determinemos ahora ios parámetros p y q. Con este fin, obsérvese que la ecuación 
tic la recta AB en las coordenadas proycctivas del plano Oxy es 


1 +' 
a b 


Pero las coordenadas proycctivas del punto P en el plano Oxy son los números x, p 
(y en el espacio, los números x, p. 0). Por esto, tiene lugar la relación 


de donde 


Análogamente, de la ecuación 


2 +£ - i. 
a b 


-H) 


-+-=!, 
u c 


que determina la recta AC en el plano Oxz, para x = x, z = q, se halla: 

Para estos valores dep y q, la igualdad (**) nos da: 

y z 


*(■-0 ' 0-0 


I, 
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o bien 


- +- +- = 1 . 
abe 


Así, pués, las coordenadas de cualquier pumo del plano a satisfacen la ecuación (*), 
quedando demostrado lo que se proponía *\ 

Dejamos que el lector deduzca las formas particulares de la ecuación del plano, 
en el caso en que éste contenga el origen, o bien los puntos impropios de los ejes. 
Todos ellos quedan abarcados por la fórmula general 
Ax + By + Cz + D = 0. 

Por cuanto el plano queda determinado por una ecuación de primer grado, la 
recta en el espacio puede ser dada por medio de dos ecuaciones de tipo 

■V + B i> + C,z + D, = 0. 

A-¡x + + CjZ + D 2 = 0. 

Estas ecuaciones, mediante transformaciones algebraicas, pueden reducirse a la for¬ 
ma «canónica» 

* - *o m y - y o m * - *0 
m n p 

donde * 0 , y 0 , z 0 son las coordenadas de algún punto de la recta. 

§ 100. Hasta ahora hemos construido un sistema de coordenadas en la recta pro- 
yectiva cortada, en el plano proyectivo cortado y en el espacio proyectivo cortado. 
Dicho de otro modo, cuando consideramos la recta proyectiva, poníamos a sus pun¬ 
tos en correspondencia coordenadas, de forma que un punto (que era denotado con 
el símbolo oo) no obtenía coordenada .alguna. Al considerar el plano proyectivo y el 
espacio proyectivo, a sus puntos les poníamos en correspondencia pares y ternas de 
coordenadas, respectivamente, de manera que los puntos de cierta recta —y, en el 
espacio, de cierto plano— (denotados con el símbolo oo), no recibían ninguna coor¬ 
denada. 

A fin de efectuar una aritmetización global de la recta, del plano y del espacio 
proyectivos, es necesario utilizar las coordenadas homogéneas. Describiremos, 
ame todo, el sistema de coordenadas homogéneas de la recta proyectiva. 

Sea dada cierta recta proyectiva a. Fijemos sobre ésta tres puntos de manera ar¬ 
bitraria; indiquemos dos de ellos con los números 0 y I, y el tercero, con el símbolo 
oo. Introduzcamos seguidamente en la recta a, el sistema proyectivo de coordenadas 
determinado por los puntos 0, 1, oo. En este sistema, cualquier punto de la recta 
posee una coordenada bien determinada, a excepción del punto oo. Sea M un punto 
cualquiera de la recta a, de coordenada*. Diremos que dos números*, y * 2 . que no 
son simultáneamente iguales a 0, son las coordenadas homogéneas del punto Ai, si 
la razón *,; * 2 es igual a *. Al punto « le ponemos en correspondencia las coorde¬ 
nadas homogéneas *,, * 2 , con la condición * 2 = 0. El sistema de coordenadas ho¬ 
mogéneas así construido posee las propiedades siguientes: 

I) Cada punto de la recta proyectiva tiene coordenadas homogéneas. 


' Además tendríamos que mostrar que las coordenadas de cualquier punto que no esté 
sobre el plano a no satisfacen la ecuación (*); pero esto sigue directamente de observar que en 
dicha ecuación cada coordenada se puede despejar de maneta única. 
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2) Si x¡, x 2 son coordenadas homogéneas del punto M, también px„ px 2 . siendo 
n cualquier número diferente de 0 , son coordenadas homogéneas del punto M. 

3) A distintos puntos le corresponden siempre cocientes diferentes de sus coorde¬ 
nadas homogéneas. 

4) Si .<T| — .xf, x 2 — * 2 , entonces el punto variable M de coordenadas homogéne¬ 
as *|, x 2 tiene por limite el punto M°, de coordenadas homogéneas x° t , x 2 . 

Al operar con las coordenadas homogéneas, es de particular importancia tener 
una buena idea del significado de la segunda propiedad. Precisamente, cada punto 
de la recta proyectiva tiene un número infinito de pares de coordenadas homogéne¬ 
as, las cuales, entonces, no quedan determinadas de manera única por el punto que 
les corresponde: queda determinado su cociente. Escogiendo adecuadamente el fac¬ 
tor n. se puede conseguir que una de las coordenadas px,, px 2 sea igual a cualquier 
número distinto de 0 (por ejemplo, a la unidad). Asi. serán coordenadas homogé¬ 
neas de los puntos 0eo>, que ahora convendremos en denotar con A, yA 2 , los pa¬ 
res de números (0, I) y (1, 0). Como coordenadas homogéneas del punto 1, que aho¬ 
ra denotaremos con E, se puede tomar el par (1,1). Evidentemente, las coordenadas 
homogéneas sobre la recta proyectiva quedan determinadas al fijar los puntos A , 
(0, I), A 2 0, 0) y E (1, 1). 

§ 101. A fin de efectuar una aritmetización global del plano proyectivo. introdu¬ 
cimos en éste, ante todo, un sistema de coordenadas proyectivas no homogéneas, 
con origen en el punto O, ejes Ox, Oy, con punto de unidades E y recta impropia oo 
(denotaremos con a> x e a> y los puntos impropios de los ejes). Entonces, todos los 
puntos del plano proyectivo, a excepción de los puntos de la recta oo , poseerán coor¬ 
denadas proyectivas. 

A continuación introducimos en el plano proyectivo coordenadas homogéneas; 
ame todo, lo haremos para los puntos que no pertenecen a la recta o». Si el punto M 
no está sobre la recta oo, diremos que sus coordenadas homogéneas son tres núme¬ 
ros X,, x 2 , Xy QUE NO SON IGUALES A CERO A LA VEZ, y tales que X, : X 3 = X, 
*2 '■ *3 = siendo x, y las coordenadas proyectivas (no homogéneas) del punto M. 
Si el punto M pertenece a la recta ■», entonces carece de coordenadas no homogéne¬ 
as, por lo cual la definición precedente para sus coordenadas homogéneas no es 
aplicable. Diremos que los tres números x,, x 2 , Xy son coordenadas homogéneas del 
punto M„, situado sobre la recta oo, si se cumplen las condiciones: 

1) * 3 = 0 ; 

2 ) al menos uno de los dos números x¡, x 2 es diferente de 0 ; 

3) la razón x, : x 2 es igual al cociente B:— A, donde A y B son los coeficientes de 
la ecuación 

Ax + BY + C = 0 

de cualquier recta que pase por el punto es decir, .v, y x¡ daben ser tales que 

Ax, + Bx 2 = 0. 

Demostremos que la tercera condición es correcta; precisamente, mostremos 
que la razón B:~ A no depende de la elección de la recta que pase por el punto M„. 

Sean 

A ,x + B { y + C, = 0 , 

A-¿p + B^y + C 2 = 0 
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las ecuaciones de dos rectas que pasen por M m . Va que ambas tienen por único pun¬ 
to común a M x , y a este punto, por estar en la recia », no le corresponden ningu¬ 
nos números como coordenadas no homogéneas, entonces las ecuaciones (*) tienen 
que ser incompatibles. Por esto, es necesario que 

A, B, I „ 

1 1 = 0 , 

A i I 

de donde B, : -A, = B 2 : -A 2 - Esto prueba que la tercera condición es correcta. 

De la definición de coordenadas homogéneas sigue que cualquiera que sea el 
punto A/que pertenezca a la recta Ax + By + C = 0, sus coordenadas homogéne¬ 
as satisfarán la relación Ax, + Bx 2 + Cx 3 = 0. Llamaremos a esta relación, 
ecuación de la recta en coordenadas homogéneas y, cambiando la notación de los 
coeficientes A, B, C por u 2 , u 3 , la escribiremos en la forma: 

U,X, + ttjTj + UjXj = 0 

(ésta no contiene término independiente, es decir, es homogénea; este hecho es 
característico de las coordenadas homogéneas). 

Las propiedades básicas de las coordenadas homogéneas en el plano proyectivo 
son análogas a las que poseen las coordenadas proyectivas en la recta; precisamente: 

1) Cada punto del plano proyectivo posee coordenadas homogéneas. 

2) Si x,, x 2 , x } son coordenadas homogéneas del punto M, también /W|, px 2 , px 3 
(donde p es cualquier número diferente de 0) son coordenadas homogéneas del pun¬ 
to M. 

3) A puntos distintos les corresponden siempre cocientes diferentes x,\x 2 : x¡ de 
sus coordenadas homogéneas. 

4) Si AT, — X°,.X 2 -X%.X i -X%. el punto variable M de coordenadas homogéneas 
Xp x 2 , * 3 tiene por limite el punto Aí° de qoordenadas homogéneas .rf, x%, x%. 

Es importante recalcar que para ningún punto las tres coordenadas homogéneas 
se anulan simultáneamente. Cualquiera de las tres coordenadas px,,px 2 , px } que sea 
diferente de 0 puede hacerse igual a la unidad, escogiendo adecuadamente el factor 
p. Por ejemplo, para el punto O pueden tomarse, como coordenadas homogéneas, 
los tres números 0, 0, 1; para el punto co x , los tres números 1, 0, 0; para el punto 
oo^, los tres números 0, 1,0, y para el punto E, los tres números 1, 1,1. En lo que si¬ 
gue escribiremos A,, A 2 , -4 3 en lugar de o» x , <x y y 0, y llamaremos a estos puntos, 
vértices del triedro de coordenadas. Evidentemente, el triedro de coordenadas/!,(), 
0, 0), /f 2 (0, 1, 0), A 2 (0, 0, 1) y el punto de las unidades £ (1, 1, 1), una vez escogi¬ 
dos, determinan el sistema de coordenadas homogéneas en el plano proyectivo. La 
elección de estos cuatro puntos debe estar sujeta a una única condición: ninguna ter¬ 
na de ellos debe pertenecer a una misma recta. 

La recta A ,A 2 del plano proyectivo (que antes se denotaba con el símbolo oo) 
contiene los puntos de tercera coordenada nula. La relación jt 3 = 0 no es otra cosa 
que la ecuación de la recta A,A 2 . Las rectas AyA 2 yA,A 3 tienen ecuaciones— 0 
y x 2 = 0, respectivamente. 

| 102. La construcción de las coordenadas homogéneas en el espacio proyectivo 
se efectúa de un modo plenamente análogo a la construcción sobre el plano recién 
descrita. Primero, fijando los ejes Ox, Oy, Oz y el plano oo, debe introducirse un 
sistema de coordenadas no homogéneas proyectivas. En este sistema tienen coorde- 
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nadas todos los puntos del espacio, excepto los del plano oo. Luego se determinan 
las coordenadas homogéneas. Si el punto M no pertenece al plano co, entonces se 
llaman coordenadas homogéneas del mismo cuatro números cualesquiera x,, x 2 , 
x¡, x 4 quesean desiguales a cero a la vez. tales que x,: x 4 = x, x 2 : x„ = y, x¡:x i = 
— z, donde x, y, z son coordenadas no homogéneas del punto M. 

Si el punto pertenece al plano oo, entonces sus coordenadas homogéneas x,, 
* 2 • x a vienen determinadas por las siguientes condiciones: 

1) * 4 = 0; 

2 ) entre tres números x,, x 2 , x¡ hay al menos uno diferente de cero; 

3) la relación x,: x 2 : x } es igual a la m : n : p, donde m. n. p son parámetros en 
las ecuaciones 

* - x a = y - y 0 = z - Zq 

m n p 

de cualquier recta que pase por el punto M„. 

Demostremos que la tercera condición es admisible, a saber, probemos que la re¬ 
lación m : n : p no depende de la elección de la recta que pasa por el punto M a . 
Sean 

x - x 0 _ y - y 0 a z- z 0 
m n p 

y 

x' - *¿ _ y' - y¿ = z' - z¿ 

m’ n' p' 

ecuaciones de dos rectas que pasan por el punto del plano oo. Debido a que am¬ 
bas rectas pasan por un mismo punto, debe existir un plano 

Ax + By + Cz + D = 0 (a) 

que contenga las dos rectas. Esta circunstancia impone cierta restricción analítica 
sobre los parámetros de las ecuaciones (*) y (**). Para obtener dicha restricción, de¬ 
signemos con t cada una de las relaciones iguales (*) y con / cada una de las rela¬ 
ciones iguales (**). Entonces, en vez de (*) y (**) se podrá escribir los dos sistemas 
siguientes de ecuaciones paramétricas: 

x = x 0 + mi. x' = x¿ + m'l 

y = j-o + y y' = y¿ + wr, ( b) 

Z = Z 0 + p' z' = Z¿ + p'l'. 

Si la primera recta se halla en el plano (a), entonces las coordenadas de cada uno de 
sus puntos deben satisfacer la ecuación det referido plano, por eso la igualdad 
Ax + By + Cz + D = (Am + Bn + Cp)t + (Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D) - 0 
debe verificarse para cualquier /. Consiguientemente, 

Am + Bn + Cp = 0, Ax 0 + By 0 4- Ce„ + D = 0. 


C) 

(**) 


■* Véase la llamada al comienzo del § 71 (pág. 175). 
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Dado que la segunda recta también está en el plano (a), análogamente tendrá lugar 
Am ' + Bn' + Cp' = 0, Ax¿ + By’ a + Cz¡¡ + D = 0. 

De aquí tenemos un sistema de relaciones 

A{x 0 - x¡) + B(y 0 - _V¿) + CíZq - = °, 'l 

Am + Bn + Cp = 0, V (-y) 

Am' + Bn ' + Cp' = 0, J 

que puede estimarse como sistema de ecuaciones homogéneas con las incógnitas A, 

B, C. Dicho sistema tiene soluciones no triviales, puesto que el la ecuación del plano 
(a) los tres coeficientes A, B, C no pueden ser iguales a cero. Asi que el sistema ( 7 ) 
es compatible de un modo no trivial, a consecuencia de lo cual 

*0 - *'o yo - y¡> z o ~ z ó 

m n p = 0. (i) 

m' n' p' 

Al observarse precisamente esta condición, las dos rectas se hallan en un mismo pla¬ 


no. 

Ahora es fácil mostrar que si las dos rectas en cuestión tienen un punto común 
sobre el plano oo, entonces m, n, p y m', n', p' son proporcionales. En efecto, por 
cuanto el punto común de las referidas rectas está sobre el plano », el mismo no po¬ 
see coordenadas no homogéneas. Por ende, cualesquiera que sean los valores de / y 
, las relaciones 03) no podrán conducir a las igualdades x = y = y', z = 

Si suponemos tales igualdades, entonces tendremos un sistema de ecuaciones: 

mi — m'l' + C*o - x¿) = 0, 'N 

ni - n't' + (y 0 - = 0, /■ (e) 

pi - p'f + (*„ - = 0 J 

respecto a los números I, -í* y 1. Debido a que el determinante (6) de este sistema 

es igual a cero, una de las ecuaciones es un corolario lineal de otras dos. Si a la par 


de esto al menos uno de los tres determinantes 


r m '| .p'U^'ldifieredet 

j n n' | \pp'\ I m m'l 


ro, entonces el sistema (e) admite soluciones, lo cual, según observamos más arriba, 
es imposible. De tal manera. 


de donde 


m m' 

= o.l" n 

= », PP ' 

n n' 

1 p p' 

m m' 


m: n : p = m' : n' : p'. 


Con esto mismo queda demostrado lo que se requería. 

Así pues, determinamos las coordenadas homogéneas para todos los puntos del 
espacio proyectivo, sin excluir ninguno. Las propiedades básicas de dichas coorde¬ 
nadas son plenamente análogas a las enumeradas para las coordenadas homogéneas 
sobre la recta y sobre el plano. 


17-.-135 
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Una propiedad bien taponante de las coordenadas homogéneas que introduji¬ 
mos, consiste en que cualquiera que sea el pumo M perteneciente a un plano deter¬ 
minado en coordenadas no homogéneas por la ecuación 

, Ax + By + Cz + D = 0, (I) 

las coordenadas homogéneas x¡, x 2 , x v * 4 del punto M siempre satisfacen la rela¬ 
ción 

Ax, + Bx 2 + Cx j + Dx t = 0. (2) 

Efectivamente, si el punto M no se halla en el piano oo, entonces* = -ÍL, y = 

x *4 *4 

z = ^ (1) se infiere inmediatamente (2); y si el punto M pertenece al 

plano oo, entonces * 4 = 0, jr,: ^r 2 : jr 3 = m: n:p, donde m, n. p son parámetros de 
las ecuaciones de cualquier recta que pase por el punto M. Más, según vimos más 
arriba, entre A, B, C y m, n, p se verifica la dependencia 

Am + Bn + Cp = 0 

lo cual, a consecuencia de las relaciones Jt| : jtr 2 : = m : n : p, da: 

Ax, + Bx 2 + Cx j'ss 0. 

Y esta relación, si * 4 = 0, coincide con la igualdad (2). 

La dependencia (2) entre las coordenadas homogéneas de puntos del plano la 
llamaremos ecuación de dicho plano en coordenadas homogéneas. Cambiando las 
notaciones de coeficientes de la ecuación del plano, en lo ulterior la escribiremos en 
forma de 

U,X, + U-¡X 2 + UyXj + ujc 4 = 0. 

Según la definición de las coordenadas homogéneas*,, x 2 , * 3 , x A del punto ar¬ 
bitrario M, al menos una de ellas difiere de cero; haciendo variar una misma canti¬ 
dad de veces las cuatro coordenadas, se puede igualar a uno la coordenada diferente 
de cero. Por ejemplo, para el punto O. a titulo de coordenadas homogéneas, se 
puede señalar cuatro números 0, 0, 0, 1 , para el punto oy cuatro números I, 0, 0, 
0 , para el oy cuatro números 0,1,0. 0 , para el oy cuatro números 0,0,1,0 y para 
el £, cuatro números 1,1,1, 1. En lo sucesivo, en vez de ay oo a> [ y O escribire¬ 
mos A ,, A 2 , A 3 , A a , llamando a estos puntos vértices deI tetraedro de coordenadas. 
Evidentemente, el sistema de coordenadas homogéneas en el espacio proyectivo se 
determina por la elección del tetraedro de coordenadas A , (1, 0, 0, 0). A 2 (0, 1, 0, 
0 )> A i (®*°- 1,0). >í 4 (0,0,0, I) y del punto de unidades £(1,1, 1, 1). La elección de 
los referidos cinco puntos debe obedecer a una sola condición: ningunos cuatro de 
ellos deben estar en un mismo plano. 

La cuestión de cómo varían las coordenadas homogéneas al cambiar los puntos 
determinantes, se resuelve en el § 114, donde serán deducidas las fórmulas de trans¬ 
formación de coordenadas homogéneas. 
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7. Correspondencia proyectiva entre elementos 
de las variedades unidimensionales 

§ 103. En la geometría proyectiva es un concepto fundamental el de aplicación 
proyectiva. Entre los puntos de dos rectas proyectivas a y a' , sea establecida alguna 
correspondencia biunivoca. Si Ai es un punto arbitrario de la recta o. Ai', su punto 
correspondiente de la recta a' , entonces llamaremos al punto Ai' función del punto 
Ai empleando el símbolo usual de la dependencia funcional: Ai' = /(Ai). Está claro 
que el punto Ai. a su vez, puede considerarse como función del punto Ai' : Ai = 
= to(Ai'); conviene llamar recíprocamente inversas las funciones /(Ai) y 

La correspondencia biunivoca Ai' = /(Ai) entre los puntos de dos rectas pro¬ 
yectivas aya' se llama proyectiva si a los pares armónicos conjugados de puntos 
M, N y P, Qde la recta a siempre les corresponden también pares armónicos conju¬ 
gados de puntos Ai', N' y P',Q‘ de la recta a'. 

La representación sobre la recta a' de los puntos Ai' = /(Ai) que correspondan 
proycctivamente a los puntos Ai de la recta a, se llama también aplicación proyecti¬ 
va de la recta a sobre la a'. En el caso de coincidir a y a', se dice que está dada la 
aplicación proyectiva de la recta sobre si misma. 

Un importante caso particular de la aplicación proyectiva de una recta sobre 
otra es la aplicación determinada por la proyección central. Sean aya' dos rectas si¬ 
tuadas en. el plano a, S, algún punto del referido plano que no pertenece a ninguna 
de las dos rectas aya'. Consideraremos como imagen del punto arbitrario Ai de la 
recta a al punto Ai' = /(Ai) de la recta a' , situado junto con el punto Ai sobre una 
recta que parte de S. Tal aplicación M' = /(Ai) es proyectiva. En rigor, conforme 
al teorema 6 del § 86, si Ai,, Aí 2 y Aij. Ai 4 son pares armónicos conjugados de pun¬ 
tos de la recta a, tomados arbitrariamente, entonces los pares de puntos correspon¬ 
dientes Aí¡, Aij y Aij, M\ de la recta a' serán también armónicos conjugados. Preci¬ 
samente esta circunstancia sirve de rasgo característico de la aplicación proyectiva, 

De tal suerte, la aplicación proyectiva puede considerarse como generalización 
de la proyección central. 

Ahora vamos a demostrar dos teoremas sencillos. 

TEOREMA 14a. Si la aplicación Ai' = /(Ai) de la recta a,sobre la a' es proyectiva, 
entonces la aplicación inversa de ella Ai = y>(Ai') es también proyectiva. 

La demostración es bien sencilla. En efecto, supongamos que la aplicación 
Ai = y>(Aí') no es proyectiva. Entonces, sobre la recta a' existen dos pares armóni¬ 
cos conjugados de puntos A', B' y C', D' cuyos pares correspondientes sobre la 
recta a son dos pares A = y>(/l'), B = *?(/?') y C = <p(C'), D = ?(D') que no 
guardan relación de conjugación armónica. Designemos con D‘ el punto de la recta 
<r, quejuntoconel punto C constituye un parC. D’ armónico conjugado con el par 
A, B. Por lo visto, los puntos D y D’ son diferentes. 

Sea D ,r = /(Z5*). Como la aplicación Ai' «o /(Ai) es biyectiva, D' y D" tam¬ 
bién serán diferentes. Dada la proyectividad de la aplicación Ai' = /(Ai), los pares ; 
de puntos A' , B' y C'. D“ son armónicos conjugados. De tal forma, para tres 
puntos.4', B' , C' resultan obtenidos cuartos puntos armónicos D' y £>•' diferen¬ 
tes, lo cual es imposible, según sabemos. La contradicción deducida prueba el teore¬ 
ma. 


17* 
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teorema 14b. Si AY' = /,(AY) es una aplicación proyectiva de la recta a sobre la 
a', AY" = f 2 (M') es una aplicación proyectiva de la recta a' sobre laa’ (en parti¬ 
cular, las tres rectas a, a', a" pueden coincidir una con otra), entonces la aplicación 
AY' = J J |(AY) de la recta a sobre ¡a a’ es también proyectiva. 

Se puede decir en otros términos: la aplicación resultante de dos aplicaciones 
proyectivas sucesivas es proyectiva. 

La afirmación enunciada de hecho es evidente. Efectivamente, dado que cada 
aplicación/i y/ 2 conserva la conjugación armónica de los pares de puntos, ia apli¬ 
cación resultante de su realización sucesiva también conserva la conjugación armó¬ 
nica de los pares de pumos y, por consiguiente, es proyectiva. 

La propiedad del conjunto de aplicaciones proyectivas expresada por el teorema 
14b, se llama propiedad de grupo (es útil que el lector vuelva al § 19 donde se trata 
de la propiedad de grupo de un conjunto de movimientos). 

En la geometría elemental el sistema de puntos AY t , M 2 , ... , AY„ sobre alguna 
recta a se considera equivalente al sistema de puntos AY¡, M 2 . M'„ sobre la mis¬ 

ma recta o sobre una otra recta o', si mediante cierto movimiento se puede hacer 
coincidir el primer sistema con el segundo. Análogamente a esto, en la geometría 
proyectiva el sistema de puntos AY,, AY 2 . ... , M n de la recta a se estima equivalente 

al sistema de puntos AY¡, M 2 . M' n de la recta o', si existe una aplicación proyee* 

tiva de la recta a sobre la a', que haga pasar todo punto AY, al punto M¡ (i = I, 

2 ."). 


En particular, el sistema AY,, M 2 .AY n equivale (a menudo diremos también: 

equivale proyectamente) al sistema Ai ¡, M' 2 , ... , M'„ si a consecuencia de una serie 
de proyecciones centrales, entre las cuales la primera es la proyección de la recta a 
sobre la a,, la segunda es la proyección de la recta a, sobre la a 2 , ... , la última es ia 
proyección de la recta a n + , sobre la recta a', todo punto AY, se aplica en el punto 
AY/. 


De los teoremas 14a y 14b se sigue que: 

1) si un sistema de puntos rectilíneamente ubicados equivale proyectivamente a 
un otro sistema, entonces el segundo equivale proyectivamente al primero; 

2 ) si dos sistemas equivalen proyectivamente a un tercer sistema, entonces los 
mismos equivalen proyectivamente uno a otro. 

La aplicación proyectiva es un concepto fundamental de la geometría proyectiva 
precisamente porque mediante ella se determina la equivalencia proyectiva de dos 
sistemas de puntos. En este sentido la misma puede compararse con el concepto de 
traslación (movimiento) congruente de la geometría elemental. 

En los párrafos inmediatos las aplicaciones proyectivas serán objeto indepen¬ 
diente de nuestra investigación detenida. . 

En primer lugar, vamos a abordar la cuestión de mediante qué datos se determi¬ 
na unívocamente la correspondencia proyectiva. 

El problema planteado lo resuelve el teorema de Staudt. Este será formulado y 
demostrado más abajo, después de que se establezcan los tres lemas subsiguientes 
necesarios para su demostración. 

, lema i. Sean dados sobre la recta proyectiva a dos pares de puntos AY, N y P, Q. 
Para que sobre a exista un tercer par armónico conjugado tanto con el par AY, N co¬ 
mo con el P, Q, es nesesario y suficiente que los pares M. Ny P, Q no separen uno a 
otro. 
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demostración de la necesidad. Supongamos que exisle el par X, Y que sepa¬ 
ra armónicamente at par M, N y al P, Q. Introduzcamos sobre la recta a un sistema 
proycctivo de coordenadas (no homogéneas) y atribuyamos el papel del punto nulq 
al X, el papel del punto infinitamente alejado, al Y, eligiendo arbitrariamente e) 
punto de unidades. El punto X (punto nulo del sistema) es el centro proycctivo del 
segmento MN. Por ende, si x, y x 2 son las coordenadas de los puntos M y N, enton¬ 
ces x, + x 2 = 0. Consiguientemente, x, y x 2 , siendo diferentes en signo, tienen un 
valor absoluto común x. Por esta misma razón las coordenadas de los puntos P, Q 
tienen un valor absoluto común y. Sabemos que en el sistema proyectivo de coorde¬ 
nadas sobre la recta proycctiva cortada, los puntos y las coordenadas correspon¬ 
dientes a ellos, están sujetos a unas mismas relaciones de orden. Por eso, si x < y, 
entonces los puntos M. N son interiores del segmento PQ, si y < x, entonces los 
puntos P, Q están dentro del segmento MN. Mas, en ambos casos los'pares M. N y 
P, Q no separan uno a otro. 

demostración DE la suficiencia. Sea dado que M, N y P. Q no están separa¬ 
dos. Probemos que en este caso siempre existe un par X, Y que separa armónica¬ 
mente tanto al par M, N como al P, Q. Debido a que los pares M, NyP, Q no sepa¬ 
ran uno a otro, ambos puntos P, Q son interiores a uno de los dos segmentos en que 
la recta proyectiva queda separada por M, N. Dentro de este segmento, tomemos un 
punto arbitrario E e introduzcamos sobre la recta proyectiva un sistema de coorde¬ 
nadas no homogéneas, adoptando al punto M por el punto nulo, al punto N, por 
un punto infinitamente alejado, al punto £, por el punto de unidades. Sean p, q las 
coordenadas de los puntos P, Q. Debido a la elección referida del punto de unida¬ 
des, los números p y q son positivos. Luego, sea y = /(x) la dependencia entre las 
coordenadas de los puntos X, Y que separan armónicamente al par P, Q. La fun¬ 


ción y = /(.v) es indefinida para x = - * q , pues p + q es ] a coordenada del 
centro proyectivo del segmento PQ que es el cuarto armónico de los tres puntos P. 


. p + q 

Q, oo; por ende, six = —-—, se tiene: y = /(x) = oo. Para los demás valores de 

x, la función .y = /(x) posee un determinado valor numérico, siendo continua; esto 
último se infiere del teorema 11 y de la propiedad 3 de las coordenadas proyectivas 


indicada en el § 97. Ahora hagamos constar que parax — P + q existirá y — oo, y, 
. . P + Q P + Q 

además, si x — —— y x < —-— entonces y — — oo; ¡ix = p, entonces y = p 


(véase la nota al final del § 93) y, por tanto, y > 0. Supongamos que las notaciones 


están elegidas de modo p < q\ entonces, al variar x de p a 


P + Q 
2 


, la función 


i p(x) = x + /(x), permaneciendo continua, varia de valores positivos a valores ne¬ 
gativos. A consecuencia de esto, debe existir tal valor de x, que 
x + f(x ) = x + y = 0. Sean X e Y puntos con las coordenadas precisamente de 
tal género xey. Estas determinan el segmento XY con el centro proyectivo situado 
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en el punto nulo, es decir, en el punto M. Expresado en otros términos, el par X, Y 
separa armónicamente al par M, N (hagamos recordar que el punto N está adoptado 
como un punto infinitamente alejado). Dado que según la definición de la función 
y ~ f(x), el par X, T al mismo tiempo separa armónicamente al par P, Q, entonces 
precisamente el mismo es el par de puntos buscado. 

lema 2 . ¿a separación de los pares de puntos es una propiedad in variante respec¬ 
to a las aplicaciones proyectivas. 

Este lema se infiere inmediatamente del precedente. En rigor, sean dados sobre 
la recta a dos pares de puntos M, N y P, Q, supongamos, por ejemplo, que los mis¬ 
mos no están separados. Entonces, según el lema 1, debe existir el par X, Y armóni¬ 
co conjugado tanto con el par M,N como con el P, Q. A causa de la aplicación pro¬ 
yectiva de la recta a sobre alguna recta a', los puntos M, N, P, Q, y X, Y se aplica¬ 
rán en los puntos M‘ ,N‘, P' ,Q' y X', Y', resultando armónico conjugado el par 
A", Y' tanto con el par M', N' como con el P', Q' (esto se deduce inmediatamente 
de la definición de la aplicación proyectiva). Pero entonces, según el lema 1 , los pa¬ 
res A/'. A/', y P‘, Q' no deben estar separados. Así pues, vemos que en la aplica¬ 
ción proyectiva los pares no separados pasan a pares no separados. Mas entonces, 
manifiestamente, los pares separados siempre pasan a pares separados. 

En efecto, si los pares separados pudieran pasar a pares no separados, entonces, 
en la aplicación inversa (que es también proyectiva; véase el teorema 14a) los pares 
no separados pasarían a pares separados, pero tenemos probado que esto es impo¬ 
sible. El lema está demostrado. 

El lema siguiente tiene un carácter puramente analítico. 

lema 3. Sean /(x) y *Kx) dos funciones definidas para cualquier x, 
- oo < x < +oo; en cuanto a f(x) se sabe que es monótona, y en cuanto a y>(x), 
que es continua. De aquí', sif(x) y y>(x) coinciden en un conjunto de puntos siempre 
denso de Ia recta numérica, entonces las mismas coinciden idénticamente. 

Designemos con A un conjunto de puntos siempre denso de la recta numérica, 
sobre el cual, según el enunciado, las funciones /(x) y y>(x) adoptan valores iguales, 
designando con x 0 un punto arbitrario exterior al conjunto A. Tenemos que de¬ 
mostrar que/C^o) = ¡¿(Xq). Supongamos que/(x^) > Como el conjunto A es 

siempre denso, podemos elegir en él dos puntos x, y x 2 así que para x, < x 0 < x 1 la 
diferencia x 2 — x, será tan próxima a cero como se quiera. A cuasa de la conti¬ 
nuidad de v>(x), para la diferencia x 2 — x, bastante pequeña, las magnitudes t»(x,) y 
vfXj) diferirán tan poco de v>(x„) que a la par de la desigualdad f(x¿) > y(Xo> 
tendrán lugar también las desigualdades/(xj > <p(x,) y/(x„) > v>(xjl. Pero a con¬ 
secuencia de que sobre el conjunto A las funciones/(x) y y>(x) tienen valores iguales, 
y x, y x 2 se han elegido en dicho conjunto, resulta que yj(X|) = /(x,) y -p(xj) = f(xj). 
De tal manera, si x¡ < x 0 < x 2 , tenemos /(x,) < /(x„), f(xj¡ < /(Xg), lo cual 
contradice a la condición de monotonía de la función/(x). 

Al reducir análogamente a la contradicción la hipótesis de f(x¿) < <fi(x¿), termi¬ 
naremos la demostración del lema. 

Ahora podemos demostrar el teorema fundamental de la geometría proyectiva, 
que se debe a Staudt. 

teorema 15. La correspondencia proyectiva entre dos rectas se determina 
unívocamente aI establecer tres pares de puntos correspondientes.. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean aya' dos rectas proyectivas entre las cuales está estableci¬ 
da una correspondencia proyectíva tal que al punto Ai de la recta a le corresponde el 
punto Ai' = /(Ai) de la recia a'. Luego, sean A, B, C tres puntos diferentes de la 
recta o. siendo A' = f(A), B' — f(B) y C' = /(C) sus puntos homólogos en la 
recta a'. Tenemos que mostrar que no existe una otra aplicación proyectíva Ai' = 
v(M) de la recta a sobre la o', que infiera también A' = e(A), B‘ = v(B) y 
C' = *KC). 

Para demostrarlo, introduzcamos sobre la recta a un sistema proyectivo de coor¬ 
denadas (no homogéneas), adoptando el pumo A como punto nulo, el B. como 
punto de unidades y el C, como punto infinitamente alejado. Al mismo tiempo, 
introduciremos coordenadas proyectivas sobre la recta a'; sobre ella eligiremos co¬ 
mo punto nulo, punto de unidades y punto infinitamente alejado los puntos A'.B' 
y C', respectivamente. Una vez introducidos los sistemas de coordenadas sobre las 
rectas ayo', podemos caracterizar todo punto Ai de la recta a (menos el infinita¬ 
mente alejado) mediante su coordenada x, caracterizando con la coordenada x' to¬ 
do punto Ai' de la recta a'(menos el infinitamente alejado), Al proceder asi, tene¬ 
mos la posibilidad de considerar el equivalente aritmético de la relación 
Ai' = /(Ai), esto es, la funciónx' = /(x). dondexyx' son las coórdenadas de los 
puntos proyectivamente homólogos Ai y Ai'. Obviamente, el teorema será de¬ 
mostrado si establecemos que x' = /(x) es una función del todo determinada. Aho¬ 
ra vamos a demostrar que /(x) o x. • 

Si comparamos la definición de la correspondencia proyectíva con la de las coor¬ 
denadas proyectivas, veremos fácilmente la fuente de la identidad/(x) m x. En pri¬ 
mer lugar, como los puntos A.B.C sobre la recta a y sus homólogos A', B‘ , C' de 
la recta o' resultantes de la aplicación Ai' = /(Ai), están elegidos como punto nulo, 
punto de unidades y punto infinitamente alejado, por tanto /(O) = 0,/(l) = 1 y 
/( 00 ) = 150 Luego, el punto D marcado con 2 en la escala proyectíva de la recta a, 
junto con el punto A, forma un par armónico conjugado con el par 0, C; debido a 
que la aplicación proyectíva conserva (según la definición) la propiedad de conjuga¬ 
ción armónica, el punto D debe aplicarse en un punto D' tal que el paiA'.D' sepa¬ 
re armónicamente al B'C'. Consecuentemente, el punto D' sobre la recta o', al 
igual que el D sobre la o, tiene la coordenada 2, es decir, /(2) = 2. Al razonar aná¬ 
logamente, nos cercioraremos de que /(3) = 3, /( 4) = 4, etc., /(-!)= -1, 
/(-2) = -2, etc. De tal forma, para cualquier n entero tenemos f(n) = n. La de¬ 
finición de la aplicación proyectiva también supone que los centros proyectivos de 
los segmentos con los extremos de números enteros sobre la recta a se aplican en los 
centros proyectivos de los segmentos correspondientes con los extremos de números 


enteros sobre la recta a '; por eso/ { 


. Del mismo modo, los centros pro- 


'GH 1 

( r n + i \ 

yectivos de los segmentos I — , —-— l sobre la recta a se aplican en los centros 


proyectivos de los segmentos 


(f-T 2 ) 


sobre la recta o '; por ende 


■'G) = 


Asi pues , si x es una fracción binaria, entonces/(x) = x. Hay que mostrar que 
/(x) = x para cualquier x. Con este objeto, hagamos notar que /(x), siendo una 
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función definida para cualquier.tr, — ce < x < + «, es monótona. Efectivamente, 
consideremos tres puntos Ai,, Aí 2 , Aí } de la recta a (diferentes dei punto O y los 
puntos M\, M' v Aij de la recta a', correspondientes a ellos según una aplicación. 
Supongamos que el punto Ai 2 situado sobre la recta proyecliva a coi tada se halla 
entre los puntos Ai, y Ai } ; esto quiere decir que el par Aí 2 , C separa al par Ai,, M¡. 
Pero, conforme al lema 2, entonces el par Ai 2 C' separa al par Aí¡, Aij. Por consi¬ 
guiente, el punto Ai 2 sobre la recta a' cortada se halla entre Ai ¡ y Aíj. De tal manera, 
la aplicación Ai' = /(Ai) sujeta al examen, bien conserva el orden de puntos bien lo 
cambia por el contrario; en virtud de ello, la función x' = f(x) será ora monótona¬ 
mente creciente ora monótonamente decreciente. 

Más arriba hemos visto que si x es una fracción binaria, entonces f(x) = x. Por 
tanto, dos funciones f(x) y >p(x) = x toman valores iguales sobre cierto conjunto de 
puntos siempre denso de la recta numérica (precisamente, sobre el conjunto de frac¬ 
ciones binarias). Dado que entre estas dos funciones J(x) es monótona, y = x 
es continua, entonces, según el lema 3, las mismas coinciden idénticamente, es decir, 
para cualquier x tenemos x' = f(x) = y>(x) = x. 

Al establecer esto, de hecho ya tenemos demostrado el teorema. En rigor, si es¬ 
tán dados tres pares de puntos A, A', B, B' y C,C' correspondientes en la aplica¬ 
ción proyecliva Ai' = /(Ai) de la recta a sobre la o', entonces, debido a la elección 
de los sistemas de coordenadas descrita arriba, a todo punto Ai le corresponde nece¬ 
sariamente el punto A/' que tiene sobre la recta o' la misma coordenada que Ai tiene 
sobre la recta a. Luego, la correspondencia proyecliva se determina globalmente al 
fijar tres pares de puntos correspondientes. 

Un importante corolario del teorema demostrado es el siguiente. 
teorema i«. En la aplicación proyecliva no idéntica de la recta proyecliva sobre 
si misma, el número de puntos fijos no puede ser superior a dos. 

demostración. Sea A/' = /(Ai) una aplicación proyecliva no idéntica de cierta 
recta proyecliva u sobre si misma. Supongamos que la referida aplicación tiene tres 
puntos fijos A, B, C, es decir, que existen los puntos A, B, C coincidentes con sus 
puntos homólogos A ’, B‘,C‘, de suerte que A ' = f(A) = A, B' = f(B) = B, 
C' = /(O = C. Junto con la aplicación M' = /(Ai), consideremos también la 
aplicación idéntica de la recta u sobre sf misma, es decir, una aplicación tal que todo 
punto M coincide con su punto correspondiente M ': A/'e Ai. Respecto a la aplica¬ 
ción idéntica, todos los puntos de la recta u son fijos, comprendidos los puntos A, 
B, C. De tal forma, tanto la aplicación Ai' = /(Ai) como la aplicación idéntica 
A/' = Ai hacen pasar los puntos A , B, C a los mismos puntos A, B,C. Estas aplica¬ 
ciones poseen, por tanto, tres pares comunes de puntos correspondientes. Por ser 
proyecliva cada una de ellas (la aplicación Ai' = /(Ai) lo es según el enunciado, la 
Ai' b Ai, de un modo evidente), en virtud del teorema antecedente, las referidas 
aplicaciones no se distinguen una de otra. Dicho en otros términos. Ai' = /(Ai) de¬ 
be ser una aplicación idéntica, lo cual, no obstante, queda excluido por el enunciado 
del teorema. Así pues, al admitir que Ai' = /(Ai) posee tres puntos fijos, incurri¬ 
mos en una contradicción. Así queda demostrado el teorema. 

El mismo resultado puede formularse en otros términos del modo que sigue. 
teorema 17. Si en ¡a aplicación proyecliva de la recta sobre sí misma hay tres 
puntos fijos, entonces serán fijos todos los puntos de la recta, es decir, la aplicación 
es idéntica. 
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§ 104. Convengamos en llamar variedades proyectivas unidimensionales: 

1) al conjunto de puntos de la recta proyectiva; 

2) al conjunto de rayos del haz plano, es decir, al conjunto de rectas que están en 
un mismo plano y pasan por algún punto, esto es. por el centro del haz; 

3) al conjunto de planos que pasan por una misma recta del espacio (tal conjun¬ 
to de planos se llama haz, la recta por la cual pasan los planos, eje del haz . 

El concepto de correspondencia proyectiva definido más arriba para las rectas 
proycctlvas. se extiende naturalmente al caso de las variedades unidimensionales ar¬ 
bitrarias. 

Sean n y íl' dos variedades unidimensionales cualesquiera. Imaginémonos que 
entre sus elementos se ha establecido cierta correspondencia biunivoca de modo que 
al elemento arbitrario* de la variedad n le corresponde el elemento*' = /(*) de la 
II'. Llamaremos proyectiva a la correspondencia *' = /(*) si a cualesquiera pares 
armónicos conjugados de elcmentos*|,* 2 y* 3 ,* 4 de la variedad f] les corresponden 
también pares armónicos conjugados de elementos *¡, *¿ y * 3 , * 4 de la variedad n'. 

El teorema siguiente constituye la generalización del teorema 15 para el caso de 
la correspondencia proyectiva entre cualesquiera variedades de una dimensión: 

teorema 18. La correspondencia proyectiva entre dos variedades unidimen¬ 
sionales se determina unívocamente al fijar tres pares de elementos correspondien¬ 
tes. 

demostración. Sean dadas variedades unidimensionales n y fl' entre las cuales 
se ha establecido una correspondencia proyectiva que hace corresponder un elemen¬ 
to *' = /(*) de la variedad fl' a un elemento arbitrario * de la fl. Luego, sean <7, h, 
c tres elementos diferentes de fl, a', b ‘, c\ sus elementos correspondientes en 1)'. 
Hay que mostrar que no existe una correspondencia proyectiva entre fl y íl', dife¬ 
rente de*' •= /(*), que también haga corresponder elementos a', b' , c' a los ele¬ 
mentos o. b, c. 

Para simplificar la exposición, consideremos algún caso determinado, suponien¬ 
do, por ejemplo, que II y II' son haces planos de rayos. En el plano de haz fl, tome¬ 
mos una recta u cualquiera que no pase por el centro del haz; de manera análoga to¬ 
memos en el plano del haz II' cierta recta u' . Denotemos con X el punto en que el 
rayo * del haz n atraviesa a la recta u, y con X', el punto en que el rayo *' = /(*) 
del haz II' corta a la recta u \ Consideremos la correspondencia entre u y u', en la 
cual al punto X le corresponde el punto X'i apuntémoslo simbólicamente 
X' = F(X) Es fácil comprender que la correspondencia X' = F{X) es proyectiva. 
Lo imponen inmediatamente la definición de la correspondencia proyectiva entre 
los haces (formulada por nosotros algo más arriba para cualesquiera variedades de 
una dimensión) y la proposición sobre la invariación de la propiedad de conjugación 
armónica respecto a las proyecciones y cortaduras, formulada al final del § 86. 

De tal manera, la correspondencia proyectiva*' = /(*) entre los haces II y II' 
induce la correspondencia proyectiva X' = F(X) emre las rectas u y «’. En tal ca¬ 
so, por lo visto, las correspondencias diferentes *' = / (*) y *' = <p(*) entre II y 
II' inducen correspondencias diferentes X' = F(X) y X' = 4>(Af) entre u y u Se¬ 
an A, B, C puntos de intersección de la recta u con los rayos a, b, c, y A ', B', C‘, 
puntos de intersección de la recta u' con los rayoso', b', c'. Si aparte de la corres¬ 
pondencia proyectiva*' = /(*) entre n y II' existiera también una otra correspon¬ 
dencia*' = y>(x), la cual, al igual que la primera, haga corresponder los rayos a, b, 
c a los o', b', c', entonces habría correspondencias proyectivas diferentes 
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X' = F(X) y X' = $(X) entre las rectas u y u'; tanto X' = F(X) como 
X' = ÍW harían pasar los puntos A, B, C a los puntos A', B‘, C'. Mas, esto 
contradice al teorema 15. Por consiguiente, apartcdela correspondencia proyecliva 
x' = f(x) no existe una otra correspondencia proyectiva entre los haces II y II' que 
haga pasar a, b, c a a'. b',c'. Asi pues, la correspondencia proyectiva entre los ha¬ 
ces se determina unívocamente al fijar tres pares de rayos correspondientes. 

Si n y n' denotan variedades unidimensionales de otro género, siempre se puede 
reducir el asunto a las correspondencias proyectivas entre rectas mediante una ope¬ 
ración de cortadura, y así obtener en todos los casos el teorema 18 como consecuen¬ 
cia del teorema 15. 

Del teorema 18 se deduce evidentemente el siguiente 

teorema 19. En la aplicación proyectiva no idéntica de cualquier variedad unidi¬ 
mensional sobre si misma, el número de elementos fijos no puede ser superior a dos. 

Este teorema viene a ser la generalización del teorema 16 en que se trata de los 
puntos fijos en las aplicaciones proyectivas de la recta sobre si misma. 

8 105. Hagamos constar una proposición más que necesitamos para lo ulterior. 

teorema 20 Sean dadas las variedades proyectivas de uno dimensión Ü y II'; 
luego, hágase corresponder todo elemento x de la variedad n a un elemento x' = 
= /(.v) de variedad n', puestos en correspondencia los elementos diferentes X] y x 2 
a los elementos también diferentes x\ = f(x¡) y x 2 = f{xj¡. Si en este caso a los pa¬ 
res armónicos conjugados de elementos de II siempre les corresponden los pares ar¬ 
mónicos conjugados de elementos de II', entonces x' = f(x) es una aplicación bi- 
ycctiva de II sobre IT. 

demostración. Basta considerar el caso cuando n y II' son rectas, puesto que 
los demás casos pueden reducirse al mismo mediante una operación de cortadura, 
análogamente a como lo hicimos al demostrar el teorema 18. 

Así pues, supongamos que n y IT son rectas, designándolas con u y u', y que 
todo punto M de la recta u está aplicado en el punto M' = /(Ai) de la u' de modo 
que puntos diferentes de la recta u se aplican en puntos diferentes de la u ', y los pa¬ 
res armónicos conjugados de puntos de la recta u se aplican en los pares armónicos 
conjugados de la u '. Tenemos que mostrar que M' = /(Ai) es una aplicación biyec- 
tiva de la recta u sobre la u', es decir, QUE todo punto de LA recta u' constituye 
la imagen de cierto punto de LA u. , 

Es fácil comprender que esta afirmación se infiere inmediatamente de los razo¬ 
namientos mediante los cuales se demostró el teorema 15. Efectivamente, tomemos 
sobre la recta u tres puntos cualesquiera, marcando con 0 y 1 dos de ellos, y con oo, 
el tercero. Denotaremos correspondientemente con 0, 1 y oo las imágenes de los re¬ 
feridos puntos sobre la recta u' . Luego, sobre cada recta u y u' introduzcamos un 
sistema de coordenadas no homogéneas proyectivas determinado por los puntos 0, 1 
y oo. Entonces la relación simbólica M' = f(M) puede sustituirse por la relación 
aritmética x' = f(x) entre las coordenadas de los puntos M y M‘. 

El teorema quedará demostrado si establecemos que la función x' = f{x), al va¬ 
riar A" de — oo a +oo, toma todos los valores que hay entre — o= y +oo. Pero, ai 
aducir nuevamente los razonamientos usados en la demostración del teorema 15, 
tendremos que concluir que/(x) n x, de donde se deducirá lo requerido. 

Sin embargo, aquí hay un punto resbaladizo. A saber, en el teorema 15 se usa el 
lema 2 referente a la aplicación proyectiva de una recta sobre otra. La aplicación 
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que estamos considerando ahora, lo mismo que la proyectiva, conserva la conjuga¬ 
ción armónica de los pares de puntos y a distinción de la proyectiva, de antemano 
no se supone bivecliva. 

Por ende, antes de usar en este caso la afirmación del lema 2, hay que lograr que 
al demostrar dicho lema, se prescinda de la condición de biyectividad de la aplica¬ 
ción. Recordemos que la demostración del referido lema se dividía en dos partes. 
Primero, establecimos que la aplicación proyectiva M' = /(/lí) de la recta u sobre 
la u ' hacía pasar los pares no separados de puntos de la recta u a pares no separados 
de puntos de la u\ En esta parte no hace falta la biyectividad de la aplicación 
M ‘ = /(A0- Luego mostramos que los pares separados de la recta u pasaban a pa¬ 
res también separados de la «'. Establecimos esta circunstancia considerando la 
aplicación inversa de la M' = /(Ai), y la existencia de la aplicación inversa equivale 
a la biyectividad de la aplicación Ai' = /(Ai). Por tanto, hay que modificar esta 
parte de la demostración del lema 2. La modificación no requerirá mucho trabajo. 
Una vez mostrado el hecho de que a causa de la aplicación Ai' = f(x) los pares no 
separados pasan a pares no separados, podemos demostrar por reducción al absur¬ 
do el hecho de aplicarse los pares separados en pares separados. He aquí el método 
que sugerimos. Supongamos que a dos pares de puntos A, ByC.D que separan uno 
a otro sobre la recta u, les corresponden los pares de puntos A', B' y C' ,D' que no 
separan uno a otro sobre la recta u '. Como los pares A, ByC , D están separados, 
de acuerdo con el axioma II, 3, los pares A, Cy fl, D y los A, D y B, C no deben es¬ 
tarlo. Al contrario, por no estar separados los pares A', B' y C ', D', conforme al 
mismo axioma II, 3, estarán separados bien los pares A ', C' y B', D bien los A ', 
£>' y C', D'. De tal manera, nuestra suposición exige que sobre la recta n necesa¬ 
riamente haya pares no separados que se aplican en pares separados sobre la recta 
u'. Esto contradice a la premisa inicial del razonamiento. Asi queda demostrado lo 
requerido. 


8 . Correspondencia proyectiva entre las variedades 
de dos y tres dimensiones 

§ 106. Vamos a definir la aplicación proyectiva de las imágenes de dos y de tres 
dimensiones. 

Primero consideremos el caso de dos dimensiones. Sea establecida correspon¬ 
dencia biunívoca entre los puntos de dos planos a y a', según la cual al punto ar¬ 
bitrario M del plano a le corresponde el punto M‘ = /(Ai) del plano a'. 

Esta correspondencia se llama proyectiva si a los puntos de cualquier recta perte¬ 
neciente al plano a les corresponden en el plano «' los puntos también pertenecien¬ 
tes a cierta recta. 

La fijación sobre el plano a' de los puntos M‘ = /(Ai) correspondientes pro- 
yectivamente a los puntos M del plano ct, también se llama aplicación proyecliva de¡ 
plano a sobre el plano a'. En el caso de coincidir a y a', se dice que está dada una 
aplicación proyectiva del plano o' sobre si mismo. 

Según la definición de la aplicación proyectiva del plano a sobre el a ', los pun¬ 
tos de cada recta a del plano a tienen por imágenes suyas a puntos situados sobre 
cierta recta o' del plano a '. Esta recta o' la llamaremos correspondiente a la recta a 
por consecuencia de la aplicación. 
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La definición de la correspondencia proyectiva exige que ios puntos situados 
rectilíneamente pasen a puntos situados también rectilíneamente. Mas, la definición 
no dice nada sobre los puntos que no pertenecen a una misma recta, y no se excluye 
de antemano la posibilidad de aplicarse tales puntos sobre una misma recta. Sin em¬ 
bargo, en lo sucesivo probaremos que este caso queda eliminado, es decir, si las imá¬ 
genes se hallan sobre una misma recta, entonces las preimágenes también están 
sobre una misma recta. Dicho en otros términos, demostraremos que la aplicación 
inversa de la proyectiva también es proyectiva (teorema 23a). Conjuntamente con 
esto se demostrará que en la aplicación proyectiva la correspondencia de las rectas, 
lo mismo que la de los puntos, es biunfvoca. 

Un importante caso particular de la aplicación proyectiva del plano sobre el pla¬ 
no es la aplicación determinada por la proyección central. 

Al proyectar los puntos de algún plano a desde un centro arbitrario sobre un 
otro plano proyectivo a' (usándolo como pantalla), cada punto M del plano a se 
aplica en cierto punto M' = /(Ai) del a'. La aplicación M' = /(Ai) es proyectiva, 
puesto que cualquier recta del plano a se proyecta también en una recta del plano 
a'. 

Demostremos el teorema que sigue. 

teorema 21 . Si el plano a está aplicado proyeciivamente sobre el plano a', en¬ 
tonces a los grupos armónicos de elementos del plano a les corresponden, a causa de 
la aplicación sobre el plano a', también grupos armónicos de elementos. 

demostración. 1) Sea o una recta arbitraria del plano a, a ', su recta correspon¬ 
diente en el plano a', A, B y C. D, pares armónicos conjugados de puntos de la rec¬ 
ta o, arbitrariamente elegidos. Hay que mostrar que los pares de puntos A', B' y 
C',D' de la recta a' correspondientes a los A, B, C, D a causa de la aplicación, 
también son armónicos conjugados. Ante todo, hagamos notar que sobre el plano a 
debe existir un punto exterior a la recta a. cuya imagen es exterior a la recta a'. En 
rigor, si todos los puntos del plano a, exteriores a la recta a se aplicaran sobre la a ’, 
entonces cierto conjunto de puntos de la recta a debería aplicarse sobre un conjunto 
de puntos del plano a', exteriores a la recta a' (por cuanto se supone biyectiva la 
aplicación proyectiva del plano a sobre el o'); pero esto queda excluido por la defi¬ 
nición de la aplicación proyectiva (conforme a la cual se conserva el carácter 
rectilíneo de la posición de puntos). Denotemos con R algún punto del plano a, 
que no se halla sobre la recta o, y cuya imágen R' en el plano a' no está sobre la rec¬ 
ta a '. A consecuencia de la conjugación armónica de los pares A, B y C, D, se puede 
construir en el plano a un cuadrivértice T con los puntos diagonales A, B y un par 
de lados opuestos que pasan por C, D; además, se puede elegir el punto R como uno 
de los vértices del cuadrivértice T (véase el § 86). Dado que la imagen R' del punto 
R no está sobre la recta o', entre las imágenes de todos los vértices del cuadrivértice 
T ningunas tres se encuentran sobre una misma recta. Por eso es imagen del cuadri¬ 
vértice T cierto cuadrivértice T '. 

Patentemente, los puntos A ', B' constituyen los puntos diagonales del cuadri¬ 
vértice T ', y los lados opuestos suyos pasan por los puntos C', D'. De aqui se sigue 
que los pares de puntos A', B 1 y C', D' son armónicos conjugados. 

2) Sea P un punto arbitrario del plano a, P ', su imagen sobre el plano a', a, b y 
c, d, pares armónicos conjugados de rayos de un haz arbitrariamente elegidos sobre 
el plano a con el centro P. Hay que mostrar que en el haz con el centro P' los pares 
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de rayos a', b' y c', d‘ correspondientes a los rayos a, b, c, d merced a la aplica¬ 
ción, también son armónicos conjugados. Esto se deduce inmediatamente de lo que 
precede. En primer lugar notemos que sobre el plano a debe existir una recta que no 
pasa por P, y cuya imagen no pasa por P'. En efecto, tomemos sobre el plano a al¬ 
gún punto Q diferente de P, designando con Q' su imagen sobre a'. Como fue 
mostrado algo más arriba, sobre el plano a existe un punto R que no pertenece a la 
recta PQ, cuya imagen es exterior a P'Q'. Por lo visto, justamente la recta QR será 
la recta de tal género, que no pasa por P, y cuya imagen no pasa por P' . Denotemos 
con t la recta QR, denotando con /' su imagen. Sean A. B, C. D puntos en que los 
rayoso, b, c, d cruzan a la recta /, A', B', C'. D', puntos en que los rayoso', b', 
c'. d‘ atraviesan a la recta/'. Está claro que AB'. C', D' con las imágenes de los 
puntos A, B, C, D. Como los pares de rayos a, b y c, d son armónicos conjugados, 
según la proposición formulada al final del § 86, los pares de puntos A, ByC, D se¬ 
rán armónicos conjugados. De aquí, en virtud de la primera parte de la demostra¬ 
ción, se deduce que los pares de puntos A '. B', y C'. D' que son las imágenes de 
los puntos A, B y C. D. también son armónicos conjugados; pero debido a que los 
rayos a\ b', c ‘, d' pasan por los puntos A', B', C', D', respectivamente, de 
acuerdo a la proposición del § 86, mencionada más arriba, los pares de rayoso', b', 
yc'.d' obedecen a la relación de conjugación armónica. Con esto mismo queda de¬ 
mostrado plenamente el teorema. 

De los teoremas 20 y 21 se desprende el siguiente 

teorema 22 . Si el plano a está aplicado proyectivamente sobre el plano a\ en¬ 
tonces en este caso 

1) el conjunto de pumos de toda recta a del plano a se aplica biyectivamente 
sobre el conjunto de puntos de la recta correspondiente a' del piano a' y 

2) el conjunto de rayos de un haz arbitrario sobre el plano a con el centro P se 
aplica biyectivamente sobre el conjunto de rayos del haz cuyo centro P' es el punto 
del plano a', correspondiente al punto P gracias a la aplicación. 

De aquí puede deducirse sin dificultades el siguiente 

teorema 23a. Si M' = f(M) es una aplicación proyecliva de! plano a sobre el 

entonces la aplicación inversa M = *(M') del plano a' sobre el a también es 
proyecliva. 

demostración. Sea a' una recta arbitraria del plano a' Tomemos sobre ella 
dos puntos A ' y B‘ cualesquiera; sobre el plano a, les corresponden los puntos 
A = yi(A') y B = <fi(B'). Designemos con a la recta determinada por los puntos/4, 
B. Como la aplicación M‘ = /(Ai) es proyectiva. a practicarse ésta, todos los pun¬ 
tos de la recta a se aplican sobre la a'. Según el teorema 22, la aplicación de la recta 
a sobre la a' , obtenida por este medio, resulta biyectiva, es decir, las inágenes de los 
puntos de la recta a «llenan» la recta a'. Expresado en otros términos, todo punto 
de la recta a' constituye la imagen de algún punto de la recta a. Y esto quiere decir 
que en el caso de estar el punto M' sobre o', el punto Ai = v>(Aí') se halla sobre a. 
Asi pues, la aplicación M = y(Ai') hace pasar los puntos delTslano a' situados 
sobre una recta arbitraria, a puntos ubicados sobre una misma recta sobre el plano 
ct, lo cual viene a constituir una propiedad característica de la aplicación proyectiva. 
El teorema está demostrado. 

Es interesante que tiene lugar el siguiente teorema sorprendente a primera vista. 
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Sea aplicado biyectivamente el conjunto de todos los puntos del plano a sobre 
cierto conjunto G' de puntos del plano a'. Si todo género de puntos del piano a, 
pertenecientes a una misma recta se aplican en puntos de!plano a', también perte¬ 
necientes a una misma recta, entonces son posibles sólo dos casos: 1) ora el conjun¬ 
to G‘ está situado por entero en una sola recta cualquiera del plano a', 2) ora el 
conjunto G‘ coincide con todo el plano a' (entonces la aplicación indicada es una 
aplicación proyectiva del plano a sobre todo el plano <*'). 

demostración. Podemos realizar el primer caso tomando de antemano cual¬ 
quier conjunto de puntos G' de potencia de continuo sobre alguna recta del plano 
a' y aplicando biyectivamente de cualquier modo el plano o sobre G'. 

Ahora, supongamos que el conjunto G' contiene puntos del plano a' que no es¬ 
tán sobre una misma recta. En tal caso, a los grupos armónicos de elementos del 
plano a les corresponden según la aplicación también grupos armónicos de elemen¬ 
tos del plano a' (se demuestra análogamente al teorema 21 ). 

De aquí y de los teoremas 20, 21 se infiere que 1 ) el conjunto de puntos de toda 
recta a del plano M se aplica biyectivamente sobre el conjunto de puntos de la recta 
correspondiente a' del plano a'; 2 ) el conjunto de rayos de un haz arbitrario sobre 
el plano a con el centro P se aplica biyectivamente sobre el conjunto de rayos del 
haz cuyo centro P' es el punto del plano <*', que corresponde al punió P según la 
aplicación. 

Sobre el plano a, tomemos algún punto P y designemos con P' su imagen si¬ 
tuada sobre a'. Sea M' un punto del todo arbitrario del plano a‘; sea a' la recta 
que une M' con P'. Conforme a lo dicho más arriba, la recta a' , siendo un rayo del 
haz con el centro P‘ en el plano a' , debe corresponder a cierta recta a perteneciente 
al haz con el centro P ubicado sobre el plano a; además, la correspondencia entre 
los puntos de las rectas aya' debe ser biunivoca. Por ende, el punto M' situado 
sobre la recta a', debe corresponder a cierto punto M de la recta o, es decir, a cierto 
punto del plano a. Así pues, las imágenes de puntos del plano a' necesariamente 
han de llenar todo el plano a‘. Asi queda demostrado el teorema. 

A continuación indicaremos un teorema evidente. 

teorema 23b. Si M‘ = f ¡(M) es una aplicación proyectiva del plano a sobre el 
a ‘, M" = /j(Aí'), una aplicación proyectiva del plano a’ sobre el plano a" (po¬ 
diendo, en particular, coincidir uno con otro los tres planos), entonces la aplicación 
M" = / 2 (/ ,(A/)) del plano a sobre el a" también es proyectiva. 

Dicho en otros términos: la aplicación resultante de dos aplicaciones proyectivas 
sucesivas, es proyectiva. 

La afirmación enunciada es evidente. En rigor, debido a que cada una de las 
aplicaciones/, y / 2 conserva la posición rectilínea de los puntos, la aplicación resul¬ 
tante de su realización sucesiva, posee la misma propiedad y, consecuentemente, es 
proyectiva. 

La propiedad del conjunto de aplicaciones proyectivas expresada por el teorema 
23b, se llama propiedad de grupo. 

Convengamos en decir que la figura E que se halla en cierto plano a. equivale 
proyectivamente a la figura E’ que se halla en el mismo plano o en un otro plano a' 
si existe la aplicación proyectiva del plano a sobre el a‘ en la cual E se aplica so¬ 
bre E'. 

En particular, la figura E equivale proyectivamente a la E' si a consecuencia de 
una serie de proyecciones centrales del plano a sobre el a,, del plano «, sobre el 
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n 2 , ... , de! plano «„ _ , sobre el rv', la figura i! se aplica proyeelivamcnlc sobre 
la E'. 

De los teoremas 23a y 23b se sigue que: 

1 ) si una figura equivale proyeciivamcnic a una otra, entonces la segunda 
equivale proyectivamentc a la primera; 

2 ) si dos figuras equivalen proyectivamente a una tercera, entonces equivalen 
proyectamente una a otra. 

Merced a la eorrespondencia señalada de figuras, las aplicaciones proycctivas en 
la geometría proyeeliva vienen a desempeñar un papel análogo al que desempeñan 
las traslaciones congruentes de figuras (es decir, los movimientos) en la geometría 
elemental. 

Por cierlo tiempo las aplicaciones proyeclivas de planos serán objetos indepen¬ 
dientes de nuestra investigación. 

TEOREMA 24. Si el plano a está aplicado proyectivamente sobre el a', entonces en 
este coso 

1 ) toda recta a del plano a se aplica proyectivamente sobre la recta correspon¬ 
diente a' del plano a'; 

2) todo haz de rayos deI plano a se aplica también proyectivamente sobre el haz 
de rayos correspondiente del plano a'. 

Para cerciorarnos de la validez de esle teorema basta comparar los teoremas 21 y 
22 con la definición de la aplicación proyeeliva de las variedades unidimensionales. 

Ahora tenemos la posibilidad de probar el siguiente teorema importante que 
puede estimarse como generalización del teorema 15 para el caso de las variedades 
de una dimensión. 

TEOREMA 25. La aplicación proyeeliva del piano a sobre el a' se determina 
unívocamente ulfijar cuatro pares de puntos correspondientes según la aplicación, a 
condición de que entre los cuatro puntos que se definen sobre el plano a ningunos 
tres pertenezcan a una misma reda. 

demostración. Sea dada la aplicación proyeeliva Ai' = /(Ai) del plano a 
sobre el plano a'. Luego, sean A, B, C, D cuatro puntos del plano o, entre los 
cuales ningunos tres están sobre una misma recta A". B’, C\ D'. sus puntos corres¬ 
pondientes en el plano «' (la definición de la aplicación proyeeliva y el teorema 23a 
señalan que entre los puntos .4 B‘, C, D' tampoco hay tres puntos que se hallen 
sobre una misma recta). Hay que mostrar que no existe una aplicación proyeeliva 
del plano a sobre el or', que difiera de la aplicación indicada Ai' - /(Ai), pero que 
haga pasarlos puntos A.B, C. D a los puntos A'. B', C‘. D', lo mismo que la apli¬ 
cación dada. 

Sobre el plano a, tomemos un punto arbitrario Ai, denotando con m la recta 
AM. La referida recta figura entre los rayos de un haz con el centro A. Cualquiera 
quesea la aplicación proycctivadeo: sobre a', que hace pasarlos pumos A, B, C, D 
a los A', B‘. C', D', será proyeeliva la aplicación del haz con el centro A sobre el 
haz con el centro A', determinada por aquélla (véase el teorema 24). Luego, por 
más numerosas que sean las diversas aplicaciones proyectivas de a sobre a' que ha¬ 
cen pasar A, B, C, D a A B‘, C', D', todas ellas determinan una sola aplicación 
proyectiva general del haz con el centro A sobre el haz con el centro A Efectiva¬ 
mente, cada una de ellas aplica los rayos AB, AC y AD del primer haz en los rayos 
A'B', A ' C' y A' D' del segundo; luego, según la condición a que está sujeta la 
elección de los puntos A. B. C. D, serán diferentes los rayos AB. AC y AD (asi co- 
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mo los/t'fl', A'C y A ’£>'); mas, conforme al teorema 18, la aplicación proyecli¬ 
va de las variedades unidimensionales (en particular, de los haces) se define 
unívocamente al fijar tres pares de elementos correspondientes. Por eso, en todas 
las aplicaciones proyectivas posibles del plano o sobre o', que hacen pasar A, B, C, 
DaA'.B'.C'.D’, la recta m del plano a se aplica sobre una recta m' determinada 
por completo que corresponde a la m en la correspondencia proyectiva entre los ha¬ 
ces en cuestión. Consecuentemente, en todas las aplicaciones proyectivas del plano 
a sobre el or', que hacen pasar A, B.C.DzA'. B‘, C', D', el punto Ai se aplica 
sobre una recta determinada globalmente que pasa por/1'. Análogamente, al consi¬ 
derar en el plano a un haz de rayos con el centro B y su aplicación sobre el plano a ', 
se puede establecer que por más numerosas que sean las aplicaciones del plano a 
sobre el a', que hacen pasar A. B.C.DzA'. B', C', £>', a consecuencia de todas 
ellas el punto Ai se aplica sobre una recta determinada globalmentc que pasa por el 
punto B‘ en el plano a'. La intersección de las rectas indicadas determina la imagen 
del punto Ai sobre el plano a ', de un mismo modo en todas las aplicaciones proyec¬ 
tivas de a sobre a', que hacen pasar A, B. C, DaA \ B', C', D'. Y como el punto 
Ai es arbitrario, de los razonamientos aducidos se infiere que, además de la aplica¬ 
ción proyecliva Ai' = /(Ai) dada, no existe una otra aplicación proyectiva de a 
sobrea' que haga pasar los puntos A. B, C, Da los/1’, B‘. C ', D', lo mismo que 
la aplicación dada. El teorema está demostrado. 

Del teorema 25 se deduce el siguiente 

teorema 26 . En el caso de lo aplicación proyectiva no idéntica del plano sobre sí 
mismo no puede existir cuatro puntos fijos, entre ios cuales no hay tres que estén 
sobre una misma recto. 

En efecto, sea Ai' = /(Ai) una aplicación proyectiva no idíntica del plano a 
sobre si mismo. Supongamos que existen cuatro puntos A, B, C, D, entre los cuales 
no hay tres que estén sobre una misma recta, que permanecen fijos al practicar la 
aplicación Ai’ => /(Ai). Junto con la aplicación Ai' = /(Ai), consideremos la apli¬ 
cación idéntica Ai' = Ai. Por lo visto, la misma es proyectiva. Luego, al operar la 
aplicación Ai' m M. los puntos A, B, C. D (al igual que todos los puntos del plano) 
permanecen fijos. De tal modo, tanto la aplicación Ai' = /(Ai) como la idéntica 
Ai' b Ai hacen pasar los puntos A, B, C, D a los mismos puntos A, B, C, D. Las 
referidas aplicaciones poseen, por consiguiente, cuatro pares comunes de puntos 
correspondientes situados así como está previsto en el teorema 25 y, conforme al te¬ 
orema 25, no pueden diferir una de otra. Expresado en otros términos, dada nuestra 
proposición, Ai' = /(Ai) debe ser una aplicación idéntica, lo cual contradice ai 
enunciado del teorema. Así queda demostrado lo que se requería. 

nota. La acotación impuesta sobre la ubicación de los puntos de que se (rata en 
los teoremas 25 y 26. es importante. Para cerciorarnos de ello, consideremos la lla¬ 
mada aplicación armónica. 

Sea O un punto arbitrariamente elegido en el plano a, o, alguna recta del mismo 
plano, que no pasa por el punto O. Denotemos con Ai un punto arbitrario del plano 
a, con A, el punto en que la recta OAicorta la recta a (fig. 115). Al punto Ai' que 
junto con el punto Ai separa armónicamente al par O, A. lo consideramos corres¬ 
pondiente al punto Ai en la aplicación armónica del plano a sobre sí mismo; llama¬ 
remos centro de la aplicación al punto O, eje de la misma, a la recta a. Para designar 
el punto Ai', usaremos también el apunte simbólico Ai' » H( Ai). 
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Es fácil establecer que la aplicación armónica Ai' = H(M) es proyecliva. Efec¬ 
tivamente, sea ii una recta cualquiera del plano a, P. su punto de intersección con el 
eje a, u ', una recta que pasa por P, y junto con la recta u separa armónicamente el 
par de rectas a y PO. Obviamente, si el punto M se desplaza por la recta u, entonces 
su punto correspondiente M‘ = H(M) se desplazará por la recta u '. De tal manera, 
al practicar la aplicación M‘ = H(M), toda recta se aplica también en recta. Preci¬ 
samente esto sirve de rasgo característico de la aplicación proyecliva. 

Luego, conforme a la nota formulada al final del § 93, si el punto M coincide 
con algún punto del eje a. entonces el pumo homólogo M' = H(M) coincidiré con 
el mismo punto del eje. De suerte que si M coincide con el centro O, entonces el 
punto M’ = H(M) también coincidirá con el centro. Por consiguiente, el centro O 
y todos los puntos del eje a constituyen puntos fijos de la aplicación M' - H(M). 
Vemos que la aplicación proyectiva M' = H(M) del plano a sobre si mismo posee 
una infinidad de puntos fijos (no obstante, todos ellos, menos el punto O, están si¬ 
tuados sobre una misma recta). Pues bien, si cierta aplicación proyectiva del plano a 
sobre si mismo deja fijos los cuatro puntos, entonces se puede concluir que la referi¬ 
da aplicación es idéntica sólo cuando se conoce que la posición de los puntos fijos 
obedece a la restricción indicada en el teorema 26. 

§ 107. En lo sucesivo, vamos a utilizar a veces la expresión variedad proyecliva 
de dos dimensiones: en este caso entenderemos bien un plano proyectivo bien la lla¬ 
mada radiación. La radiación es un conjunto de rectas y planos del espacio proyecti¬ 
vo, que pasan por algún punto suyo (centro de la radiación). 

Se puede definir la aplicación proyectiva para cualesquiera variedades bidimen- 
sionales. A fin de formular más cómodamente dicha definición, convengamos en 
llamar elemento de primer género de la variedad bidimensional II a todo punto que 
le pertenece, si n es un plano, y a toda recta que le pertenece, si II es una radiación; 
llamaremos elemento de segundo género de la variedad bidimensional fl a la recta 
que le pertenece, si n es un plano, y al plano que la pertenece, si II es una radiación. 

Entre los elementos de primer género de dos variedades ü y II' sea establecida 
una correspondencia biunívoca así que a un elemento arbitrario x de la variedad II le 
corresponde un elemento x' = f(x) de la variedad II'. La correspondencia (o apli- 
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cación) x‘ = /(*) se llama proyectiva si a cualquier grupo de elementos de primer 
género de la variedad ÍI. pertenecientes a un mismo elemento de segundo género de 
la referida variedad, le corresponde en la variedad n' un grupo de elementos de pri¬ 
mer género, también pertenecientes a un mismo elemento de segundo género. 

Todos Jos teoremas demostrados en el párrafo anterior, naturalmente, se gene¬ 
ralizan para el caso de las variedades bidimensionales arbitrarias. A fin de obtener 
las formulaciones de los teoremas generalizados, en las formulaciones de teoremas 
aducidas en el § 106, hay que sustituir los términos «punto» y «recta» por las expre¬ 
siones «elemento de primer género» y «elemento de segundo género». Para cer¬ 
ciorarnos de su validez, basta notar que los elementos de primero y de segundo gé¬ 
neros de una radiación, siendo atravesados por un plano, correspondientemente 
dan elementos de primero y de segundo géneros del referido plano. De (al manera, 
la investigación de las aplicaciones proyectivas de las variedades de dos dimensiones 
puede reducirse a la de las aplicaciones proyectivas de planos, que fue practicada 
más arriba. 

5 108. Ahora vamos a considerar aplicaciones proyectivas de las variedades pro¬ 
yectivas de tres dimensiones; llamamos variedades proyectivas de tres dimensiones a 
espacios proyectivos. 

Sean dados dos espacios proyectivos fl y TI' (cada uno de los símbolos II y IT' 
denota cierto conjunto de objetos llamados puntos, rectas y planos, para los cuales 
están definidas las relaciones de pertenencia mutua y de orden observando las exi¬ 
gencias de los axiomas proyectivos). Luego, sea establecida entre los puntos de II y 
II' una correspondencia biunivoca, según la cual a un punto arbitrario M del espa¬ 
cio le responde el punto M' => f(M) del ÍI'. La correspondencia biunivoca 
M‘ = f(M ) entre los puntos de los espacios n y n' se llama proyectiva si a los pun¬ 
tos de cualquier plano del espacio fl les corresponden en el espacio ÍI' los puntos 
que también se hallan sobre cierto plano. 

La definición en el espacio ÍI' de los puntos M' = /(Ai) correspondientes pro¬ 
yectamente a los puntos M del espacio n, se llama también aplicación proyectiva 
dei espacio n sobre el espacio II'. En el caso de coincidir el espacio II y el II', se dice 
que está dada una aplicación proyectiva del espacio sobre si mismo. 

Las propiedades básicas de las aplicaciones proyectivas de variedades tridimen¬ 
sionales constituyen generalizaciones naturales de las propiedades correspondientes 
de las aplicaciones proyectivas de variedades bidimensionales y se establecen me¬ 
diante razonamientos absolutamente análogos a los aducidos en el § 107. Por ende, 
nos limitaremos sólo a formular los más principales teoremas sobre las aplicaciones 
proyectivas para el caso de tres dimensiones, sin detenernos en su demostración. 

teorema 27 . Si el espacio II está aplicado proyectivamenle sobre el TI', entonces 
todo grupo armónico de elementos del espacio n tiene por su imagen en el espado 
II' también un grupo armónico de elementos. 

teorema 28 . En la aplicación proyectiva del espacio II sobre el II': 

1) Toda variedad unidimensional del espacio II se aplica biyectiva y proyecta¬ 
mente sobre la variedad unidimensional correspondiente de! espacio IV. En particu¬ 
lar , toda recta dei espacio n se aplica biyectiva y proyectivamenle sobre ¡a recta 
correspondiente del espacio II'. 

2) Toda variedad bidimensional del espacio n se aplica biyectiva y proyecta¬ 
mente sobre la variedad bidimensional correspondiente dei espacio n En particu- 
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lar, lodo plano deI espado n se aplico biyectiva y proyectivamente sobre el espado 
correspondiente del fl'. 

teorema 29a. Si M' = /(Ai) es una aplicación proyecliva del espacio Fl sobre el 
espacio TI', entonces la aplicación inversa M = y>(AV) del espado IV sobre el II 
también es proyecliva. 

TEOREMA 29b. Si M' = /,( Ai) es una aplicación proyecliva del espacio II sobre el 
espadón',y Ai' = / 2 (AÍ'), una aplicación proyecliva del espadón' sobre el II", 
entonces la aplicación Ai' = / 2 (/' l (Ai)) de! espacio II sobre el espado TI' también 
es proyecliva, es decir, el conjunto de aplicaciones proyeelivas de espacios posee 
propiedad de grupo. 

teorema 30. La aplicación proyecliva del espacio TI sobre el espacio TI ' se define 
unívocamente a! fijar cinco pares de puntos correspondientes según la aplicación, a 
condición de que entre los cinco puntos fijados en el espado TI no hay cuatro que se 
hallen en un mismo plano. 

Del teorema 30 se infiere inmediatamente el siguiente 

teorema 31. En la aplicación proyecliva no idéntica del espado sobre si mismo 
no pueden existir cinco puntos fijos entre los cuales no hay cuatro que se hallen 
sobre un mismo piano. 

La limitación impuesta por este teorema sobre la posición de los puntos, es sus¬ 
tancial. Podemos cerciorarnos de ello generalizando para e! caso del espacio el con¬ 
cepto de aplicación armónica cuya definición para el plano la dimos al final del 
§ 106. 

Aparte de los teoremas básicos aducidos más arriba, indiquemos complementa¬ 
riamente el teorema que sigue. 

Sea aplicado biyectivamente el conjunto de todos los puntos del espado proyec- 
tivo TI sobre cierto conjunto C de puntos del espacio proyectivo II'. Si todo punto 
del espacio TI situado sobre un plano se aplica en un punto del espacio TI' también 
situado sobre un plano, entonces son posibles sólo dos casos: 1) ora el conjunto G' 
está situado por entero sobre un solo plano cualquiera del espacio íl',2) ora el con¬ 
junto G' coincide con todo el espado Ti', (entonces la aplicación indicada es una 
aplicación proyecliva del espacio II sobre lodo el espacio II'). 

Naturalmente, este teorema generaliza el teorema sobre la aplicación de planos 
formulado y demostrado en el § 106 después del teorema 23a. 

Respecto a los cuerpos espaciales, se introduce el concepto de equivalencia pro- 
yectiva, del mismo modo que para el caso de las figuras de una y de dos dimen¬ 
siones. El cuerpo T del espacio IT se llama proyectamente equivalente al cuerpo 7" 
del mismo espacio o de un espacio TI' si existe la aplicación proyectiva del espacio TI 
sobre el II' a consecuencia de la cual el cuerpo T se aplica sobre el T. 

La reflexividad y la transitividad de la relación de equivalencia proyectiva se de¬ 
ducen inmediatamente de los teoremas 29a y 29b. 


9. Representaciones analíticas 
de las aplicaciones proyectivas. Involución 

§ 109. Ahora nos proponemos una" finalidad inmediata consistente en deducir 
las relaciones entre las coordenadas proyectivas de los puntos que corresponden 
unos a otros en la aplicación proyectiva. 
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; Primero vamos a considerar las aplicaciones proyectivas del plano sobre el plano 
y del espacio sobre el espacio, abordando luego el caso de una dimensión, a saber, la 
aplicación proyectiva de rectas. 

Sean aya' dos planos (no es preciso que sean diferentes). Sobre cada uno de 
ellos, introduzcamos algún sistema de coordenadas homogéneas proyectivas (si a y 
a' coinciden, entonces los sistemas de coordenadas que se introducen sobre ellos, 
en particular, también pueden coincidir). Luego, definamos cierta aplicación espe¬ 
cial de los puntos del plano a en el a', precisamente: al elegir algunos números c,,, 
C| 2 » C| 3 , c 2| , c 22 , c 23 , Cj|. c J2 , c 33 , consideraremos que el punto M'(x¡, * 2 , xj) del 
plano a' corresponde según la aplicación al punto M(x {% x 2 , x } ) del plano a si las co¬ 
ordenadas de los referidos pumos satisfacen las igualdades: 

P'x¡ = c,,*, + c l 2 x 2 + 0 , 3 * 3 . ] 

P' x 2 = c 21 r l + c 22*2 + C 23 X J- 1 0) 

p'x'y = c,,*, + C 3 í r 2 + c, 3 * 3 , J 

donde p' es cualquier número desigual a cero. Llamaremos lineal tal aplicación 
apuntando simbólicamente M‘ = L(\f) al tratar de ella. 

Hagamos recordar al lector que conforme a la propiedad básica de las coordena¬ 
das homogéneas, la elección del factor o' no incide en la posición del punto M' con 
las coordenadas p'x\, p'x ¿, p'*j (véase el § 101). Por eso todo punto M puede tener 
como imagen suya únicamente un solo punto M' . Los números c lk que determinan 
la aplicación lineal, los apuntaremos en forma de una matriz: 



llamándola matriz de la aplicación lineal-, llamaremos coeficientes de la aplicación a 
los propios números c lk y determinante de la aplicación al determinante 


c lt 

c 12 

C I3 

C 2. 

c 22 

C 23 

C 3I 

<32 

c 33 


(3) 


Es importante señalar que para ó = 3 no todo punto del plano a tiene una ima¬ 
gen. En efecto, si ó = 0, entonces el sistema 


C ll Jr l + C I2*2 + <jj*3 - 0- 

Cj,*, + + c 2 j*j = 0, (•) 

Cj,X, + 0,2*2 + CjjXj = 0 

admite soluciones*?, *?, x?desiguales a cero a un mismo tiempo: el punto M (*?, *?, 
*?) no tiene imagen sobre el plano a' , pues a base de las fórmulas ( 1 ) en este caso 
obtenemos x¡ = 0 , x 2 = 0 , xj = 0 , lo cual es imposible, puesto que *,, x 2 , *, son 
coordenadas homogéneas (véase el § 101). Asi pues, puede resultar región de deter¬ 
minación de la aplicación M' = ¿(Ai) no todo el plano a, sino el plano a con cierto 
conjunto de puntos a 0 (Ai) eliminado. Se comprende fácilmente que en el caso de 
ó = 0, el conjunto a 0 (M) es ora punto ora’ recta ora todo el plano a. A saber, si en 
el sistema (•) hay dos ecuaciones esenciales (es decir, linealmente independientes), 
entonces el sistema (*) determina la relación de las incógnitas *,, x 2 , * 3 . En este ca- 
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so, a 0 (Ai) consta de un solo punto; si en el sistema (*) hay una sota ecuación esen¬ 
cial, entonces, evidentemente, a g (M) es una recta (determinada por la referida 
ecuación); al fin, si el sistema (*) carece en absoluto de ecuaciones esenciales (es de¬ 
cir, si todos los c jk = 0), entonces ot g (M) coincide con el plano or. 

Dicho en otros términos, ct g (M) es punto, recta o plano correspondientemente a 
las igualdades: Rang C = 2, Rang C = 1 ó Rang C = 0. Es natural estimar este úl¬ 
timo caso excluido de la consideración. 

Para las aplicaciones lineales tienen lugar los siguientes teoremas. 

teorema 32. Si la aplicación lineal Ai' = ¿.(Ai) de los pumos del plano a en el 
plano a' tiene un determinante diferente de cero, entonces M' = L (Ai) es una apli¬ 
cación biyectivu dei plano u sobre da'. 

DEMOSTRACIÓN. Sea dada una aplicación lineal Ai' = ¿(Ai) definida por las 
fórmulas (I), con el determinante A * 0. Entonces: 

1) Todo punto Ai del plano a tiene imagen sobre el plano a'. Efectivamente, 
cualesquiera que sea el punto Ai (jr ( , x 2 , x } ), según las fórmulas (I) siempre se deter¬ 
minan tres números p'xj.p'xj, p'Xji que no pueden ser todos iguales a cero, ya que 
para A * 0, de las igualdades 

f ll*l + ^12^2 + «IJ*J = °> 

« 21*1 + C 22*2 + < 23*5 = 0 , 

C 31*l + «32*2 + f 3J*3 " 0 

se inferirla x, = * 2 = x 3 = 0, lo cual es imposible. Mas, los tres números />'*[,; 
p'jfj. p'*¡. si son no todos iguales a cero, en el sistema de coordenadas homogéneas- 
sobre el plano a' definen cierto plano Ai', precisamente este punto constituye la 
imagen del punto Ai. 

2) Todo punto Ai' del plano a' es imagen de uno, y sólo de un punto Ai del pla¬ 
no a. 

En rigor, si A * 0, entonces de las ecuaciónes (1), para x¡, x 2 , xj y p' indicados, 
siempre se puede hallar, y además de un modo unívoco, los valores correspondien¬ 
tes x,, x 2 ,* 3 ; si todos los números x¡,x¿, * 3 son no todos iguales a cero, entonces los 
números *,, x 2 , x 3 tampoco pueden ser todos iguales a cero. De tal forma, a partir 
de las coordenadas homogéneas del punto Ai', las relaciones (I) siempre definen las 
coordenadas homogéneas de cierto pumo Ai. Luego, para los valores diferentes de 
p', las ecuaciones (I) determinan valores diferentes de je,, x v x¡, pero las relaciones 
.V| : x-,: x 3 no varían al variar p'. Consiguientemente, a base del punto Ai' dado.-el 
punto Ai se define unívocamente. 

Así el teorema queda demostrado. 

Si en las ecuaciones (I) adoptamos o' = — y para A * 0 expresamos px,, px 2 , 

P 

px j por estas ecuaciones, entonces obtendremos las igualdades: 


PX { = C\,X¡ + CjjKj + c¡ 3*3, 1 
p*2 = f 21*1 + «22*2 «23*3 ■ , 

P*J = c;,x¡ + C'y& + c'jX¿ I 


(4) 
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que determinan la aplicación del plano a' sobre el a, inversa de la aplicación de a 
sobre a' dada. Por lo visto, la aplicación inversa es lineal, al igual que la indicada. 
Los coeficientes c¡ k se expresan por medio de los coeficientes c lk conforme a las 
reglas conocidas del álgebra. Los mismos componen la matriz 



( 5 ) 


inversa 

ción 


de la matriz C de la aplicación dada, es decir, entre C y C' tiene lugar la rela- 
CC' = /. 


donde 



es una matriz unidad. Como es sabido, en tal caso los determinantes A y A' de las 
referidas matrices están sujetos a una dependencia análoga: 

AA' = I. 

De aquí, en particular, se infiere que A' * 0. 

teorema 33. Si la aplicación lineal M' = UM) de los punios del plano a en el 
a' llene un determíname igual a cero, entonces todas las imágenes de los puntos del 
plano a se localizan en el plano a' sobre una misma recta. (En este caso la aplica¬ 
ción M’ o L(M) no es biyectiva). 

En rigor, si el determinante de la aplicación definida por las fórmulas (1) es igual 
a cero, entonces existen tres números u,, w 2 , i/j entre los cuales al menos uno difiere 
de cero, que satisfacen las igualdades 

c .l"l + c 2l“2 + C 31 u 3 “ °- ‘ 

c tJ u, + CjjUj + c J2 u 3 = 0. (6) 

f l3"l + c 23 u 2 + C 33"J = °- 

Multipliquemos término a término la primera de las igualdades (1) por u,. la segun¬ 
da, por u v la tercera, por u } , y sumémoslas; a consecuencia de las ecuaciones (6) ob¬ 
tendremos, para cualesquiera x v x 2 , x¡: 

u { x[ + urf + UjXÍ = 0. 

De tal manera, las coordenadas del punto M' = L(M), sin depender de cómo se eli¬ 
ge el punto M, satisfacen la ecuación de cierta recta. Con esto mismo queda de¬ 
mostrado el teorema'*. 

TEOREMA 34. Cualquiera que sea la aplicación lineal M' = L{M) de los puntos del 
plano a en el plano a', tas imágenes de los puntos de cualquier recta del plano a se 
localizan en el plano a' también sobre una recta. 


*’ Hagamos constar que si Rang C = 2. entonces los pumos M' llenan una recta. Si 
Rar.g C = I, entonces todos los pumos M‘ coinciden; de imagen sirve un único punto. 
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demostración. l)S¡A = 0, entonces la afirmación es válida a consecuencia del 
teorema 33. 

2) Si A * 0. entonces, junto con la aplicación indicada, existe una inversa de 
ella, también lineal, definida por las fórmulas del tipo de (4). Sea M (*,, x 2 , a' 3 ) un 
punto arbitrario de cierta recta definida en el plano a por la ecuación 

“ 1*1 + “ 2*2 + “3*3 = 0. (7) 

Luego, sea M'(x\, x' v .*j) el punto que corresponde al punto Ai en el plano a'; las 
coordenadas, de los puntos Ai y Ai' obedecen a las relaciones (4). Al multiplicar am¬ 
bos miembros de la ecuación (7) porp y al sustituir px i ,px v px y de acuerdo a las fór- : 
muías (4), obtendremos la relación 

“í*í + “ 2*2 + “ 3*3 = 0, (8) 

donde 

"í = <Tl"l + <^l“2 + *3l“3* 

“2 = e Í2"l + *á"2 + c 32"3- 
"3 ° c Í3“l + c K u l + C Í3 U 3- 

De tal suerte, si M está sobre la recta definida por la ecuación (7) en el plano a, 
entonces M' se halla sobre la recta que se define en el plano a' por la ecuación (8). 
El teorema está demostrado. 

Al comparar los teoremas 32 y 34 con la definición de la aplicación proyectiva de 
planos, obtenemos el teorema que sigue. 

teorema 35. Toda aplicación lineal de los punios del plano a en el plano a' , cuyo 
determinante difiere de cero, es una aplicación proyectiva del plano a sobre el a'. 

Más abajo mostraremos que, también a la inversa, toda aplicación proyectiva es 
lineal. Antes de obtener este importante resultado, tendremos que demostrar un te¬ 
orema auxiliar. 

teorema 36. Si M,, A/ 2 , M } , M t son cuatro puntos del plano a situados en él co¬ 
mo quiera, observando sólo la condición de que entre ellos no hay tres que estén 
sobre una misma recta, y si M¡, M j, Mj, M' t son cuatro puntos del plano a' cuya lo¬ 
calización obedece a una condición análoga, entonces existe una aplicación lineal 
del plano a sobre el a' con un determinante diferente de cero, que hace pasar los 
punios M v Ai,, Ai), Af 4 a los pumos A/¡, M' v Aíj, A/J, respectivamente. 

demostración. Sean x ik , x^, x Jk las coordenadas de uno de los puntos dados 
M k (k = 1,2, 3. 4) en algún sistema de coordenadas homogéneas sobre el plano a, y 
*í*. -vj t , x¡ k , las coordenadas del pumo M‘ k (k = I, 2. 3, 4) en cierto sistema de co¬ 
ordenadas homogéneas sobre el plano a' . Tenemos que probar la posibilidad de ele¬ 
gir los parámetros de la aplicación lineal 

p'x¡ = c„x, + + C tJ Xy \ 

P' X 2 = C 2I*I + <22*2 + *23*3* i 0) 

p-x¡ = CyX, + C )2 x 2 + c i3 x ) J 

de modo que el determinante suyo resulte diferente de cero, y que la referida aplica¬ 
ción haga pasar los puntos Af,, Aí 2 , M y M t a los puntos Aí¡, Aíj, M' v Aij, rcspccti- 
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vamente. Por lo visto, para ello hay que establecer que a base de las relaciones 

P **í* = **11*1* + ** 12*23 + C 13*3*’ ' 

P **2A = *21*1* + c 22*2* + C M*M* 
p í*3* = C 3I*I* + **32*23 + *‘33*3*’ , 

(* = 1,2, 3, 4) pueden hallarse los parámetros c lk y las magnitudes t>' k (donde p¡. es 
el factor del primer miembro de ( 1 ), correspondiente a la elección indicada de las co¬ 
ordenadas homogéneas de los puntos M k y M¡¡), y pueden hallarse de forma que los 
parámetros c /Á satisfarán la condición de ó * 0. 

En primer lugar, hagamos notar que ninguno de los determinantes del tercer or¬ 
den de la matriz 

*11 *21 *31 

*12 *22 *32 
*13 *23 *33 
*14 *24 *34 

es igual a cero. En efecto, si, por ejemplo, tuviera lugar la igualdad 

*11 *2. *3. 

*12 *22 *32 “ 0. 

*13 *23 *33 

entonces existirían las relaciones lineales 

"l*.l + "2*23 + “3*31 = °. 

"l*ll + “2*22 + “3*32 = 

“l*13 + «2*23 + “3*33 = 0 

y, de tal suerte, los puntos estarían sobre la recta u,x l + u 7 x l + u } x } = 

= 0; y esto queda excluido por el enunciado del teorema. Asimismo son desiguales a 
cero todos los determinantes del tercer orden de la matriz compuesta por las coorde¬ 
nadas x[ k , x’ u , x‘ ]k análogamente a la matriz (0). 

Ahora, abordemos las relaciones (o). Haciendo k = 1,2, 3, vamos a escribir 
tres igualdades proporcionadas por la primera de las relaciones («): 

**11*11 + *12*21 + **13*31 “ W*ír ' 

C 1I*I2 + *12*22 + *33*32 = P í*¡2’ <T> 

* C 1I*I3 + C I2*23 + **13*33 = p í*ír . 

Precisamente éste es el sistema de ecuaciones lineales con c,,, c |2 , c, 3 desconocidos. 
El determinante del sistema ( 7 ) (lo designaremos con D), según lo que precede, di¬ 
fiere de cero. Consiguientemente, 


".'*¡1 

*21 

*31 

*11 p í*íl 

*31 

*11 *21 

*>í*í 1 

f»2*Í2 

*22 

*32 

*12 í, 2*12 

*32 

*12 *22 


^3*13 

*23 

*33 

*13 * 3*13 

*33 

*13 *23 

p>*Í 3 


D 

% 

C,í D 

* 

rf3 D 
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_ P¡x „*!, + P^Í 2^| 2 + *> 3 * 13*13 

C " D 1 

. _ *>1*11*21 + *>2*12*22 + p 3*13*23 

M2- p > ' t V 

.. _ *>¡*n*3i + *> 2 * 12*32 + Wb 

C,J - D -• 

donde X jk es el eomplcmemo algebraico del elemento x lk del determinante D. De 
forma análoga, valiéndonos de la segunda y la tercera igualdades de («), obtendre¬ 
mos: 

P 1 '-* 2 1 -'f|| + P'^yyX 12 + P‘i x n X íi | 


*>Í*2J*21 + P¿*22* + Py^ 3 *23 


*>Í*2)*3I + *>2*22*32 + *> 3*23*33 ) 

, 2J - 5 . J 

_ *>í*ii*n + *>2*32*12 + *> 3 * 33*13 
‘3.- p • 

= p í x íi X v + I (é 3 ) 

„ _ *>1*31*31 + *>2*32*32 + *>3*33*33 

” 5 • 

Ahora, pongamos los segundos miembros de las igualdades (5,), (5 2 ), (5j) en las 
ecuaciones (cr) para k = 4, considerando por razones de sencillez p' = J. Después 
de agrupar adecuadamente los términos, tendremos: 

At||Z3. , X.-J)-, \ 

“o o " 2+ L 




D, - -V,,*,., + ^21*24 + *31*34- 
°2 = *12*14 + *22*24 + *32*34- 
°3 = *13*14 + *23*24 + *33*34- 
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De las expresiones £>,, D 2 . £> } se ve que estas magnitudes son los determinantes 
de! tercer orden de la matriz (0). Consecuentemente, £>, * 0, £>, * 0, £>, * 0. 
Adoptemos 



*12 

*13 

*ít 

*22 

*23 

*31 

*32 

*33 


entonces el determinante A de la matriz (e) se expresará en forma de 

A = °-'Wj 
D 3 

De aquí A #0,a causa de lo cual el sistema (c) es definido. Al resolver este sistema, 
hallaremos: 


D 

*14 
v*'. 

*12 

*13 

V ' 


D 

*;• 

*14 

*13 

~ D‘o\ 

*24 

*34 

*22 

*32 

*23 

*33 

• p 2 ~ 

do 2 

*21 

*31 

*24 

*34 

*23 

*33 


D 


DD, 


*2) 


*12 *14 

*22 *24 


‘31 ■‘32 


A 34 


Como lodos los determinantes, a través de los cuales se expresan o\, pj, p{, difieren 
de cero (lo establecimos al comenzar la demostración), p¡ * 0, p¡ * 0, pj * 0. 
Una vez hallados p¡, pj, pj, los parámeiros c (< . se determinan unívocamente por las 
igualdades (¿). , 

Para los valores de c llt hallados, la aplicación lineal (I) es la buscada, puesto que 
1) hace pasar los puntos M,, A/ 2 , M y a los puntos M[, Afj, Mj, M' A y 2) tiene un 
determinante diferente de cero; esto último se desprende inmediatamente del teore¬ 
ma 33. El teorema está demostrado. 

Antes, en el § 106, demostramos el teorema 25, conforme al cual la aplicación 
proycctiva de un plano sobre otro se determina unívocamente al fijar cuatro pares 
de puntos correspondientes (sujetos a la restricción conocida sobre su posición). 
Los resultados precedentes permiten enunciar un teorema más terminante, a saber: 

teorema 37 . Cualesquiera que sean cuatro puntos Ai,, M v Ai,, M t del plano a, 
entre los cuales ningunos tres se hallan sobre una misma recta, y cualesquiera que 
sean cuatro puntos M¡, A/j, A/j, M' t del plano a'. cuya posición satisface la misma 
condición, siempre existe una, y sólo una únicu aplicación proyectiva del piano a 
sobre el a', que hace pasar A/,, M v M y A/¡ a A/¡, A/j, M¡, A/', respectivamente. 

Este teorema se infiere inmediatamente de los teoremas 35 y 36. 

De paso demostremos un teorema análogo para la aplicación proyectiva de rec¬ 
tas. 

teorema 37a. Cualesquiera que sean tres puntos diferentes M t , A/ 2 , M i de la 
recta a, y cualesquiera que sean tres puntos diferentes M\, Aíj, A/j de la recta a', 
existe una, y sólo una única aplicación proyectiva de la recta a'sobre la a', que hace 
pasar los puntos , A/,, A/, o los A/¡, A/j, M’ y 
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demostración. Dado que la unicidad de tal aplicación viene establecida por el 
teorema 15, ahora sólo hay que probar la existencia de dicha aplicación, 

A través de la recta o, tracemos algún plano a y, a través de la recta a ', un plano 
o'. En el plano «, elijamos una recta arbitraria ¡i que pasa por (pero no coinci¬ 
de con la recta a), tomando sobre ella dos puntos P, Q cualesquiera; en el plano cr', 
tomemos una recta arbitraria u‘ que pasa por (pero no coincide con la recta a'), 
y sobre ella, dos puntos P'.Q' cualesquiera. Según el teorema 37, existe una aplica¬ 
ción proyectiva del plano cr sobre el a', que hace pasar tos puntos AY,, AY 2 , P, Q a 
los puntos P‘. <?'.Conforme al teorema 24, en esta aplicación la recta o se 

aplica proycctivamente sobre la a ", y de un modo tal que el punto AY, pasa al AY¡, el 
punto M 1 al y A#,, al Mj; esto último se debe a que el punto M i se halla en la in¬ 
tersección de las rectas a. u. y el punto está en la intersección de las rectas corres¬ 
pondientes o', u'. Asi queda demostrado el teorema. 

Más abajo, en el § 140. mostraremos cómo se puede realizar de hecho la aplica¬ 
ción proyectiva de la recta sobre la recta, determinada por tres pares de puntos 
correspondientes, sin recurrir a la aplicación de planos. 

Ahora tenemos la posibilidad de establecer sin dificultades algunas uno de los 
más principales teoremas de la geometría proyectiva: 

TEOREMA 36. Tulla ai>Hcación proyectiva del plano sobre el plano es una aplica¬ 
ción lineal con el determinante diferente de cero. 

la demostración es bien corta. Efectivamente, sea AY' ■= f(M) alguna aplica¬ 
ción proyectiva del piano a sobre el Sobre el plano a, elijamos cuairo puntos 
AY,, AY 2 , M y A/ 4 de forma que entre ellos no haya tres que estén sobre una misma 
recta. Sean AY¡, AY¡. M\ sus puntos correspondientes en el plano o'. En virtud 
del teorema 23a, la posición de los puntos AY¡, M' y M' t satisface la misma condi¬ 
ción. Según el teorema 36, existe una aplicación lineal AY' = ¿(Ai) del plano a 
sobre el«' con un determinante diferente de cero, la cual hace pasar los puntos Ai,, 
M 2 , A/,. Ai, a los AY¡, Aij, AYj, Af¡. De los teoremas 35 y 25 se desprende que las 
aplicaciones AY' = /(AY) y M' - L(M) no difieren una de otra. Así queda de¬ 
mostrado el teorema. 

El teorema 38 resuelve el problema planteado al comienzo de la presente sección, 
referente a la representación analítica de las aplicaciones proyectivas: 

Toda aplicación proyectiva se representa en coordenadas proyectivas por las 
ecuaciones 

= *it*t + *12*2 + *13*3- 
p'x 2 = C 21 X| 4- C 2 2*2 + Cjj*3’ 

p *3 = *31*1 + *32*2 + *33*3’ . ^ 

con el determinante diferente de cero 


*11 

*12 

*13 

*21 

*22 

*23 

*31 

*32 

*33 


§ 110. Todos los teoremas demostrados en el párrafo antecedente se generalizan 
naturalmente para el caso de tres dimensiones. Sin aducirlos, nos limitaremos a for¬ 
mular la proposición fundamental: 
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Cualquiera que sea Ia aplicación proyectiva M' = f{M) del espacio II sobre el 
espacio II', las coordenadas proyectivas x¡, x 2 , xj, x' t del punto M' se expresan a 
través de las coordenadas x t , x 2 , * 3 , * 4 del punto M mediante las relaciones lineales 

p'x¡ = C„X, + C lt X 2 + C,J *3 + c l4 x 4 , 

fl ' X í m e 2l*l + C 22*2 + C 23 X 3 + C 24 Jf 4> 

°' X ) = + c 3 2*2 + f 3 rt + C 34 * 4 > 

P'x' t = c 4| x, + c i2 x 2 + c 4J x 3 + C^, 

con los coeficientes constantes c ¡t , siendo diferente de cero el determinante 


‘M 

f l2 

c 13 

*14 

C 2\ 

C 22 

‘'23 

c 24 

C 3I 

C 32 

c 33 

C 34 

C 4I 

C *2 

C 43 

C 44 


§ 111. Ahora podemos hallar represemaciones analíticas para las aplicaciones 
proyeclivas de la recia sobre la recia. 

Sean aya' dos rectas proyeclivas: luego, sea M' = f(M) alguna aplicación pro- 
ycciiva de la recia a sobre la a'. Introduzcamos sobre la recia a un sistema de coor¬ 
denadas homogéneas proyectivas, determinándolo con ires punios A v A 2 y E de 
forma que los puntos A t y A 2 tengan coordenadas (0, 1) y (1.0), rcspectivamenie, y 
el punto £ tenga coordenadas (I, 1) (véase el final del § 100). Análogamente, al fijar 
tres puntos A¡, A j y £', introduciremos coordenadas homogéneas proyectivas 
sobre la recta a'. Nuestro objeto consiste en establecer relaciones entre las coorde¬ 
nadas de los puntos M y Af = /(Ai). 

Demostremos que las coordenadas (*,, x 2 ) del punto Ai y las coordenadas (Jf¡, 
x 2 ) del punto M‘ = /(Ai) están enlazadas por las ecuaciones 

P X Í ~ c || Jr l + ^12*2’ ) (•) 

a'x ' 2 = CjjX, + Cj¡te v ) 

donde c,,. c |2 , c 2| , c 22 son coeficientes constantes determinados por la aplicación, 
p' * 0, un faejor arbitrario, siendo diferente de cero el determinante 

A = | C " C,i \. 

p2l C22| 

Para demostrarlo, tracemos a través de la recta a algún plano a y, a través de la 
recta a' , algún plano a' . Después de esto, introduzcamos sobre el plano a un siste¬ 
ma de coordenadas proyectivas de manera que el punto A , tenga coordenadas (0, 1, 
0), el punto A¡, coordenadas (1,0,0) y el punto £, coordenadas (1,1,0). De tal mo¬ 
do, la recta a será determinada por la ecuación x¡ = 0, es decir, será una de las rec¬ 
tas del triedro de coordenadas; además, si Ai es un punto arbitrario de la recta a, y 
(Xj, x 2 , 0), sus coordenadas sobre el plano a, entonces los números x¡, x 2 coincidi¬ 
rán con las coordenadas homogéneas del punto M en el sistema de coordenadas 
introducido desde el principio sobre la recta a (para determinar el sistema de coorde- 
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nadas indicado sobre el plano a. hay que ubicar dos vértices del triedro de coorde¬ 
nadas en los puntos A, y A 2 , escoger arbitrariamenle el tercer vértice eligiendo 
por el punto de unidades algún pumo de la recta A y E\ véase el § 101). Análogamen¬ 
te introduciremos coordenadas homogéneas proyectivas sobre el plano cr'. 

Después de esto, tomemos sobre la recta a tres puntos A, B, C cualesquiera y, 
sobre la recta a', sus puntos correspondientes A', B‘, C' debidos a la aplicación 
Ai' = /(Ai). Además, sobre el plano a tomemos puntos D, G cualesquiera, así que 
D, G, C estén sobre una misma recta diferente de la recta o; sobre el plano»', elija¬ 
mos análogamente los puntos D', G' de manera que D‘, G', C se hallen sobre una 
misma recta diferente de a'. Conforme al teorema 37, existe una aplicación proyec- 
liva Ai' = F(M) del plano a sobre el a ', que hace pasar los puntos A, B, D. G a los 
puntos A ', B', D', G ', respectivamente. Por lo visto, en este caso los puntos de la 
recta a se aplicarán en los puntos de la recta a'\ según el teorema 24, la aplicación 
Ai' = F(M) DE LA RECTA a SOBRE la o' es proyectiva. No cuesta trabajo obtener 
fórmulas que expresan las coordenadas del punto A/' • F{M) sobre la recta a' a 
través de las del punto M sobre la recta o. Para ello, primero hemos de escribir las 
fórmulas que conocemos: 

p’x¡ o c u x, + c„r a + c n x j. 

o' x í = *21*1 + + V). (**> 

= f 3l*l + *32*2 + CjjTj. 

Mediante las referidas fórmulas se expresan las coordenadas del punto Ai' = F(Ai) 
a base de las del pumo Ai, como quiera que esté situado el pumo Ai sobre el plano t*. 
Tomemos x¿ = Ü. Entonces la última de las igualdades (**), para cualesquiera ,v ( , 
x 2 , necesariamente debe dar xj = 0 (pues la recta a se aplica en la i?'); por tanto, 
c 3 i = f 32 = 0 y. de tal modo, para x 3 = 0 , x¡ = 0 , hallamos: 

p'x¡ = c„x, + c l2 x 2 . 

P'x'i = c 2l X, + c 22 x 2 . 

Precisamente ésta es la relación buscada entre las coordenadas de los puntos M y 
M' = F(M) pertenecientes a las rectas a y a', es decir, la represenlación analítica de 
la aplicación M' = F(M). Pero se ve fácilmente que la aplicación Ai' = F( Ai) de La 
recta a sobre la o' no difiere de la aplicación dada Ai' = /(Ai). En rigor, a causa 
de la aplicación Ai' = F(M) el punto C de la recta a se aplica en el punto C' de la 
a'. Para establecerlo, consideremos la aplicación Ai' = F(M) de todo el plano a 
sobre el plano a'; la misma hace pasar las rectas AB y DG a las rectas A'B' y 
D'G ', haciendo pasar, por ende, el punto C definido por la intersección de las rec¬ 
tas AB, DG, al punto C' definido por la intersección de las rectas A ‘B', D'G'. De 
tal modo, tanto en la aplicación Ai' = F(M) como en la Ai' = /(Ai) los puntos A, 
B, C de la recta a se hacen pasar a los puntos A ', B', C' de la a'. A base del teore¬ 
ma 15 de aquí se sigue que la aplicación Ai' = F(Ai) coincide con la Ai' = /(Ai), 
Consiguientemente, las fórmulas (*) proporcionan la representación analítica de la 
aplicación proyectiva arbitrariamente definida Ai' = /(Ai) de la recta a sobre la a’. 

El hecho de que el determinante 

A = | C " C ' 2 
| C 21 c 22 
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es diferente de cero, se infiere de la biyectividad de la aplicación proyccliva. En efec¬ 
to, si A = 0. entonces mediante las ecuaciones (*) es imposible determinar x¡, x 2 a 
base de x¡, x 2 arbitrariamente dados, es decir, la aplicación definida por las fórmu¬ 
las (*) no es biyectiva en contra del enunciado. 

Así queda demostrada por completo nuestra proposición. 

Así pues, hemos resuelto plenamente el problema de hallar las representaciones 
analíticas de aplicaciones proyeclivas. Podemos formular en breve los resultados 
obtenidos de la manera siguiente: las aplicaciones proyeclivas de variedades proyec¬ 
livas siempre se representan en coordenadas proyeclivas homogéneas por relaciones 
lineales. 

§ 112. En muchos casos resulta cómodo utilizar las representaciones analíticas 
de aplicaciones proyeclivas en coordenadas no homogéneas. Las referidas aplica¬ 
ciones se deducen inmediatamente de las fórmulas que expresan aplicaciones pro¬ 
yeclivas en coordenadas homogéneas. 

Recordemos que si x,. x 2 son coordenadas proyeclivas homogéneas de algún 

punto M de una recta, entonces el número x = — es la coordenada proyectiva no 

*2 

homogénea del mismo punto M (véase el § 100). Sea dada cierta aplicación proyec¬ 
tiva M‘ = f(M) de la recta a sobre la recta a'. Entonces, según sabemos, entre las 
coordenadas homogéneas de los puntos M y M' existen las relaciones 


L. c “ 

V C 2I *22 


* 0 . 


p' x í = * 11*1 + * 12*2 
»' x í = *21*1 + *22*2 

Dividiendo término a término la primera de estas ecuaciones por la segunda y 

poniendo -i- = x, -1- = x’ , obtendremos la dependencia buscada entre las coor- 
x 2 x 2 

denadas no homogéneas .v y x' de los puntos A* y Ai': 

,• = C H* + * 12 


*21* + *22 (,) 
A! introducir nuevas designaciones de los coeficientes: c,, = <*, c, 2 = 0 , c¡, = y, 
*22 = escribiremos dicha igualdad cn forma de 
ax + 0 

(I) 


x‘ = 


yx + b 


(A = ctb - 0y * 0). 


De tal modo, si está dada una aplicación proyectiva de la recia a sobre la recta 
a', entonces las coordenadas proyeclivas no homogéneas de los puntos de la recta 
a' se expresan a través de las coordenadas proyeclivas no homogéneas de los puntos 
correspondientes de la recta a por medio de la función lineal fraccional con el deter¬ 
minante diferente de cero. 

De una manera análoga pueden obtenerse las representaciones analíticas en co¬ 
ordenadas no homogéneas de las aplicaciones proyeclivas del plano sobre el plano y 
del espacio sobre el espacio. 
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Así, siendo M' = f(M) una aplicación proyectiva del plano** sobre el plano , 
entre las coordenadas proycctivas homogéneas de los puntos MyM'se dan las rela¬ 
ciones (!) del § 109. Al dividir término a término la primera y la segunda de ellas por 

. , *1 x '\ . *í 

la tercera, al poner — = x, — = y. — = x , — — = y' y al cambiar las nota- 

X J *3 

ciones de los coeficientes, obtendremos las dependencias buscadas entre las coorde¬ 
nadas no homogéneas (Ar, y) y (x', y') de los puntos M y M' en forma de: 



Análogamente, si M' = f(M) es una aplicación proyectiva del espacio n sobre 
el espacio n', entonces las coordenadas x' . y', z' del punto M' se expresan a través 
de las coordenadas proyectivas x. y, z del punto M mediante las ecuaciones: 


a { x + b¡y + c t z + d, 


«i b } c 3 d 3 

a 0 y 6 


§ 113. Al concluir la presente sección, nos detendremos en un importante caso par¬ 
ticular de la aplicación proyectiva de las variedades unidimensionales. 

Sea aplicada proycctivamente sobre sí misma cierta variedad unidimensional 
proyectiva ÍI (una recta, un haz lineal o un haz de planos), pasando su elemento ar¬ 
bitrario/) al elemento p' = f(p). Imaginémonos que la aplicación indicada se prac¬ 
tica sucesivamente dos veces. Entonces el elemento p primero pasa al elemento 
/>' = f(p). luego, ai />' = /(/)'). Como regla, el elemento p" no coincidirá con el 
P- 

Si el elemento p“ = f(p'). donde p' = /(/)), coincide can el elemento p, cual¬ 
quiera que sea éste, entonces la aplicación p' = f(p) se llama involutiva o, sen¬ 
cillamente. INVOLUCION. 

Precisamente la involución es el caso particular de la aplicación proyectiva, que 
nos proponemos a investigar seguidamente. 

El carácter involutivo de la aplicación p' = /(/>) puede expresarse: 

1) ora por el hecho de que para cualquier p tiene lugar la relación = p; 

2) ora por el hecho de que para cualquier p, junto con la relación /)' = /(/>), 

tiene lugar la relación p = es decir, la aplicación inversa coincide con la da¬ 

da. 



ax + 0y + yz + S 


_ a-fX + b¡y + c } z 4- d } 


o tx + 0y + yz + 6 
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Ambas caraclerfsiicas se deducen directamente de la definición de la involución 
(precisamente, de que p" = p). 

Supongamos que la variedad de una dimensión n, entre cuyos elementos existe 
establecida la relación involuliva/)' = /(/>). es un haz de rectas o un haz de planos. 
Tomemos alguna recta a, limitando su elección con una soia condición: si II es un 
haz de rectas, entonces o se halla en su plano sin pasar por su centro, si n es un haz 
de planos, entonces la referida recta no corta a su eje. Denotemos con M el punto de 
intersección de la recta a con el elemento p de la variedad n y, con Ai', el punto de 
intersección de u con el elemento p '. Patentemente, la correspondencia 
M' = F(M) entre los puntos de la recta a, por consecuencia de la cual al punto M le 
responde el punto Ai', es involuliva, lo mismo que la correspondencia dada 
p‘ = /(/))• También es patente que las propiedades de las correspondencias involu- 
livas/j' = /(/)) y Ai' = /-‘(Ai) son idénticas. Por eso es suficiente investigar la invo¬ 
lución de las variedades de una dimensión para el caso cuando la variedad constitu¬ 
ye una recta. 

Sea Ai' =» F{ Ai) alguna aplicación proycctiva de la recta u sobre si misma. 
Introduzcamos sobre la recta a un sistema de coordenadas proycctivas (no homogé¬ 
neas). Entonces, según sabemos, entre las coordenadas x y x' de los puntos Ai y 
Ai' = F(M) tendrá lugar la relación 


ax + 0 
yx + 5 


(A = irA - 0y * 0). 


C) 


Ante todo, procuremos aclarar bajo qué condición para ios cocficienlcs u, 0, y, 
A la aplicación Ai' » F(M) es involuliva. Para ello, al resolver la ecuación (*) res¬ 
pecto a x, hallemos la representación analítica de la aplicación inversa de la dada. 
Esta será: 


Como fue notado más arriba, la aplicación involuliva se caracteriza por el que no se 
diferencia de su aplicación inversa. Al comparar (*) y ("), en seguida hallamos que 
las aplicaciones represemadas por eslas fórmulas coinciden bien en el caso de 
A = -a,bicn en el de A = <*, 0 = 0, y = 0. Cuando A = a, 0 = 0, 7 = 0. la 
aplicación es idéntica (x‘ = x). omitamos la investigación de la involución 
IDÉNTICA Entonces la igualdad A = —o es la condición suficiente y necesaria para 
que la aplicación representada por la fórmula (*) sea involuliva. 

De tal modo, las involuciones son aquellas aplicaciones proycctivas que se repre¬ 
sentan en forma de 

, ax + 0 , 

•V =-(ó = -<v- - 07 * 0). (•*•) 

7-V - a 


Ahora vamos a demostrar una serie de teoremas sencillos sobre las involuciones. 
teorema 39 . Sea dada una aplicación proyectiva Af' = F{M) de la recia a sobre 
si misma. Si existe al menos un punto M 0 cuya imagen Af¿ = F(M U ) no coincide con 
él. pero que vuelve a la posición inicial ai repetirse la aplicación, entonces todos los 
puntos retoman a la posición primitiva y. de tal modo. M' = F(A/) es una involu¬ 
ción. 
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demostración. Sea *' =-una representación analítica de la aplica- 

yx + S 

ción M' = F(M) en algún sistema de coordenadas proyeclivas sobre la recta a. sean 
*0 y Xq, las coordenadas de los puntos M 0 y A/¿. Según el enunciado. 


ó 


*ó = 


°*o + g 
7 * 0 + « 


y x 0 


°*ó + P 

yxf, + & 


1*0 * *¿> 


7*0*0 + - ax 0 - 0 = 0, 

7*o*ó + 5 *ó -«**0-0 = 0. 


Restando término a término la segunda igualdad de la primera, hallaremos: 

Í(*¿ - *o> + “<*0 - *o> = 0 

Como*¿ — * 0 * 0, de aquí se infiere que 5 = -a, y el teorema queda demostra¬ 
do. 

teorema 40 Si en la aplicación involuliva de la reda prnyeciiva sobre si misma 
existen punios fijos, entonces su número es igual a dos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea*' = la representación analítica de alguna invo- 

yx - a 

lución. Obviamente, las coordenadas de los puntos fijos (para los cuales *' = *) se 
determinan por la ecuación 

ax + 0 
yx - a 

yx 1 - 2ax - 0 = 0. 


Si 7 * 0, entonces esta ecuación es cuadrada, siendo diferente de cero su determi¬ 
nante a 2 + 0y = —ó. De tal forma, la misma tiene ora dos ratees complejas, sin 
existir puntos fijos de la involución en este caso, ora dos. ralees reales diferentes, 
existiendo dos puntos fijos en tal caso. 

Si 7 = 0 , entonces, suponiendo-- o, representaremos la relación entre* 


a 

y *' en forma de*' = -* + a. En este caso, por lo visto, la involución tiene dos 

a 

puntos fijos: * = - y * = oo. El teorema está demostrado. 

2 


La involución que no deja fijo ningún punto de la recta, se llama elíptica. La in¬ 
volución elíptica se caracteriza por la condición de A = - a 2 - 0y > 0. 

La involución que deja fijos dos puntos, se llama hiperbólica. Para la involución 
hiperbólica A = - a 1 - 0y < 0. 


A 


veces la aplicación *' = 


ax + 0 
yx - a 


se llama involución parabólica si 


A = 


- 07 = 0. Sin embargo, la transformación homográfíca cuyo determi- 


19—135 
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ñame es igual a cero, según sabemos, no es biyectiva y. consiguientemente, no figu- 
ra’en la clase que convenimos en considerar**. 

teorema 41. Si M' = f(M) es una involución hiperbólica con los punios fijos A 
y B, entonces el par de punios M, M‘ separa armónicamente el par de pumos A, B. 

demostración. Elijamos sobre la recta un sistema de coordenadas proyectivas 
no homogéneas de modo que A en este sistema tenga la coordenada x = 0, y el pun¬ 
to B, la coordenada (simbólica) x = ®. Sea 


•y* - a 


una representación analítica de la involución M‘ = /(Ai) en el sistema de coordena¬ 
das elegido. Dado que el punto A es fijo, para x = 0, es necesario que x' = 0; de 
aquí 3 = 0. Por ser fijo el punto B, si x — oo, es necesario que a' — t»; de aquí 
7 = 0. Asi la relación (*) toma la forma de 


Consecuentemente,- 

2 


x' = —x. 

0, es decir, el punto A es el centro proyectivo del seg¬ 


mento xx' , y esto quiere decir que el par M, M‘ separa armónicamente el par A, B 
(véanse el § 97, la propiedad 4 de las coordenadas proyectivas, y el § 95 donde está 
definido el centro proyectivo). El teorema está demostrado. 

El teorema puede formularse también del modo siguiente: 

La Involución hiperbólica M‘ = f(M) con ios puntos fijos A y B constituye una 
aplicación armónica de los segmentos reciprocamente complementarios con los 
extremos comunes A, B. uno sobre otro (véase el § 93, en particular, la nota al final 
de párrafo). 

teorema 42. La involución se determina unívocamente alfijar dos pares diferen¬ 
tes de puntos correspondientes. ^ p 

Para demostrarlo, es suficiente notar que la involución x' =-sedeter- 

yx — a 

mina al fijar numéricamente sus coeficientes, entre los cuales hay tres independien¬ 
tes. Mas, debido a que la función lineal fraccional no se altera por la variación pro¬ 
porcional de los coeficientes, para determinar la involución, hay que determinar só¬ 
lo dos relaciones a : 0 : y, para lo cual bastan dos condiciones. Estas consisten en 
definir dos pares de puntos correspondientes. Si las coordenadas de los puntos defi¬ 
nidos son x,, x¡ y x 2 , x¿, entonces las relaciones de los parámetros de la involución 
para la cual dichos puntos son correspondientes, pueden hallarse a partir de las 


\ aX T P 

*' El hecho de que la transformación x' =-— para ó = oí - 0y = 0, 

yx + & 

no es biyectiva, además de las consideraciones generales «unciadas, puede establecerse fácil¬ 
mente lambiín del modo que sigue: si A = 0. entonce? a : y = 0 \ i = q; en tal caso 
ax + 0 q(yx + ó) 

x' =-=-- q, por consiguiente, a cualquier punto le responde un mis- 

yx + 6 yx + i 
mo punto con la coordenada x‘ = q. 
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ecuaciones 


ax, + 0 


x 2 = 


ax 1 + 0 


yx t - a - 7*2 - o 

Y*i*í - aíx, + xfl - 0 = 0, 
7*2*2 - “(*2 + *¿) - 0 = 0. 


Efectivamente, de aquí 


1 *l*í 1 1. 

*, + *; 

*,*¡ 1 

*, + 1 

I*2*í 1 1 

*2 + *2 

*2*2 1 ' 

*2 + *í 1 


Las relaciones a: 0 :y serán indefinidas sólo en el caso de anularse todos los deter¬ 
minantes presentes en el segundo miembro de la igualdad antecedente. Pero enton¬ 
ces*, + *¡ = ,«r 2 + *2 y *i*¡ = * 2 * 2 . P° r (anlt >. b¡ en *, = * 2 . *¡ = *í. bien 
*, = * 2 . * 2 = *(• Sin embargo, las dos posibilidades están excluidas por lo que 
enuncia el teorema. 

De tal modo, cualesquiera que sean dos pares diferentes de puntos M ¡, M\ y M 2 , 

siempre existe una involución, y además la única, que hace pasar M¡ a M¡ y Aí 2 
a M 2 - El teorema está demostrado. 

Hagamos constar que según el teorema 15 la aplicación proyecliva arbitraria se 
determina fijando tres pares de puntos correspondientes; mientras que la involu¬ 
ción, según vemos, requiere para su determinación dos pares de puntos preestableci¬ 
dos. Por lo visto, esta circunstancia se debe a que el número de parámetros de la 
aplicación proyectiva general es mayor en uno que el de parámetros de la involu¬ 
ción. 

Al concluir, observemos lo siguiente. 

Los teoremas recién demostrados están formulados para la involución sobre la 
recta. Si en las formulaciones de los referidos teoremas en todo lugar sustituimos los 
términos «punto de la recta» por «elemento de la variedad de una dimensión», en¬ 
tonces resultarán teoremas sobre las involuciones de cualesquiera variedades de una 
dimensión. 


10. Fórmulas de transformación 
de las coordenadas proyectivas. 

Relación compleja de cuatro elementos 

§ 114. Sean introducidos sobre la recta proyectiva o dos sistemas diferentes de 
coordenadas homogéneas proyectivas. Llamaremos convencionalmcnte primero a 
uno de ellos y segundo, al otro. El punto arbitrario M de la recta tiene coordenadas 
(* 1 ,* 2 ) «n el primer sistema y (*¡.* 2 ), en el segundo. Nos planteamos la tarea de de¬ 
ducir las fórmulas que permitanexpresar las coordenadas {*[, x¡) mediante las (*,, 
* 2 >. Es importante que el lector comprenda que este problema, en esencia, ya se ha 
resuelto en la sección precedente. 

En rigor, en el § 111 se estableció la dependencia entre las coordenadas de los 
pumos correspondientes unos a otros al aplicarse la recta sobre la recta. Considere- 
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mos la aplicación idéntica de la recta á sobre si misma, es decir, una aplicación tal 
que deja fijo todo pumo de la reda a. La aplicación idéntica, obviamente, es pro- 
yeetiva. Por ende, las coordenadas (*,, x 2 ) del punto M en el primer sistema y las co¬ 
ordenadas (x¡, ATj) de su imagen.es decir, del mismo pumo M en el segundo sistema, 
deben estar sujetas a las mismas ecuaciones que las obtenidas en el § 111; a saber: 

P'x\ = e,fy + c 12 x 2 . / _ I e H c l2 

pX í = r 21- r l + c 22*2' V ' C 2I c 22 

Precisamente éstas son las fórmulas buscadas. Los valores numéricos de los pará¬ 
metros c pueden hallarse en cada caso concreto de transformación de las coordena¬ 
das con arreglo a las condiciones que determinan dicha transformación. 

Si dividimos término a término la primera de las igualdades (*) por la segunda y 
cambiamos las notaciones, suponiendo c,, = a, c |2 = 0,c 2l = y, c 22 = 6, enton¬ 
ces obtendremos la fórmula de transformación de las coordenadas proycctivas no 
homogéneas (sobre la recta): 

aX + Q 

X- = -- (A = ai — 07 * 0). (••) 

yx + S 

Mediante razonamientos análogos a los recién expuestos en cuanto a la recta, se 
puede establecer que las fórmulas conocidas, que expresan la dependencia entre las 
coordenadas proyectivas de los puntos correspondientes unos a otros en la aplica¬ 
ción proyecliva del plano sobre el plano o dei espacio sobre el espacio, a la vez son 
fórmulas para transformar las coordenadas proyectivas sobre el plano o en el espa¬ 
cio. 

Es natural que cuando las referidas fórmulas determinan la transformación de 
coordenadas (homogéneas), las magnitudes presentes en ellas x t y x¡ (i = 1, 2, 3 pa¬ 
ra el plano e i = I, 2, 3, 4 para el espacio) constituyen diversas coordenadas de un 
mismo punto. 

§ 115. Al establecer las fórmulas de transformación de las coordenadas proyecti¬ 
vas, hemos resuelto asi un problema que reviste una importancia de principio. Sólo 
ahora tenemos la posibilidad práctica de aclarar la cuestión sobre la invariación de 
las funciones de coordenadas de puntos o la invariación de las relaciones entre las 
coordenadas de puntos en la geometría proyectiva. 

En particular, ahora podemos definir el concepto de relación compleja de cuatro 
elementos de la variedad unidimensional, bien importante en la geometría proyecti¬ 
va. Primero definamos la relación compleja de cuatro puntos de la recta. 

Sean M t , M 2 , A/ 4 cuatro puntos de cierta recta proyectiva a. Sobre esta, 

introduzcamos algún sistema de coordenadas proyectivas (desde el punto de vista 
del cálculo, ahora es más cómodo usar las coordenadas no homogéneas), designan¬ 
do con fj, f 2 , /j, / 4 las coordenadas de ios puntos indicados. Demostraremos que la 
magnitud 



no está sujeta a la elección del sistemo de coordenadas. Para probarlo, junto con el 
sistema ya introducido, consideremos un nuevo sistema de coordenadas proyecti- 
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vas. Si denotamos con / la coordenada de un punto arbitrario de la recta a en el sis¬ 
tema primitivo y con t', la coordenada del mismo punto en el nuevo sistema, enton¬ 
ces 

al + B 

l' *= - (A = orí — st 0), 

yt + 6 

donde a, fJ, y, S son constantes determinadas por la elección de los sistemas de coor¬ 
denadas. En particular, para las nuevas coordenadas t¡, l¡ de los puntos M 2 , 
M j tienen lugar las igualdades: 

ai ¡ + 0 , ctU + /3 al i + 0 

1 1 — -, /, = — -, í. =-. 

7 f| + i yl 2 + & yl 3 + 4 

De aqui 

(“4 - 0y)O] - <|) 

3 1 (7/, + «<7'j + 4) * 

■ r - i’ a < a6 ~ - f?) 

2 3 iy'l + í)<7 , 3 + ó) 


y 

'3 - 'í 

- Vi + 4 . 

<3 ~ 'l 

Análogamente 

tí- ti 

7'i + 4 

'2- '3 


>4 ~ <\ 

y'2 + 5 

'4-'. 

Por consiguiente, 

12 ~ 'í 

y'i + « 

f, - /« 


’í - l¡ . ^4 - I i _ >3-1 1 . '4 - f t 
>2- <3 'í- '* <2 ~ >3 <2 — '4 ’ 

lo que habla que demostrar. • 

La magnitud 

m ll- ~ '■ (•) 

*2 — '} h ~ U 

se llama relación compleja de cuatro puntos M t , M 2 , M t . 

De lo recién considerado se infiere que la relación compleja viene determinada 
exclusivamente por la posición de los puntos Af,, M 2 . My M t \ se requiere un siste¬ 
ma de coordenadas sólo para hallar de hecho su valor numérico, es decir, para fines 
puramente auxiliares. 

La fórmula (*) revela inmediatamente las siguientes propiedades de la relación 
compleja: 

1) = (MjAV^A/j), 

es decir, en la relación compleja, sin alterar su valor, se puede permutar el primero ,v 
el segundo pares de puntos. 

2) = 
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es decir, al permutar los punios dentro de algún par, el valor de la relación compleja 
cambia por el inverso. 

§ 116. Demostremos otra serie de teoremas importantes sobre la relación 
compleja de cuatro puntos. 

teorema 43. En cualquier aplicación proyecliva de la reda a sobre la recia a', la 
relación compleja de un grupo arbitrario de puntos , M 2 , M } , Aí 4 de la recia a es 
igual a la relación compleja de sus punios correspondientes Af¡, M’ v M' v Aí 4 de la 
recia a'. 

Para demostrarlo, imuidiivcainos sobre las rectas aya' sistemas de coordena¬ 
das; si /, son las coordenadas de los puntos M,, y l¡, las de los M¡, entonces 


y 


(Af,MjAí 3 Aí 4 ) 



Conforme al § 1 12, entre las coordenadas t y l' de los puntos proyectamente 

correspondientes de las rectas a y o' existe la dependencia/' = — -t-A tperome- 

y 1 + 6 

diante esta dependencia la igualdad puede estable¬ 

cerse por los mismos cálculos que los aducidos en el párrafo precedente. 

Un caso particular del teorema 43 es el siguiente 

teorema 44. Si a y a' son dos recias del plano a, y S, un punió arbitrarlo del pla¬ 
no a, que no pertenece a ninguna de las recias aya', entonces la relación compleja 
de cualquier cuaterna de puntos A/,, M v M y Af 4 de la recta a es igual a la de sus 
proyecciones M\, M 2 , M‘ y M\ desde el centro S sobre la recta a'. 

El hecho de que este teorema es un caso particular del precedente, se debe a que 
la proyección central constituye un caso particular de la aplicación proyecliva (véase 
cJ § 103). El teorema 44 puede enunciarse también así; 

Cuutro rayos m,, m 2 , m y m 4 del haz plano al cortar cualquier recta que se halla 
en el plano del haz, determinan cuatro puntos, el valor de cuya relación compleja es 
un mismo para todas las redas. 

Esta magnitud se llama relución compleja de los rayos m } , m 2 , "l y m A \ para de¬ 
signarla, se usa el simbolo (m ym 2 m 2 m t ). 

Del mismo modo puede definirse la relación compleja de cuatro elementos del 
haz de planos, a saber; s¡ a,. <* 2 , a¡, a 4 son cuatro planos que pasan por una misma 
recta, entonces en su intersección con cualquier recta del espacio los mismos deter¬ 
minan cuatro puntos, el valor de cuya relación compleja es un mismo para todas las 
rectas. Esta magnitud se llama relación compleja de cuatro planos o ¡, a 2 , c* 3 , a 4 y se 
denota con el símbolo (oijoíjQjCíJ. 

El teorema que se aduce a continuación, para las aplicaciones proyectivas de los 
haces (de rayos o de planos) juega el mismo papel que el teorema 43 para las aplica¬ 
ciones proyectivas de rectas. 

teorema 43. En cualquier aplicación proyecliva del haz sobre el haz ¡a relación 
compleja de un grupo arbitrario de cuatro elementos del haz es igual u la de sus ele¬ 
mentos correspondientes dentro de! otro haz. 
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demostración. Sea x un elemento arbitrario del primer haz, yx'= f(x), el ele¬ 
mento que le corresponde según la aplicación en el segundo haz. Cortemos los ele¬ 
mentos del primer haz por una recta cualquiera a, los del segundo, por una recia a' , 
designando con M el punto de intersección de la recta a con el elemento x, con Ai', 
el punto de intersección de la recta a' con el elemento x‘ . Consideremos la aplica¬ 
ción de la recia a sobre la a' , debido a la cual al punto M le corresponde el 
Ai' = F{M). La aplicación Ai' = F(M), lo mismo que la x' = f(x) dada, será 
proyectiva. Por eso, si Ai,. Ai 2 , M } , Ai 4 son puntos de intersección de la recta o con 
los elementos arbitrariamente elegidos jr,, jc 2 . * 3 . *4 del primer haz, Ai¡, Afj, Aíj, Ai 4 
son puntos de intersección de la recta a' con los elementos correspondientes jrj, 
.vj, a 4 del segundo haz, entonces 

(Af¡Ai¿Ai^AÍ¿) = (Ai,Ai 2 AijAi 4 ) 

(víase el teorema 43); luego, conforme a la definición de la relación compleja de 
cuatro elementos del haz, tenemos; 

= (A^AÍjAfjAÍ,), 

Consecuentemente, 

WW) = 

lo que habla que demostrar. 

Se establece fácilmente lambiín el teorema siguiente que abarca los teoremas 43 
y 45. 

teorema 46. En cualquier aplicación proyectiva de una variedad unidimensional 
sobre otra la relación compleja de un grupo arbitrario de cuatro elementos de la pri¬ 
mera variedad es igual a la de sus elementos correspondientes en la segunda. 

En esta formulación están previstos los casos de aplicación de la recta sobre el 
haz de rayos, de la recta sobre el haz de planos y del haz-de rayos sobre el haz de pla¬ 
nos. 

De los teoremas 46 y 24 se infiere el 

teorema 47 . Si el plano a está aplicado proyectamente sobre el plano a', en¬ 
tonces la relación compleja de cualquier grupo de cuatro elementos pertenecientes a 
una misma variedad unidimensional del plano a. es igual a la de cuatro elementos 
correspondientes del plano a'. 

De los teoremas 46 y 28 se deduce un teorema igual referente a las aplicaciones 
proyectivas del espacio sobre el espacio. 

En breve los resultados obtenidos también pueden expresarse asi: 

La relación compleja es un invariante de las aplicaciones proyectivas. 

§ 1 17. Sean dados cuatro puntos A. B, C, D sobre alguna recta a. y cuatro pun¬ 
tos A', B', C', D' sobre la misma recta o una otra recta o'. Preguntemos: ¿bajo 
qué condición existe una aplicación proyectiva de la recta a sobre la a' que haga pa¬ 
sar los puntos A. B, C, D a los punios A', B', C ', £>'? 

Del teorema 43 se sigue que la condición necesaria para ello es la igualdad de las 
relaciones complejas del grupo de puntos A. B.C.D y del grupo de puntos A',B', 
C', D'. Es fácil comprender que la condición señalada es también suficiente. 
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En efecto, supongamos que (ABCD) = (. A'B'C'D '). Denotemos con M‘ = 
= (M) la aplicación proyeclíva de la recta a sobre la o' que hace pasar los puntos A, 
B, C, a los A’. B' , C'. Su existencia viene asegurada por el teorema 37a. Sea 
/( D ) = D". Según el teorema 43. (ABCD) = (A'B'CD'). Consiguientemente, 
(A' B'C'D*) = (A ' B'C'D'). De aquí y de la definición de la relación compleja se 
desprende de inmediato que el punto D‘ coincide con el D'. De tal manera, en ri¬ 
gor, bajo la condición de (ABCD) = (A'B'C'D') existe una aplicación proyectiva 
de la recta a sobre la a', a saber, la aplicación M' = /(Ai) que hace pasar los pun¬ 
tos A, B, C, D a los A', B ', C', D'. 

Con arreglo a la definición enunciada antes, el grupo de puntos Ai,, Ai 2 ,..., Ai„ 
de la recta it se considera proyectamente equivalente al sistema de puntos Ai¡, 

Aíj. M'„ de la recta a' si existe una aplicación proyectiva de la recta a sobre la a', 

que haga pasar los puntos Ai,, A/j, ... , Ai„a los Aí¡, Aij, ... , Ai', respectivamente. 

Razonando de un modo análogo al anterior, es fácil establecer la proposición: 

Para que el sistema de puntos Ai,, Ai 2 , ... , Ai, de la recta a equivalga proyecti- 
vamente al sistema de puntos Ai,', Aij. Modela recta a', es necesario y suficien¬ 

te que la relación compleja de cualquier grupo de cuatro puntos M p , Ai , Aí r , M ¡ del 
primer sistema sea igual a la de la cuaterna correspondiente de puntos M‘ p , M' q , Ai,', 
M' s de! segundo. 

La relación compleja que permite caracterizar la equivalencia proyectiva, es el 
invariante básico de la geometría proyectiva, lo mismo que la distancia entre puntos 
que caracteriza la congruencia, es el invariante básico en la geometría elemental. 

§ 118. Si'sobre una recta proyectiva un par de puntos.4, B separa armónicamen¬ 
te al par C. D. entonces (ABCD) - - 1. 

Demostrémoslo. Primero, hagamos notar que la relación compleja de cuatro 
puntos diferentes nunca puede ser igual a + 1. Efectivamente, si 


(AijAijAijAi^ 



I. 


entonces— 5 -— = — 1 - L y para .r, * x 2 , es necesario que x¡ = * 4 , en 

X 2 - Xj X 2 X 4 - , 

contra del enunciado. 

Luego, según la definición del grupo armónico de puntos, si el par A, B separa 
armónicamente al C, D. entonces existe un cuadrivértice completo PQRS situado 
respecto a los puntos A, B, C, D asi como lo muestra la fig. 116. Proyectemos los 
puntos/l, B, C, D desde el centro S sobre la recta PQ. En virtud de la invariación de 
la relación compleja en la proyección (véase el teorema 44), obtendremos 
(ABCD) = (PQED). Volvamos a proyectar los pumos A, B, C. D sobre la recta 
PQ. mas, esta vez desde el centro R. Entonces (ABCD) = (QPED). Pero, confor¬ 
me al § 115, 


(QPED) 


1 


(PQED) 


. de donde (ABCD) 2 = 1 


De tal forma, (ABCD) = (PQED) y (ABCD) = — 

, d /-> (PQED) 

y (ABCD) ~ ±1. Dado que, según lo demostrado más arriba, la relación compleja 
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de puntos diferentes no puede ser igual a + 1, entonces 

( ABCD) = - 1, 

quedando probado lo que se requería. 

De aquí y de la definición de la relación compleja de cuatro pumos del haz se 
desprende en seguida el teorema general que sigue. 

teorema 48. Si el par de elementos x, y de una variedad unidimensional separa 
armónicamente al par de sus elementos z, t. entonces í,xyzt) = - 1 . 

J 119. Ahora vamos a deducir algunas nuevas fórmulas que expresan la relación 
compleja en coordenadas proyectivas. 

Sobre un plano, sea dado un sistema de coordenadas no homogéneas proyecti¬ 
vas con el origen en el punto O y con los puntos infinitamente alejados de los ejes 
c oo y (véase el § 98). Consideremos cuatro puntos cualesquiera Aí ( , M 2 , M y M i 
del plano situados sobre una misma reda, planteándonos el objeto de expresar la re¬ 
lación compleja a través de las coordenadas (r 1 ,/ 1 ) (x 2 , y 2 ), (a 3 , .v 3 ), 

(a 4 , y 4 ) de los puntos en cuestión. 

Para ello, proyectemos los puntos A#,, M 2 , M i desde el punto <x> y sobre el 
eje x; sean M\, M' v M' } , las proyecciones resultantes. Éstas tienen coordenadas 
(*'. 0). (**. 0). (x 3 , 0), (x 4 , 0); su relación compleja puede apuntarse en forma de 

— J»T* X* — X* 

: -y-—j . 

Si denotamos con las proyecciones de los puntos Ai,, M v M y M t des¬ 

de coj sobre el eje y, entonces, análogamente a lo que precede. 


Según ei teorema 44, 


(A/jA/jA/, = (Af ¡Af£Vf "Afj), 
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por tanto, para expresar la magnitud (AÍjAÍjAÍjAÍJ, vale cualquiera de las fórmulas 
siguientes: 

^ “ X ' * ~ X> 


(Aí^jAíjA/*) = 


x 2 - x 3 

y 3 -y' 


X 1 - X 4 

y*-y 1 


S-y* ' y 2 -y* 


(A) 


Para expresar la relación compleja en coordenadas homogéneas, 

en las fórmulas obtenidas hay que sustituir las coordenadas no homogéneas xf, y 1 de 

cada punto Mfli = I, 2, 3, 4) por las relaciones de coordenadas homogéneas — 1 , 

*3 


V, 


del referido punto; al proceder asi hallaremos las fórmulas 


(AYpVfjAfjMj) = 


(AíjAfjAfjA/J = 


4 *! 


K *¡| 

*3 *3 


fe xjl 



*1 *íl 

*3 *3 


*3 *31 

*2 *2 

*2 41 

*3 4 . 

*3 41 

*2 *2 


*3 *3 

fe fel 


(B) 


(en estas fórmulas el indice superior corresponde al número del punto, y el 
subíndice, al de la coordenada). 

En el espacio, la relación compleja de cuatro pumos de una recta se expresa en 
coordenadas proyectivas con las mismas fórmulas, sólo que su número es mayor en 
una. 

Hagamos constar un modo especial de apuntar la relación compleja, que se in¬ 
fiere de las fórmulas (B). 

Sean P y Q dos puntos diferentes de un plano, cuyas coordenadas homogéneas 
están designadas con p t y q/j = 1, 2, 3). Es fácil mostrar que todo punto T con las 
coordenadas homogéneas 

'/ = P, + <Q¡ ( ¡ = 1. 2. 3) 

está sobre la recta PQ. En efecto, sí 

"t*l + + "j*3 = E “r*, = 0 


es la ecuación de la recta PQ, entonces Zu¡p¡ = 0 y Zúa. = 0; pero en este caso 
también 


W/ = £",</>/ + 7,) = + tZufl ¡ = 0, 


es decir, las coordenadas del punto T satisfacen la ecuación de la recta PQ. 

Demos dos valores arbitrarios l = \ y t = p al parámetro I, expresando según 
las fórmulas (B) las relaciones complejas de los cuatro puntos P, Q, L, M con coor- 
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denadas homogéneas p ( , q ¡t p¡ + \q¡, p i + pq-, al aplicar, por ejemplo, la primera 
de las fórmulas (B), obtendremos: 


|Pi + P,| IP, + p,| 

(PQLM) e ^ P 3 1 

1*1 P, + M,| |<7, P, + P<7,| 
1*3 p 3 + X<7 3 | |<7 3 p 3 + m<7j[ 


*t p i! 

*l 

. >L_ 

9i 

<i\ P\ ' 

*t 

p¡ p¡ 

*) 


Aquí ha de hacerse la reserva de que el resultado de estos cálculos será definido sólo 


a condición de <?l P ' 

Pi Pi 


* 0. Si 


*1 P , 
*3 P 3 


0, entonces habrá que usar la se¬ 


gunda fórmula de (B). El resultado de los cálculos será definido y coincidirá con el 
precedente si 


<72 

Pi 

*0. Ambos determinantes 

Pl 1 

y 

<72 

Pi 

Pi 

Pi 

1 1 </ 3 

Pi 1 


<h 

Pi 


no pueden ser iguales a cero, pues en este caso p, : p ¿ : p 3 = q¡ : q 2 : q y lo cual es 
imposible, por cuanto los puntos P, Q con diferentes según el enunciado. Asi pues. 


( PQLM) = - . 

M 


(C) 


Tal forma de apuntar la relación compleja es simple y cómoda en el uso; ob¬ 
viamente, se puede aplicarla también cuando las coordenadas de los puntos P, Q, L, 
M están dadas en el sistema espacial. 

Al concluir la sección, vamos a deducir una fórmula que expresa la relación 
compleja de cuatro rayos del haz. 

Sea dado un haz con el centro S (x Q , en el sistema de coordenadas no homo¬ 
géneas la ecuación de su rayo cualquiera puede tomar el siguiente aspecto: 

y - y 0 = k(x - x¿). (•) 

Denotemos con m,, m 2 , m., m A cuatro rayos del haz dado, con k 2 , k y k 4 , sus 
valores correspondientes del parámetro k en la ecuación (*) y con Mfa, 0), M 2 (x 2 , 
0). A/ 3 (jt 3 . 0), 0), los puntos de intersección de los rayos m¡, in 2 , m y m 4 con 

el eje x. Según la definición de la relación compleja de cuatro puntos, 


X[ ■. -* ~ X> ; 
x 2 ~ X 3 x 2 ~ x 4 

conforme a la definición de la relación compleja de cuatro rayos del haz, 
= (M { M 2 M- i M^. Por consiguiente. 
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De la ecuación (•) para y = 0 hallamos 

0 

x, = x Q - (I = 1, 2, 3. 4). 

*¡ 

En la expresión antecedente, al sustituir para (/n,m 2 m 3 m 4 ) las magnitudes x v x v 
x 4 por los segundos miembros de las referidas igualdades, después de realizar trans¬ 
formaciones evidentes, obtendremos la fórmula que sigue: 


: • (D) 

Ésta expresa la relación compleja de cuatro rayos a través de los parámetros que 
ios determinan. 

De la fórmula (D) se obtiene fácilmente la representación analítica de la aplica¬ 
ción proyectiva del haz sobre el haz, es decir, se halla la forma de la función 
k' = f(k), donde kyk' son los parámetros que determinan los rayos de dos haces 
proyectivamente correspondientes unos a otros. 

Efectivamente, si k v k } son los parámetros de algunos tres rayos del primer 
haz y k\, kj, k'¡, los de los rayos correspondientes del segundo, entonces 



ya que, según el teorema 45, la relación compleja es un invariante de la aplicación 
proyectiva de los haces; al expresar k' a base de esta relación, hallaremos 


ak + 0 

yk + 6 ’ 


(E) 


donde a, 0, y, 6 son constantes (que dependen de * 2 , k y k\, * 2 , *j). 

De tal manera, la aplicación proyectiva del haz sobre el haz se representa 
analíticamente por una función lineal fracciona!. Su determinante ó = ai - 0y 
difiere de cero, pues en el caso contrario, la aplicación determinada por la fórmula 
(E) no será biyectiva. 


11. Principio de dualidad 

5 120. PRINCIPIO DE DUALIDAD SOBRE EL PLANO PROYECTIVO. En esta sección 
formularemos y demostraremos una de las notables tesis de la geometría proyectiva 
conocida por el nombre de principio de dualidad. Primero nos limitaremos al caso 
de dos dimensiones, exponiendo la esencia del principio de dualidad en la geometría 
proyectiva sobre el plano. 

En la geometría proyectiva de dos dimensiones se consideran objetos de dos cla¬ 
ses: puntos y rectas. Las propiedades de sus relaciones reciprocas vienen definidas 
por ios axiomas proyectivos de los grupos 1, II, 111, entre los cuales sólo los axiomas 
1,1 — 1,3,1,9, 11,1 — 11,6 y III son axiomas de la geometría bidimensional, los de¬ 
más axiomas (es decir, los axiomas 1,4 — 1,8) tienen un carácter espacial. Mas, se- 
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gún muestra la exposición precedente, para tener la posibilidad de demostrar teore¬ 
mas de la geometría proyectiva bidimensional sin usar construcciones en el espacio 
de tres dimensiones, a los axiomas 1.1 — 1,3, 1,9, 11,1 — 11,6 y III ha de agregarse 
también la proposición de Desargues. Llamaremos axiomas proyeclivos bidimen- 
sionales a los axiomas enumerados Junto con la proposición de Desargues. El análi¬ 
sis de los fundamentos de la geometría proyectiva revela que a lodo axioma proyec- 
tivo bidimensional puede ponerse en correspondencia cierta proposición de modo 
que las dos proposiciones que se corresponden, una vez formuladas adecuadamen¬ 
te, pasan una a otra al sustituir el término «punto» por «recta» y el término «recta» 
por «punto». Esta circunstancia que contiene, en esencia, el principio de dualidad 
sobre el plano (lo enunciaremos exactamente más abajo), la tendrá clara el lector 
después de que realicemos de hecho la correspondencia señalada. 

Empecemos por los axiomas del primer grupo. Éstos definen las relaciones de 
pertenencia mutua de puntos y de rectas, expresadas usualmente por los términos: 
«el punto se halla sobre la recta» o «la recta pasa por el punto». Ahora, en lugar de 
estos giros, será más cómodo valernos de otros, a saber: «el punto pertenece a la 
recta» o «la recta pertenece al punto». Observando esta condición, vamos a modifi¬ 
car correspondientemente la expresión verbal de los axiomas 1,1 — 1,3, 1,9, apun¬ 
tándolos del lado izquierdo de la página; a la derecha, frente a cada axioma citare¬ 
mos su proposición correspondiente en el sentido explicado más arriba. 

En adelante llamaremos reciprocamente duales dos proposiciones de tal género. 


1,1. Cualesquiera que sean dos puntos/1 
y B, existe una recta a perteneciente al 
punto A y al B. 

1.2. Cualesquiera que sean dos pun¬ 
tos diferentes A y B, existe no más de 
una recta perteneciente al punto A y al 
B. 

1.3. A cada recta le pertenecen no 
menos de tres puntos. Existen al menos 
tres puntos que no pertenecen a una 
misma recta. 


1.9. Cada dos rectas tienen un punto 
común. 

PROPOSICIÓN de desargues. Supon¬ 
gamos que no pertenecen a una misma 
recta tres puntos A, B, C, y tampoco 
pertenecen a una misma recta tres pun¬ 
tos A'. B‘ , C '; luego, tengan un punto 
común P la recta perteneciente a los 
puntos A, B, y la recta perteneciente a 


Cualesquiera que sean dos rectas o y 
b, existe un punto A perteneciente a la 
recta a y a la ó. (Esta proposición no es 
sino el axioma 1,9) 

Cualesquiera que sean dos rectas di¬ 
ferentes a y b, existe no más de un punto 
perteneciente a la recta a y a la b. (Esta 
proposición se infiere directamente del 
axioma 1,2). 

A cada punto pertenecen no menos 
de tres rectas. Existen no menos de tres 
rectas que no pertenecen a un mismo 
punto. (La demostración de esta afir¬ 
mación se lleva a cabo fácilmente apli¬ 
cando los axiomas 1,1 — 1,3). 

Cada dos puntos tienen una recta 
común. (Esta proposición no es sino el 
axioma 1,1). 

Supongamos que no pertenecen a un 
mismo punto tres rectas a, b, c, y tam¬ 
poco pertenecen a un mismo punto tres 
rectas o', b'. c'; luego, tengan una rec¬ 
ta común p el pumo perteneciente a las 
rectas a, b, y el punto perteneciente a las 
a', b'\ tengan una recta común g el 
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los A ', B'\ tengan un punto común Q la 
recta perteneciente a los puntos B, C, y 
la recta perteneciente a los B‘, C', y 
tengan un punto común R la recta perte¬ 
neciente a los puntos A, C y la recta per¬ 
teneciente a los AC'. De suerte que si 
los puntos P. Q, R pertenecen a una 
misma recta t, entonces las tres rectas 
entre las cuales una pertenece a los pun¬ 
tos A, A', otra, a los B, B' y otra, a los 
C, C', poseen un punto común S 
(fig. 117). 



punto perteneciente a las rectas b, c, y el 
punto perteneciente a las b', c‘, y ten¬ 
gan una recta común r el punto pertene¬ 
ciente a las rectas a, c, y el punto perte¬ 
neciente a las o', c'. De suerte que si las 
rectas p, q, r pertenecen a un mismo 
punto T, entonces los tres puntos entre 
los cuales uno pertenece a las rectas a, 
o', otro, a las b, b' y el tercero, a las c, 
c ', poseen una recta común s (fig. 118). 
(Esta proposición no es sino el teorema 
2 reciproco del de Desargues). 


De tal forma, en rigor, a cada axioma proyectivo bidimensional del primer gru¬ 
po es posible poner en correspondencia cierta afirmación correcta (es decir, deriva¬ 
da de los mismos axiomas) asi que las proposiciones correspondientes resultan 
reciprocamente duales. 

Pasemos a considerar los axiomas del segundo grupo 11,1 — 11,6. 

El concepto fundamental usado por los axiomas 11,1 — 11,6 es el de pares sepa¬ 
rados de puntos sobre la recta; empleando este concepto, se definen los pares sepa¬ 
rados de rectas que pasan por un mismo punto (véase el § 89). A continuación apa¬ 
recen los axiomas del segundo grupo al lado de sus proposiciones duales; la validez 
de estas últimas se infiere inmediatamente de los axiomas I,II y de la definición de 


11,1. Cualesquiera que sean tres pun¬ 
tos diferentes A, B, C pertenecientes a 
una misma recta u, existe tal punto D per¬ 
teneciente a la recta u , que el par de pun¬ 
tos A, B separa al par de puntos C, D. 


Cualesquiera que sean tres rectas di¬ 
ferentes a, b, c pertenecientes a un mis¬ 
mo punto U, existe tal recta d pertene¬ 
ciente al punto U, que el par de rectas a, 
b separa al par de rectas c, d. 
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Si el par A, B separa al par C. D. en¬ 
tonces los cuatro puntos A, B, C, D son 
diferentes. 

11.2. Si el par de puntos A, B separa 
al par de puntos C, D, entonces el par 
B, A separa al C, D, y el par C, D sepa¬ 
ra al A. B, 

11.3. Cualesquiera que sean cuatro 
puntos diferentes A. B, C. D pertene¬ 
cientes a la recta u, los mismos pueden 
componer siempre y de un modo único 
dos pares separados. 

11.4. Sean A, B, C, D, E puntos per¬ 
tenecientes a la recta U\ si los pares C, D 
y C, E separan al par A, B, entonces el 
par D. E no separa al A. B. 

11.5. Sean A, B, C, D, E puntos per¬ 
tenecientes a la recta u ; si los pares C, D 
y C. E no separan al par A . B, entonces 
el par D, E tampoco separa al A, B. 

11.6. Sean a. b y c, d dos pares de 
rectas que pertenecen a un mismo punto 
S, siendo u y u' dos rectas que no perte¬ 
necen al punto S; luego, sean A, B. C, 
D puntos pertenecientes a la recta u y, 
correspondientemente, a las rectas a, b, 
c, d, siendo A',B',C', D' puntos per¬ 
tenecientes a la recta u‘ y, correspon¬ 
dientemente, a las rectas a, b, c, d. En¬ 
tonces, si el par >4, B separa al par C. D, 
entonces el A', B' separa la C ', D'. 


Si el par a. b separa al par c, d, en¬ 
tonces las cuatro rectas a. b, c. d son di¬ 
ferentes. 

Si el par de rectas a, b separa al par 
de rectas c, d, entonces el par b, a sepa¬ 
ra al c, d, y el par c, d separa al a. b. 

Cualesquiera que sean cuatro rectas 
diferentes a. b. c, d pertenecientes al 
punto U, las mismas pueden componer 
siempre y de un modo único dos pares 
separados. 

Sean a, b, c, d, e rectas pertenecien¬ 
tes al punto U; si los pares c, d y c, e se¬ 
paran al par a. b, entonces el par d, e no 
separa al a, b. 

Sean o, b. c, d, e rectas pertenecien¬ 
tes al punto £/; si los pares c. d y c, e no 
separan ai par a, b. entonces el par d, e 
tampoco separa al a, b. 

Sean A, B y C. D dos pares de pun¬ 
tos que pertenecen a una misma recta s, 
siendo U y U' dos puntos que no perte¬ 
necen a la recta s; luego, sean a, b, c, d 
rectas pertenecientes al punto U y, 
correspondientemente, a los puntos A, 
B, C, D, siendo o', b', c\ d' rectas 
pertenecientes al punto V y, corres¬ 
pondientemente, a los puntos A, B, C, 
D. Entonces, si el par a. b separa al par 
c, d, entonces el a', b' separa al c', d '. 


Asi pues, también a los axiomas del segundo grupo pueden ponerse en corres¬ 
pondencia proposiciones duales. 

Pasemos, por fin, al axioma de continuidad III. 

Para poder formular el axioma III (de Dedekind), a su tiempo tuvimos que defi¬ 
nir previamente el orden lineal de puntos sobre la recta proyectiva cortada. Haga¬ 
mos recordar al lector esta definición. 

Sea a una recta arbitraria. Elijamos sobre ella algún punto J, y para los demás 
puntos de la recta a, establezcamos la relación expresada por el término «entre», su¬ 
poniendo que respecto a los puntos A, B, C el punto C se halla entre A y B, si el par 
A, B está separado por el C. U. Decimos que en el conjunto de puntos de la recta a, 
que resulta al eliminarse el punto U, existe establecido el orden lineal si el referido 
conjunto está ordenado con arreglo a la condición que sigue: cada vez que el punto 
C esté entre los puntos A y B en el sentido del orden establecido, el punto C se halla 
entre Ay B también en el sentido de la definición recién adoptada. 
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Con miras a formular la proposición dual del axioma 111, vamos a definir el or¬ 
den lineal en el conjunto de todas las rectal, menos una, que pasan por un mismo 
pumo. 

Sea A un punto arbitrario. Entre las rectas que pasan por el punto A, elijamos 
alguna recta u, y para los demás, establezcamos la relación expresada por el término 
«entre», suponiendo que respecto a tres rectas o, b, c la recta c pasa entre a y b, si el 
par a, b está separado por el c, u. Diremos que en el conjunto de todas las rectas que 
pasan por A, menos la recta u, existe establecido el orden lineal si el referido con¬ 
junto está ordenado con arreglo a la condición que sigue: cada vez que la recta c esté 
entre las rectas o y ó en el sentido del orden establecido, la recta c se halla entre ay b 
también en el sentido de la definición recién adoptada. 

Ahora podemos enunciar del modo siguiente el axioma 111 y su afirmación dual: 


axioma llt. Sea a recta arbitraria, 
U, cualquier punto perteneciente a la 
recta a, y sea introducido el orden lineal 
en el conjunto de los demás puntos que 
pertenecen a la referida recta. Si este 
conjunto está dividido en dos clases de 
forma que 

1) cada punto figura en una, y sólo 
en una clase; 

2 ) cada dase contiene puntos; 

3) cada punto de la primera clase an¬ 
tecede a cada punto de la segunda, 

entonces ora en la primera clase exis¬ 
te un punto que sigue (en el sentido del 
orden establecido) a todos los puntos de 
dicha clase, ora en la segunda existe un 
punto que precede a todos los demás 
pumos suyos. 


Sea A un punto arbitrario, u, cual¬ 
quier recta perteneciente al punto A, y 
sea introducido el orden lineal en el con¬ 
junto de las demás rectas que pertene¬ 
cen al referido punto. Si este conjunto 
está dividido en dos clases de forma que 

1) cada recta figura en una, y sólo en 
una clase; 

2) cada dase contiene rectas; 

3) cada recta de la primera clase an¬ 
tecede a cada recta de la segunda, 

entonces ora en la primera clase exis¬ 
te una recta que sigue (en el sentido dél 
orden establecido) a todas las rectas de 
dicha clase, ora en la segunda existe una 
recta que precede a las demás rectas su¬ 
yas. 


Podemos cerciorarnos fácilmente de la validez de la proposición dual del axioma 
111 practicando la operación de cortadura. En efecto, sean S un punto arbitrario y 
ti, alguna recta que no pasa por el pumo 5. A toda recta que pasa por S, hagamos 
corresponderá el pumo de la recta u, perteneciente a ella. Si en el conjunto de todas 
las rectas, menos una, que pasan por S, así como en el de todos los puntos corres¬ 
pondientes a estas rectas, está introducido el orden lineal, entonces entre los elemen¬ 
tos correspondientes de ios conjuntos en cuestión se establecerán relaciones de or¬ 
den bien siempre iguales, bien siempre contrarias. Por ende, el principio de Dede- 
kind tiene lugar en el conjunto de rectas que pasan por 5, dado que se registra en el 
conjunto de puntos de la recta u, es decir, la proposición dual del axioma III es váli¬ 
da a consecuencia del mismo axioma. 

Así pues, efectivamente, todo axioma de la geometría proyectiva bidimensional 
tiene su proposición dual. A base del análisis efectuado, podemos enunciar el si¬ 
guiente principio: 
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principio DE dualidad sobre el plano. Sean dados dos conjuntos de objetos 
llamados correspondientemente puntos y rectas, entre los cuales están establecidas 
relaciones de pertenencia y de orden observando los requisitos de todos los axiomas 
de la geometría proyecliva de dos dimensiones. Si cambiamos los papeles de estos 
objetos, es decir, llamamos rectas a los objetos del primer conjunto y puntos, a los 
del segundo, dejando invariables ¡as relaciones reciprocas entre ellos, entonces en 
tal caso nuevamente quedarán satisfechos los requisitos de los axiomas proyectivos. 

5 121. Obviamente, podemos desarrollar la geometría proyectiva partiendo a 
discreción ora de los axiomas inicialmente adoptados ora de sus proposiciones 
duales. Desde el punto de vista lógico, en ambos casos nos ocuparemos de un mis¬ 
mo problema. 

Si realizamos de hecho tal construcción dual de la geometría proyectiva, enton¬ 
ces junto con todo teorema proyectivo obtendremos su dual; en tal caso todos los 
teoremas se agruparán en pares de suerte que, formulada adecuadamente, una pro¬ 
posición del par se convertirá en la otra al cambiar el término «punto» por «recta» y 
viceversa. Es fácil señalar tal forma abstractamente lógica de apuntar los teoremas 
de la geometría proyectiva, que una en una sola las proposiciones recíprocamente 
duales. Para ello, hay que prescindir en absoluto de los términos «punto» y «recta», 
sustituyéndolos por «objeto de primer género» y «objeto de segundo género». En¬ 
tonces se podrá interpretar de manera dual cada teorema formulado abstractamen¬ 
te. entendiendo por los puntos los objetos de primer género y por las rectas, los de 
segundo, atribuyendo en otro caso sentido contrario a los objetos de primero y se¬ 
gundo géneros. Los teoremas reciprocamente duales que resultan de estas interpre¬ 
taciones, SIENDO APLICADOS A UNA REALIZACION DETERMINADA-DE LA GEOMETRIA 
PROYECTIVA, exponen, como regla, hechos diferentes. Por ejemplo, la afirmación; 
«dos objetos de primer género siempre determinan un objeto común a ellos, y sólo 
uno» conduce a dos proposiciones reciprocamente duales: I) por dos puntos dife¬ 
rentes pasa siempre una, y sólo una recta, 2) dos rectas diferentes siempre se cruzan 
en un solo punto. 

Si en estas dos proposiciones entendemos de un mismo modo los términos «pun¬ 
to» y «recta», entonces, evidentemente, las referidas proposiciones tendrán sentidos 
concretos diferentes. 1 

En la geometría proyectiva hay teoremas, y entre ellos figuran teoremas impor¬ 
tantes, que se descubrieron en años diferentes y aun en épocas diferentes, pero, sien¬ 
do recíprocamente duales, coinciden al practicarse la construcción abstractamente 
lógica de la geometría proyectiva. A titulo de ejemplos pueden citarse los famosos 
teoremas de Pascal y de Brianchon (véase el § 143) descubiertos con un intervalo de 
100 años, que resultaron lógicamente equivalentes. 

Desde el punto de vista contemporáneo, el principio de dualidad no se concibe 
como un fenómeno sobremanera sorprendente. El mismo se revela fácilmente me¬ 
diante el aprecio abstractamente lógico de la geometría. Mas, a comienzos del siglo 
XIX, el descubrimiento del principio de dualidad fue original y progresivo en alio 
grado; en particular, el principio de dualidad jugó un gran papel en el desarrolo de 
la. concepción abstracta de los objetos geométricos. 

En lo que precede, el carácter dual de la geometría proyectiva se manifiesta cons¬ 
tantemente en que las proposiciones acerca del sistema de puntos de la recta se po¬ 
nen en correspondencia a las proposiciones análogas acerca de los elementos del 
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haz. Hagamos constar que la geometría elemental desconoce ia dualidad. Asi. en las 
relaciones de pertenencia mutua, los puntos y las rectas de Euclides no son duales 
unos a otras; en rigor, mientras que sobre el plano de Euclides dos puntos siempre 
poseen una recta común, dos rectas no siempre poseen un punto común (pueden ser 
paralelas). Las relaciones de orden también desconocen la dualidad; a saber, todos 
los puntos de la recta euclidiana están ubicados en orden lineal, siendo cíclico el or¬ 
den de rayos en el haz. Se revelan fácilmente también las diferencias sustanciales en 
las relaciones de congruencia de segmentos y de ángulos (no las hay en absoluto en 
la geometría proyectiva); por ejemplo, sobre el plano euclidiano los triángulos con 
los lados correspondientemente congruentes son iguales, siendo desiguales, como 
regla, los triángulos con los ángulos correspondientemente congruentes, 

9 122. Es natural que la dualidad inherente a la geometría proyectiva de dos di¬ 
mensiones, tenga una cierta expresión analítica. 

Para lograr, a la par con la comparación dual de los hechos de la geometría pro¬ 
yectiva, una comparación adecuada de las relaciones analíticas que les correspon¬ 
den, vamos a introducir las coordenadas de las redas. Más abajo ofrecemos su de¬ 
terminación. 

Sobre un plano, sea introducido un sistema de coordenadas homogéneas proyec- 
tivas. Entonces, lodo punto del plano se determina por la relación de tres puntos .r,, 
x 2 , x } y toda recta, por la ecuación del tipo de 

"t*i + "2*2 + "j*j = 0- C) 

Los coeficientes u 2 . u } de la ecuación (*), convengamos en llamarlos coordena¬ 
das de la recta determinada por esta ecuación. Evidentemente, las coordenadas u,, 
u 2 , u } son homogéneas, ya que tres números u,, u 2 , u } y tres números pu¡, pu 2 , pu } 
determinan una misma recta. Dicho en otros términos, para determinar una recta, 
es suficiente definir las relaciones u, : u 2 : u¡. Es evidente también que tres números 
cualesquiera u¡, u 2 , n } constituyen coordenadas de cierta recta, excepto el caso de 
ser iguales a cero los tres números. 

De lo que antecede se infiere que si (*,. x 2 , .r 3 ) son las coordenadas de cierto pun¬ 
to P y (rr,, u 2 , Uj), las coordenadas de cierta recta />, entonces la relación 

u t*l + "2*2 + “í*J => 0 

es la condición de pertenencia mutua del punto P y de la recta p. De aqúi tenemos 
dos proposiciones recíprocamente duales que siguen: 


Siendo constantes (u¡, u 2 , « 3 ) y va¬ 
riables (*,, x 2 , ATj), la relación 

(*) U¡X ¡ + + UjX j = 0 

determina toda clase de puntos pertene¬ 
cientes a la recta (u,. u v t/ 3 ); en este sen¬ 
tido la misma se llama ecuación de la 
recta («,, « 2 . <r 3 ). 


Siendo constantes (*,, x 2 , x¡) y va¬ 
riables («j, u 2 , u } ), la relación 
(*) x + x 2 u 2 + x 3 u } = 0 
determina toda dase de rectas pertene¬ 
cientes al punto (*,, x 2 , Jtr 3 ); en este sen¬ 
tido la misma se llama ecuación del pun¬ 
to (x r x 2 ,x } ) , >. 


*’ ^emás, siendo constantes x,. x¡. x, y variables u.. u,. t /., se suele más llamar a la reía- 
\ ción (*) ecuación del haz con cf cencro (x r x 2 , x } ). 
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Luego, hagamos notar que si (p,. p,, p } ) y (?,, q 2 , q } ) son las coordenadas de 
dos puntos P y Q, entonces, para cualquier X, los números p, -I- Xq,, p 2 + Xí 7 2 , 
p 3 + \q i son las coordenadas de cierto punto L de la recta PQ. En efecto, sea 
+ u¡x 2 4 UfX 3 = 0 la ecuación de la recta PQ; las coordenadas de los puntos 
Py Q deben satisfacer esta ecuación, por consiguiente, u¡p t + u J p 2 + u í p i = 0y 
t/|<7i + u 2 q 2 4 u } q } => 0. Pero entonces 

U|(p, + Xp,) + u 2 (p 2 + \q 2 ) + uj(p 3 + Xp 3 ) = 0, 

es decir, las coordenadas del punto L satisfacen la ecuación de la recta PQ y, por 
tanto, L en efecto está sobre la recia PQ. 

Análogamente, si (v,. v 2 , Vjjyfw,, w 2 , iv^son las coordenadas de dos rectas v y 

w, entonces, para cualquier X, los números v, + Xw,, v 2 + Xw 2 , v 3 4 Xw 3 son las 
coordenadas de cieña recta / que pasa por el punto de intersección de las rectas 
v y w. 

Efectivamente, sea O el punto de intersección de las rectas v y w y 

x, u, 4 x 2 u¡ 4 x¡u 3 = 0, su ecuación; las coordenadas de las rectas v y w deben sa¬ 
tisfacer esta ecuación, consecuentemente, v, 4 x 2 v 2 4 ar 3 v 3 = 0 y x,» 1 , 4 
4 x 2 w 2 + x 2 w } = 0. Pero entonces 

*l(v, 4 Xw,) 4 ar 2 (v 2 4 Xw 2 ) 4 jr 3 (v 3 + Xw 3 ) = 0, 
es decir, las coordenadas de la recta / satisfacen la ecuación del punto O y, por tan¬ 
to, I en efecto pasa por el punto O. 

En el § 119 mostramos que la relación compleja de los puntos P, Q, L, M con las 
coordenadas p y , q i ,p¡ + \q r p¡ 4 pqfj = 1, 2, 3) se expresa con la fórmula 

(PQLM) = - . (I) 

P 

En virtud del principio de dualidad, la relación compleja de las rectas v, w, I, m con 
las coordenadas v ; , Wy, v ( 4 Xwy, v, 4 Xw^f = 1, 2, 3) puede expresarse por una 
fórmula completamente análoga 


(vt vlm) 


X 

P 


(2) 


De las fórmulas (I) y (2) y del teorema 48 se deducen las siguientes proposiciones 
reciprocamente duales: 


Si los puntos P. Q. L. M tienen co¬ 
ordenadas py, q¡, p¡ 4 \q¡, p, 4 
+ pqfí = 1. 2, 3), respectivamente, 
entonces la condición necesaria y sufi¬ 
ciente de la separación armónica de los 
pares P, Q y L, M es la igualdad 



P 


Si las rectas v, w, I, m tienen coorde¬ 
nadas Vy, Wj, Vy 4 XtVy, Vy 4 fiM>y(/ = I, 

2, 3), recpcctivamente, entonces la con¬ 
dición necesaria y suficiente de la sepa¬ 
ración armónica de los pares v, w y /, m 
es la igualdad 

X _ 

P 


Es fácil comprender que análogamente a los ejemplos citados y en todos los ca¬ 
sos de otra Indole, las relaciones analíticas correspondientes a los hechos 



Cap. V. Fundamentos de geometría proyectiva 

recíprocamente duales de la geometría proyectiva, se convierten unas en otras al sus¬ 
tituir las coordenadas de puntos por las de rectas, y viceversa. 

§ 123. principio de dualidad en el espacio PROYECTivo. En la geometría pro¬ 
yectiva del espacio tenemos objetos de tres tipos, éstos son los puntos, las rectas y 
los planos, y dos formas de sus relaciones recíprocas: la pertenencia y el orden. 

En lugar de las expresiones adoptadas en la geometría intuitiva «el punto se halla 
sobre la superficie» o «el plano pasa por el punto», convengamos en valernos de la 
expresión «el punto pertenece al plano» o «el plano pertenece al punto»; en vez de 
las expresiones «el punto se halla sobre la recta» o «la recta pasa por el punto», con¬ 
vengamos en usar la expresión «el punto pertenece a la recta» o «la recta perlenccc 
al punto»; en lugar de decir «la recta se halla sobre el plano» o «el plano pasa por la 
recta», digamos «la recta pertenece al plano» o «el plano pertenece a la recta». 

Entonces, si formulamos de un modo adecuado los axiomas 1,1 — 1,9 que es¬ 
tablecen las propiedades de las relaciones de pertenencia mutua de los objetos, en¬ 
tonces a cada uno de estos axiomas puede hacérseles corresponder cierta proposi¬ 
ción correcta (que se infiere de los axiomas 1,1 — 1,9) de modo que dos proposi¬ 
ciones que se corresponden, pasan una a otra al cambiar el término «punto» por 
«plano» y el término «plano» por «punto» (mientras que el término «recta» no de¬ 
be cambiar). Llamaremos recíprocamente duales a las proposiciones que figuran en 
la correspondencia señalada. 

A continuación se dan de dos en dos los axiomas 1,1 — 1,9 y sus proposiciones 
duales; dejamos que las demuestre el lector. 


1.1. Cualesquiera que sean dos pun¬ 
tos A y B, existe una recta a que perte¬ 
nece al punto A y al B. 

1.2. Cualesquiera que sean dos pun¬ 
tos diferentes Ay B, existe no más de una 
recta que pertenece a los puntos A y B. 

1.3. A cada recta pertenecen no me¬ 
nos de tres puntos. Existen al menos tres 
puntos que no pertenecen a una misma 
recta. 

1.4. Cualesquiera que sean tres pun¬ 
tos A, B. C que no pertenecen a una 
misma recta, existe cierto plano a perte¬ 
neciente a los puntos A. B, C. A cada 
plano le pertenece no menos de un pun¬ 
to. 

1.5. Cualesquiera que sean tres pun¬ 
tos A, B, C que no pertenecen a una 
misma recta, a los mismos les pertenece 
no más de un plano común. 

1.6. Si dos puntos A, B pertenecien¬ 
tes a la recta a pertenecen al plano a, en¬ 
tonces cada punto perteneciente a la rec¬ 
ta a pertenece al plano a. 


Cualesquiera que sean dos planos a 
y 0, existe una recta a que pertenece al 
plano a y al 0. 

Cualesquiera que sean dos planos di¬ 
ferentes a y 0, existe no más de una rec¬ 
ta que pertenece a los planos ay 0. 

A cada recta pertenecen "no menos 
de tres planos. Existen al menos tres 
planos que no pertenecen a una misma 
recta. 

Cualesquiera que sean tres pianos u, 
0. y que no pertenecen a una misma rec¬ 
ta, existe cierto punto A perteneciente a 
los planos a, 0, y. A cada punto le per¬ 
tenece no menos de un plano. 

Cualesquiera que sean tres planos a, 
0, y que no pertenecen a una misma rec¬ 
ta, a los mismos les pertenece no más de 
un punto común. 

Si dos planos á, 0 pertenecientes a la 
recta a pertenecen al punto A, entonces 
cada plano perteneciente a la recta o 
pertenece al punto A. 
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1.7. Si a dos planos a, 9 les pertenece 
un punto común A, entonces a los mis¬ 
mos les pertenece al menos un pumo co¬ 
mún B más. 

1.8. Hay no menos de cuatro puntos 
que no pertenecen a ur. mismo plano. 

1.9. Cada dos rectas pertenecientes a 
un mismo plano, pertenecen a un punto 
común. 


Si a dos puntos A, B les pertenece un 
plano común a. entonces a los mismos 
les pertenece al menos un plano común 
9 más. 

Hay no menos de cuatro planos que 
no pertenecen a un mismo punto. ' 
Cada dos rectas pertenecientes a un 
mismo pumo, pertenecen a un plano 
común. 


No hay necesidad de anotar detalladamente las proposiciones duales de los 
axiomas II, III. El modo de formular las referidas proposiciones se ha dilucidado 
suficientemente por lo expuesto; las mismas se demuestran mediante razonamientos 
completamente triviales. 

Dado que todas las proposiciones duales de los axiomas proyectivos I, II, III, 
son válidas (es decir, se deducen de los mismos axiomas), tienen lugar el 

principio DE dualidad EN EL espacio. Sean dados ires conjuntos de objetos 
llamados correspondientemente puntos, rectas y planos, entre Ios cuales existen es¬ 
tablecidas las relaciones de pertenencia y de orden observando las exigencias de to¬ 
dos los axiomas de la geometría proyectiva. Si cambiamos los papeles de estos obje¬ 
tos llamando planos a los del primer conjunto, puntos, a los del tercero (reservando 
el nombre primitivo para los objetos del segundo conjunto ), sin cambiar las rela¬ 
ciones mutuas entre ellos, entonces en este caso nuevamente serán satisfechas las 
exigencias de los axiomas proyectivos. 

Obviamente, se puede desarrolar la geometría proyectiva espacial, al igual que la 
de dos dimensiones, arrancando a discreción bien de los axiomas inicialmentc adop¬ 
tados, bien de sus proposiciones duales. 

Si practicamos tal construcción dual de la geometría proyectiva. entonces junto 
con cada teorema proyectivo se obtendrá su teorema dual. 

Por supuesto, si, al demostrar cierto teorema proyeclivo, queremos obtener su 
teorema dual, no tenemos que aducir de hecho su demostración; la formulación del 
teorema dual se deduce de la del teorema dado, cambiando-los términos según el es¬ 
quema: 

punto — plano, 
recta — recta, 
plano — punto, 

y su validez se establece por el principio de dualidad. 

Siendo fija la elección de objetos geométricos, las proposiciones recíprocamente 
duales expresan, como regla, diferentes hechos concretos. Por ejemplo, todos los 
teoremas sobre las figuras compuestas por puntos y rectas de un mismo plano, pro¬ 
porcionan, a título de sus duales, teoremas sobre los cuerpos compuestos por rectas 
y planos que pasan por un mismo punto; dicho en otros términos, la dual de la 
geometría sobre el plano es la geometría de la radiación. 

| 124. Ateniéndonos al principio de dualidad, vamos a introducir las coordena¬ 
das de planos, a la par de las de puntos. A saber, llamaremos coordenadas del plano 
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arbitrario a a los coeficientes u |t u 2 , u 3 , « 4 de su ecuación 
"l*. + "2*2 + + " 4*4 = 0 

que determina el plano a en algún sistema de coordenadas homogéneas proyectivas. 

Evidentemente, las coordenadas (u,, u 2 , u ¡. u 4 ) son homogéneas, puesto que los 
cuatro números u,, u 2 , « 3 , u 4 y los cuatro números pu v pu 2 , pu y pu t determinan un 
mismo plano. Pues bien, para determinar un plano, es suficiente preestablecer las 
relaciones u, : u 2 : u } : u 4 . Es notorio que cualesquiera cuatro números u¡, u 2 , u } , 
u t constituyen las coordenadas de cierto plano, excepto el caso de ser iguales a cero 
estos cuatro números. 

Por lo antes dicho, si (x,, x 2 ,x y xj son Jas coordenadas de algún punto P y (u,, 
u 2 , tí], «*), las de cierto plano a, entonces la relación 

“l*l + «2*2 + “í*3 + “4*4 " 0 

es la condición de la pertenencia mutua del punto P y el plano a. De aquí tenemos 
dos proposiciones reciprocamente duales: 


Siendo constantes (u,, u 2 . u } , u 4 ) y 
variables (x,, x 2 , x y xj, la relación 

“l*! + "2*2 + "3*3 + «4*4 = « 


Siendo constantes (x,, x 2 , x y x¿) y 
variables («,, « 2 , u 3 , n 4 ), la relación 


x,u, + X2 u 2 + x 3 « 3 + x 4 « 4 = 0 


define todo género de puntos pertene¬ 
cientes al plano (u,, u 2 , u } , uj; en este 
sentido la misma se llama ecuación del 
plano. 

A continuación nos cercioramos fáci 
guíenles: 


define todo género de planos pertene¬ 
cientes al punto (x,, x 2 , x 3 , x^; en este 
sentido la misma se llama ecuación de la 
radiación de planos, 
ente de la validez de las afirmaciones si- 


Si x,, yzfj = 1, 2, 3, 4) son coor¬ 
denadas de tres puntos X, Y, 2, enton¬ 
ces las relaciones 

p, = ax, + 0y, + yz¡, 
para cualesquiera a, (3, y (excepto 
a = 1 3 = 7 = 0), determinan las coor¬ 
denadas del punto P que pertenece al 
plano XYZ; por ende, las relaciones se¬ 
ñaladas se llaman ecuaciones paramétri¬ 
cas del referido plano. 


Si x,, y t {¡ = 1, 2, 3,4) son coordena¬ 
das de dos puntos X, Y, entonces las re¬ 
laciones 

C) p, = ax ¡ + fly¡, 

para cualesquiera a, 0 (excepto 
a = 0 = 0), definen las coordenadas 
del punto P perteneciente a la recta XY; 


Si a¡, 0', y¿i = 1, 2, 3, 4) son coor¬ 
denadas de tres planos a, 0, y, entonces 
las relaciones 

= ua¡ + v0- + wy¡, 
para cualesquiera u, v, w (excepto 
u a v = w = 0), determinan las coor¬ 
denadas del punto * que pertenece al 
punto común de los planos a , 0, y; por 
ende, las relaciones señaladas se llaman 
ecuaciones paramétricas de la radiación 
de planos con el centro en el referido 
punto. 

Si or ( , 0fi = 1, 2, 3, 4) son coorde¬ 
nadas de dos planos a, 0, entonces las 
relaciones 

C) t,. = Ua¡ + v0., 

para cualesquiera u, v (excepto u = 
= v = 0), definen las coordenadas del 
plano x perteneciente a la recta según la 
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por ende, las relaciones señaladas se lla¬ 
man ecuaciones paramétricas de la refe¬ 
rida recta. 

Si dividimos las igualdades (*) por o, 

a 

poniendo — = X, entonces las coorde- 
a 

nadas variables p t se expresarán median¬ 
te un solo parámetro: 

P, = x i= V,- 


cual se cortan los planos oyí; por en¬ 
de, las relaciones señaladas se llaman 
ecuaciones paramétricas de la referida 
recta (en coordenadas de plano). 

Si dividimos las igualdades (*) por u, 
v 

poniendo — = /, entonces las coorde- 
u 

nadas variables ir, se expresarán me¬ 
diante un solo parámetro: 

I0 L 


En el primer caso, siendo diferentes los valores del parámetro, las ecuaciones de¬ 
finen el conjunto de puntos pertenecientes a la recta, en el segundo, el conjunto de 
planos pertenecientes a la recta. 

Conforme al § 119, la relación compleja de cuatro puntos X, Y, L, Aícon las co¬ 
ordenadas x¡,y¡, x¡ + Ky¡, x¡ + ¡iy i (/ = I, 2, 3, 4) se expresa por la fórmula 

( XYLM) - - . 

M 

En virtud del principio de dualidad, de aquí se infiere que la relación compleja 
de cuatro planos a, 0, t, a con las coordenadas a¡, 0 t , a, + 10 1 , o, + s0 t (i =1,2, 
3, 4) se expresa por la fórmula 

(o(3to) = - . 

J 

Análogamente a los ejemplos aducidos, también en otros casos las relaciones 
analíticas correspondientes a hechos reciprocamente duales, pasan unas a otras al 
sustituir las coordenadas de puntos por las de planos y al sustituir las coordenadas 
de planos por las de pumos. 


12. Curvas y haces algebraicos. 

Superficies y radiaciones algebraicas. 

Plano proyectivo complejo y espacio proyectivo complejo 

g 125. En la geometría proyectiva sobre el plano, uno de los principales objetos 
de investigación son las curvas algebraicas y los haces algebraicos correspondientes 
a ellas según el principio de dualidad. Más abajo se ofrece su definición: 


Se llama curva algebraica al conjun¬ 
to de puntos cuyas coordenadas homo¬ 
géneas proyectivas satisfacen cierta 
ecuación homogénea algebraica, es de¬ 
cir, a la ecuación del tipo de 


Ea x 
a l °2 - a n 

(“l> a 2’ - 


°2 


a n 

1. 2, 3), 


Se llama haz algebraico al conjunto 
de rectas cuyas coordenadas homogéne¬ 
as proyectivas satisfacen cierta ecuación 
homogénea algebraica, es decir, a la 
ecuación del tipo de 

Ea u u ... u s 

a 2 a n 

(a,, a 2 , ... ,a n = 1, 2, 3), 


0 
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donde a la izquierda está una forma ho- donde a la izquierda está una forma ho¬ 
mogénea de grado n\ los coeficientes mogénea de grado rr, los coeficientes 

“«{OI ... a„ se suponen independientes a ayai „ a¡j se suponen independientes 

respecto a la sucesión de los índices. El respecto a la sucesión de los Índices. El 

grado n de esta ecuación se llama orden grado n de esta ecuación se llama clase 

de la curva algebraica. del haz algebraico. 

Para n = 1, 2, 3, ... correspondientemente se tienen: 

una linea de primer orden determinada un haz de primera clase determinado 
por la ecuación por la ecuación 

o,AT| + + ojXj = 0. a,u, + flji/j + Ojtr 3 = 0, 

es decir, un cúmulo de puntos perlene- es decir, un cúmulo de rectas pertene¬ 
cientes a una misma recta; una línea de ciernes a un mismo punto; un haz de se- 

segundo orden determinada por la gunda clase determinada por la 

ecuación ecuación 

"ll*? + 2 <i I2*|-*2 + "ií’Í + «n"l + 2 0\2 u I u 2 + a 22"l + 

+ + 2a2j.Cj.rj + UjjXj = 0; + 2a ¡¡ u ) u ¡ + 2u 21 u 2 u¡ -t- <z 33 u 3 = 0; 

una linea de tercer orden determinada un haz de tercera clase determinado por 
por la ecuación la ecuación 

“lll'l + ia ll2 x Í x 2 + 3<, I22*I*2 + a lll u l + 3o tl2“l u 2 + 3£/, 22 Z2,«2 + 

' + a 22í*2 + *“2234*3 + *“23?A + + "222"! + 3o 22J u 2"3 + * U 233 U 2 U \ + 

+ la njArfjrj + 3<7 133 .r,A:J + + 3u M3 i/fu 3 + la m u\u\ + 

+ 6anyX¡XjXj + a m x] = 0, etc. + óa^UjUji/j + a m u\ = 0, etc. 

Conforme a la definición enunciada, las líneas algebraicas se distinguen entre to¬ 
das las líneas en general según el tipo de sus ecuaciones. Es natural preguntar: 
¿puede alterarse el carácter algebraico de una ecuación al pasar de un sistema de co¬ 
ordenadas proyectivas a otro? En tal caso no tendría sentido introducir el concepto 
de línea algebraica en la geometría. Sin embargo, como es fácil mostrar, el carácter 
algebraico y el grado de la ecuación son invariantes respecto a la transformación de 
las coordenadas proyectivas. En rigor, sabemos que al cambiar de sistema proyecti- 
vo de coordenadas homogéneas, las coordenadas primitivas de los puntos del plano 
pasan a ser funciones homogéneas lineales de las nuevas, y las coordenadas nuevas, 
a su vez. se expresan lineal y homogéneamente a base de las primitivas. Pero, evi¬ 
dentemente, en este caso obtendremos en nuevas coordenadas una forma también 
homogénea y, además, del mismo grado n que la inicial. Por consiguiente, el con¬ 
cepto de curva algebraica y de su orden tiene un sentido geométrico que no depende 
de la elección del sistema de coordenadas. 

■ Para establecer una propiedad análoga de la definición de los haces algebraicos, 
en primer lugar hay que deducir las fórmulas que rigen el cambio de las coordenadas 
homogéneas de rectas al cambiar el sistema de coordenadas proyectivas. Con este 
objeto escribamos la ecuación de una recta arbitraria: 

">*l + " 2*2 + "»*, = 0 (•) 
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y la ecuación de esta misma recta en nuevas coordenadas: 


• uft + uft + í = 0. (••) 

Sean 


P' x \ = C||*t + C|A + C|J^3. ' 
P' x i = c 2i*l + C Z2*2 + c n x y 


(a) 


P x í = C }I X, + C )2 X 2 + CjjATj J 

las relaciones entre las nuevas coordenadas de puntos y las primitivas. 

Dado que las ecuaciones (*) y (**) determinan una misma recta, entonces, para 
X|, x 2 . x 3 cualesquiera debe tener lugar la relación 

"W + U 2 X 2 + - n(u,x, + iiyr 2 + UjX 3 ); 


al sustituir aquí x¡, x 2 , x\ por sus expresiones basadas en x., x 2 , x,, obtendremos la 
identidad 


~~7~ K c ll* , í + c 2l u 2 + + < C I2“Í + c 22 u 2 + Cj2«í>*2 + 

+ (c,jUÍ + CjjMj + CjjUjTx-jI = xiCx/j-r, + UjXj + i/jTj). 

Suponiendo p'p = a. de aquí hallaremos: 

oír, = c u u\ + c 21 i/' + Cj,l/¿ \ 

ou 2 = c t2 u¡ + c 22 u' + C 32 u' l ( 0 ) 

Ol/j = C , 3 U ¡ + C 2J U 2 + C33I/3 J 

Precisamente éstas son las relaciones entre las viejas coordenadas de rectas y las 
nuevas que necesitamos. De tal modo, las fórmulas de transformación de las coor¬ 
denadas de rectas tienen la misma estructura que las de transformación de las coor¬ 
denadas de puntos (en este caso el determinante de la transformación (0) es igual al 
de la transformación (a) y, luego, *0). Consecuentemente, el concepto de haz al¬ 
gebraico y de su clase, al igual que el de curva algebraica y de su orden, tiene un sen¬ 
tido geométrico independiente de la elección del sistema de coordenadas. 

Se entiende que al cambiar las viejas variables por las formas lineales de las 
nuevas en las ecuaciones algebraicas, resulta una ecuación cuyos coeficientes, como 
regla, difieren de los de la ecuación inicial. También está claro que todas las pro¬ 
piedades geométricas de las lineas y los haces y todas las magnitudes geométricas re¬ 
lacionadas con ellas, deben representarse analíticamente por tales relaciones entre 
los coeficientes de las ecuaciones y por tales funciones de dichos coeficientes, que no 
varían al cambiar el sistema de coordenadas proyectivas. 

De tal manera, la tarea de la investigación de las rectos y los haces algebraicos en 
la geometría proyectiva sobre el plano equivale a la tarea algebraica de la investiga¬ 
ción de las invariantes de las formas homogéneas con tres argumentos. 

Una observación más. 

Al examinar las fórmulas (a) y { 0 ), podemos estimar también que las coordena¬ 
das que figuran en ellas, corresponden a un mismo sistema; entonces, por ejemplo, 
en las fórmulas (cr) los números x,, x 2 , x¡ yx¡, x{, xj serán ya no coordenadas distin¬ 
tas de un mismo punto, sino coordenadas de pumos diferentes MyM'. Según sabe¬ 
mos, la aplicación del plano proyectivo sobre sí mismo, debido a la cual el punto M 
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pasa a! Ai' determinado por las fórmulas (a), es proyecliva. Merced a tal aprecio de 
las fórmulas (a) y (¡i) (como fórmulas de la aplicación proyecliva), la invariación de 
la estructura de la ecuación de las imágenes algebraicas respecto a las transforma¬ 
ciones (a) y (/3) significa que en la aplicación proyecliva las imágenes algebraicas de 
cualquier orden o dase se aplican en imágenes algebraicas del mismo orden o de la 
misma clase. 

Luego, es obvio que ai practicar cierta aplicación proyectiva determinada por las 
fórmulas (a), y al cambiar simultáneamente las coordenadas proyectivas con arreglo 
a las mismas fórmulas, la imagen algebraica arbitraria A en el sistema (*,, x 2 , x 3 ) y 
la imagen A ’ que le corresponde proyectamente en el sistema (.v¡, xj, -rj), tendrán 
ecuaciones iguales. Por cuanto las imágenes algebraicas que pueden aplicarse pro- 
yectivamente una sobre otra, tienen ecuaciones idénticas en las coordenadas conve¬ 
nientes, las mismas tienen también imágenes algebraicas idénticas. Esto correspon¬ 
de a la condición general para (oda la geometría proyectiva de considerar equivalen¬ 
tes las figuras que pasan unas a otras gracias a la aplicación proyectiva (lo mismo 
que en la geometría elemental se consideran iguales las figuras que coinciden al efec¬ 
tuar movimientos). 

§ 126, Una recta arbitraria contiene no más de n puntos de una linea de orden n 
o consta por entero de punt&s de la referida linea. Efectivamente, sea 


La 


n l“l 


* ... jr 

I "2 » 


= 0 


la ecuación de cierta linea de orden n, p, y qfj = 1, 2, 3), las coordenadas de dos 
puntos P y Q. Las coordenadas xjj = 1, 2, 3) de un pumo arbitrario de la recta PQ 
pueden expresarse como funciones del parámetro X: 

jr, =/>, + X<7 ( (i =1.2, 3). 

Estas fórmulas determinan los puntos comunes de la recta PQ y de la linea dada, 
si X satisface la ecuación 


+ X ác,XP a¡ + ^ •(?„„ + **„„> “ 0. 

Supongamos que el punto Q se ha elegido observando la condición de 


C) 


La 


c,aj . 


• a rP a l^ a 2 


<7„_ * 0 


(lo cual es posible si la recta no está compuesta por entero de puntos de la linea da¬ 
da). En tai caso, el primer miembro de la ecuación (*) contiene X", y dicha ecuación 
tiene grado n. Dado que a toda raíz real X,. le corresponde cierto punto de intersec¬ 
ción de la recta PQ con la linea algebraica dada, y el número de ralees reales de la 
ecuación (•) no es superior a n, el número máximo de puntos comunes de la recta y 
de la linea de orden n efectivamente es igual a n. 

Análogamente, un punto arbitrario contiene no más de n rectas de un haz de cla¬ 
se n, o todas las rectas que le pertenecen, figuran en el haz. En efecto, sean 


Eo u u ... u 

aja 2 «2 * 


= o 


la ecuación de cierto haz de clase n y S, algún punto determinado por la intersección 
de dos rectas v y w con las coordenadas v. y wfj =1,2, 3). Las coordenadas 
ufli = 1, 2, 3) de una recta arbitraria perteneciente al punto 5, pueden expresarse 
como funciones del parámetro X: 

u¡ = v. + \w¡ (/ = 1, 2, 3). 
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Estas fórmulas determinan las rectas que pertenecen al pumo S y al haz dado, si X 
satisface ecuación 

z° aiai A + K,H w «i + x * a2 > - K n + x *%,> = o- 

Supongamos que la recta w se ha elegido observando la condición de 


- Q /T VV '»| Vt ’«2 ■ ' ’ W " 


* o 


(lo cual es posible si no todas las rectas pertenecientes al punto S figuran en el haz 
dado). En este caso el primer miembro de la ecuación (••) comprende X", y la referi¬ 
da ecuación tiene grado n. Puesto que a toda raíz real X ( . le corresponde una recta 
perteneciente al punto S y al haz algebraico dado, y el número de ralees reales de la 
ecuación (**) no es superior a n, el número máximo de rectas del haz que pasan por 
el punto S, efectivamente es igual a n. 

Las proposiciones demostradas hacen pensar que el orden de la curva algebraica 
puede interpretarse desde el punto de vista de la geometría intuitiva, como número 
máximo de puntos de la referida curva que pertenecen a una misma recta, y la clase 
del haz, como número máximo de sus rectas pertenecientes a un mismo punto. No 
obstante, es fácil comprender que tal interpretación seria errónea. A saber, existen 
tales lineas de orden n que tienen menos de n puntos comunes con cualquier recta. 
A modo de ejemplo basta señalar la linea de 2 o orden xf + x| + x^ = 0 que carece 
de puntos en absoluto. 

Entretanto, la interpretación geométrica mencionada del orden de la curva y de 
la clase del haz será posible siempre que ampliemos el conjunto de elementos del 
plano proyectivo agregándole nuevos elementos «imaginarios». La introducción de 
elementos imaginarios en la geometría es tan conveniente como la introducción de 
números imaginarios en el álgebra, pues posibilita la sencillez adecuada de las for¬ 
mulaciones de muchos teoremas. 

A continuación se expone el principio de la introducción de elementos imagina¬ 
rios sobre el plano proyectivo. 

9 127. Sean dados dos conjuntos de objetos llamados correspondientemente 
puntos y rectas, entre los cuales están establecidas las relaciones de pertenencia y de 
orden observando las exigencias de los axiomas proyectivos bidimensionales (dicho 
en otros términos, sea dado un plano proyectivo). Entonces, según sabemos, a to¬ 
dos los puntos pueden ponerse en correspondencia biunívocamente, obedeciendo a 
una cierta ley, las relaciones de números reales Xj, x 2 , x¡ llamados coordenadas ho¬ 
mogéneas proyectivas de puntos y, a todas las rectas, las relaciones de números re¬ 
ales u |, Hj, t/j Humados coordenadas proyectivas de rectas. Convengamos eti llamar 
punto imaginario a cualquier sistema de tres números complejos x,, x z , x 3 si al me¬ 
nos uno de ellos difiere de cero y si la relación de al menos dos de ellos no puede 
expresarse mediante un número real; consideraremos coincidentes los puntos (x¡, 
x 2 , x 3 ) y (px,, px 2 , px } ), donde p es cualquier número complejo desigual a cero. Bajo 
las mismas condiciones llamaremos recta imaginaria a la terna de números comple¬ 
jos u |, u 2 , u 3 . De tal forma, cualquier tema de números puede considerarse tanto 
como punto asi como recta. 

Si cambia el sistema de coordenadas proyectivas, entonces las coordenadas de 
todos los puntos se transforman de acuerdo a las fórmulas (a) del § 125, mientras 
que las coordenadas de todas las rectas se transforman a base de las fórmulas ( ¡J ). 
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Consideraremos que estas fórmulas definen las coordenadas de los puntos y las rec¬ 
tas imaginarios en todo nuevo sistema de coordenadas proyectivas que se introduce. 

Así pues, se da un sentido invariante al concepto de puntos y rectas imaginarios. 
Precisamente, podemos decir que los punios y las redas imaginarios son ciertos ob¬ 
jetos que se determinan por ternas de números complejos con las relaciones comple¬ 
jas, correspondientemente a todo sistema de coordenadas proyectivas; en un mismo 
sistema de coordenadas, dos ternas de números determinan un mismo objeto si son 
proporcionales los números que figuran en ellas; en los sistemas de coordenadas di¬ 
ferentes, dos ternas de números determinan un mismo objeto si están enlazadas por 
las relaciones (a) o las 03), en función de si es punto o recta el referido objeto. 

Para el conjunto ampliado de objetos se establecen las relaciones de pertenencia 
mutua: el punto (ar ( , x 2 . x 3 ) se considera perteneciente a la recta («,, « 2 , u 3 ) bajo la 
condición de u t x¡ + u^x^ + UyX¡ = 0. De los cálculos que nos condujeron a las 
fórmulas (jS), se infiere que dicha condición tiene un sentido invariante (es decir, si 
para un punto real o imaginario dado y para una recta real o imaginaria dada la re¬ 
ferida condición se observa en un sistema de coordenadas, entonces la misma se ob¬ 
servará también en otro sistema cualquiera). 

No se introducen las relaciones de orden para los objetos imaginarios. Llamare¬ 
mos plano proyectivo complejo al conjunto de puntos y rectas reales del plano pro- 
yectivo, completado por elementos imaginarios. 

Lo mismo que los puntos y las rectas, las demás imágenes algebraicas del plano 
proyectivo complejo se dividen en reales e imaginarias. Se llaman reales las imáge¬ 
nes algebraicas que pueden representarse por las ecuaciones con los coeficientes re¬ 
ales, llamándose imaginarias las que pueden representarse sólo por las ecuaciones 
con los coeficientes complejos. Para evitar juicios erróneos, hagamos constar aquí 
mismo que pueden ser reales las imágenes compuestas exclusivamente por elementos 
imaginarios; por ejemplo, la línea xj + xí + x| = 0 es real, sin embargo no tiene 
ningún punto real**. 

Sobre el plano proyectivo complejo, cada línea algebraica de orden n posee n 
puntos de intersección con toda recta (si se considera adecuadamente la multiplici¬ 
dad de los puntos). En rigor, volvamos al examen aducido al comienzo del presente 

párrafo. La ecuación (*) tiene n raíces reales o complejas X,, X 2 .X„, a cada una 

de las cuales están puestos en correspondencia tres números mediante las fórmulas 
x, = p,+ \q, (i = 1 , 2 , 3 ). 

Ya que introdujimos elementos imaginarios en la consideración, ahora podemos es¬ 
timar como coordenadas de cierto punto los tres números (x,, x 2 , x 3 ), sean reales o 
complejos. Los puntos correspondientes a las raíces X,, X 2 , ... , \ n son puntos co¬ 
munes de la línea y de la recta sujetas al examen. Si al computar estos puntos conta¬ 
mos los que corresponden a las ralees múltiples, tantas veces cuantas unidades tiene 
el índice de multiplicidad, entonces siempre tendremos n puntos de intersección de 
la recta con una línea de orden n. 

Para los haces, los razonamientos son análogos. 


Si admitimos las transformaciones de coordenadas según las' fórmulas (o) y (¡i) con los 
valores complejos de los coeficientes c a , entonces la diferencia entre las Imágenes imaginarias 
y reales perderá el sentido invariante. 
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Asi pues, sobre el plano proyectivo complejo 

el orden de la línea algebraica es igual al la clase del haz algebraico es igual al nú- 
número de puntos de esta linea, pertene- mero de rectas de este haz, que pasan 
ciernes a alguna recta; por algún punto. 

Al concluir el presente párrafo, hagamos notar que el haz algebraico constituye, 
como regla, un sistema de rectas tangentes a la linea algebraica. 

En efecto, debido a que sobre el plano proyectivo toda recta u [ x l + UjX 2 + 
+ u-jXj = 0 se determina al fijar dos parámetros «| : u 2 : u-¡, y la ecuación del haz 
establece un solo enlace entre dichos parámetros, el haz algebraico es una familia 
uniparamétrica de rectas; mas, la familia uniparamétrica tiene, como regla, una en¬ 
volvente; de tal suerte, el haz algebraico se compone de rectas tangentes a una línea. 
01 hecho de que la referida linea es algebraica, se establece por cálculos no compli¬ 
cados a base de los métodos generales de la teoría de las envolventes. 

La observación enunciada permitirá al lector dar cierta clara evidencia a la no¬ 
ción sobre los haces algebraicos. 

§ 128. Las líneas algebraicas y los haces algebraicos, patentemente, son concep¬ 
tos recíprocamente duales de la geometría proyectiva. A la envolvente del haz al¬ 
gebraico le corresponde según el principio de dualidad el haz de tangentes de la cur¬ 
va algebraica. A fin de explicarnos tal correspondencia, tenemos que tomar en con¬ 
sideración el hecho de que la envolvente del haz consta de puntos característicos, ca¬ 
da uno de los cuales es punto común de dos rectas infinitamente próximas del haz; 
es del todo evidente que al punto característico del haz le corresponde según el prin¬ 
cipio de dualidad una tangente a la curva, es decir, una recta que pasa por dos pun¬ 
tos suyos infinitamente próximos. Por tanto, al conjunto de puntos característicos 
del haz algebraico (es decir, de la envolvente) le corresponde, como imagen dual, un 
conjunto de tangentes a la línea algebraica (es decir, el haz algebraico envuelto por 
dicha línea). 

En la geometría proyectiva se trata frecuentemente de la clase de la curva y del 
orden del haz. 

Se llama clase de la recta algebraica 
a la clase del haz algebraico de sus tan¬ 
gentes. 

Se puede expresarlo en otros térmi¬ 
nos; es clase de la curva el número de 
tangentes (reales o imaginarias) que 
pueden trazarse a ella desde un punto 
arbitrario del plano. 

La clase y el orden de una misma imagen algebraica, como regla, son diferentes. 

§ 129. No tenemos la posibilidad de aducir aqui los teoremas sustanciales de la 
teoría general de las curvas algebraicas; nos limitaremos a emitir sólo unas cuantas 
observaciones. De las proposiciones fundamentales del álgebra y del análisis se sigue 
que la curva algebraica, a diferencia de ciertas curvas transcendentes (es decir, no al¬ 
gebraicas), no puede tener puntos de terminación ni tener forma de un hilo infinito 


Se llama odren del haz algebraico al 
orden de su envolvente. 

Se puede expresarlo en otros térmi¬ 
nos; es orden del haz el número de sus 
puntos característicos (reales o imagina¬ 
rios) situados sobre una misma recta. 
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arrollado en un plano proyectivo. Dicho en otros términos, todas las lineas al¬ 
gebraicas son cerradas. Por ejemplo, las lincas algebraicas del plano de 
Euclidcs —la parábola y la hipérbola— conocidas por el lector, al completarse por 
elementos infinitamente alejados el plano euclidiano, se cierran en el infinito, y de 
tal modo pasan a ser curvas cerradas sobre el plano ampliado (es decir, sobre el pla¬ 
no proyectivo). 

Asimismo se puede demostrar que el número de trozos individuales de toda cur¬ 
va algebraica es Finito. 

En lo que se refiere al problema de la clasificación de las curvas algebraicas, dire¬ 
mos que si n > 3, este problema pasa a los dominios complejos del álgebra (precisa¬ 
mente, a la teoría de los invariantes de las formas homogéneas de '¿es argumentos) y 
constituye el objeto de tratados especiales. 

§ 130. El espacio proyectivo real puede completarse por elementos imaginarios 
de manera plenamente análoga a como lo hicimos en el caso del plano. A saber, pri¬ 
mero se puede determinar los puntos imaginarios y los planos imaginarios y la rela¬ 
ción de pertenencia de los puntos y los planos reales e imaginarios (análogamente a 
la definición de los puntos imaginarios, las rectas imaginarias y la relación de perte¬ 
nencia en el § 127); luego, en calidad de recta arbitraria, se puede considerar un con¬ 
junto de puntos de intersección de algunos dos planos (en este caso, serán rectas 
nuevas, es decir, imaginarias, las que no se determinan por la intersección de los pla¬ 
nos reales). El conjunto de elementos reales e imaginarios obtenido asi, con una re¬ 
lación de pertenencia y de orden (de puntos reales sobre rectas reales) prefijada se 
llama espacio proyectivo complejo. 

En el espacio proyectivo complejo se determinan las superficies y las radiaciones 
algebraicas (que constituyen análogos espaciales de las curvas y los haces al¬ 
gebraicos). 


Se llama superficie algebraica al con¬ 
junto de puntos cuyas coordenadas sa¬ 
tisfacen la ecuación 

^ a °l a 2 n m X ”|*“2 "■ X -m ~ ° 
.«m = *• 2 - 3 - 4 )> 

cuyo primer miembro es una forma ho¬ 
mogénea de las variables jt|, x 2 , x } , x¿ de 
grado rn. El número m se llama orden 
de la superficie. 


Se llama radiación algebraica al con¬ 
junto de planos cuyas coordenadas sa¬ 
tisfacen la ecuación 


La 


°I“2 


1/ U ... ti 
»m "1 “2 


(«V«2. a m~ *• 2 ' 3 > “*)• 

cuyo primer miembro es una forma ho¬ 
mogénea de las variables u 2 . u } , u 4 
de grado m. El número m se llama clase 


de Ia radiación. 


Las imágenes algebraicas se llaman reates si pueden representarse por ecuaciones 
con coeficientes reales. 

Aplicando los razonamientos aducidos en el § 126 al caso de tres dimensiones, se 
puede demostrar que 

el orden de la superficie algebraica es la clase de la radiación algebraica es 
igual al número de sus puntos (reales e igual al número de sus planos (reates e 
imaginarios) que pertenecen a una mis- imaginarios) que pasan por una misma 
ma recta. recta. 



13. Imágenes de segundo grado. Teoría de las polares 


319 


Al concluir, observemos que no todas las propiedades de las ecuaciones de imá¬ 
genes algebraicas expresan las propiedades geométricas de las referidas imágenes, si¬ 
no solamente las que subsisten después de cualquier transformación de las coorde¬ 
nadas proyectivas. 

De tal manera, la tarea de la investigación de las superficies y las radiaciones al¬ 
gebraicas en la geometría proyectiva tridimensional equivale a la tarea algebraica de 
la investigación de los invariantes de formas homogéneas de cuatro argumentos. 

13. Imágenes de segundo grado. 

Teoría de las polares 

La tarea general de la investigación de las imágenes algebraicas de las imágenes 
algebraicas de orden o de clase m dados consiste en hallar el sistema completo de los 
invariantes de la ecuación homogénea de grado ni, es decir, de tal sistema de fun¬ 
ciones de los coeficientes de una ecuación de grado ni las cuales 

1) son invariantes respecto a la transformación homogénea lineal de los argu¬ 
mentos del primer miembro de la ecuación, 

2) son tales que si para dos ecuaciones de grado m con los coeficientes numérica¬ 
mente definidos estas funciones toman valores correspondientemente iguales, en¬ 
tonces las ecuaciones dadas se transforman unas en otras por medio de cierta trans¬ 
formación lineal de los argumentos. 

Dicho en otros términos, conociendo el sistema completo de los invariantes de 
una ecuación de grado m, en el caso de dos imágenes arbitrarias de orden o de clase 
m, siempre podemos resolver el problema de si son proyectivamente idénticas o no. 

Aun en la geometría de dos dimensiones, para m grandes, esta tarea ofrece in¬ 
gentes dificultades. Para m = 3, la misma se hizo avanzar por Newton*' quien cla¬ 
sificó globalmente las lineas de tercer orden, es decir, señaló todos los géneros pro- 
yectivamente diferentes de las referidas lincas, entre las cuales las demás se obtienen 
mediante transformaciones proyectivas. El caso de m - 2 es el más simple, está es¬ 
tudiado completamente por medios bien elementales. En la presente sección lo con¬ 
sideraremos con ciertos detalles. 

En este examen nos limitaremos preferentemente a la geometría de dos dimen¬ 
siones; casi todos los resultados que obtenemos, se aplican a la geometría de ires di¬ 
mensiones introduciendo modificaciones normalizadas en las formulaciones y las 
ecuaciones. Hagamos notar además que al estudiar las imágenes de segundo grado 
será suficiente investigar las lineas de segundo orden; entonces, las propiedades de 
los haces de segunda clase pueden obtenerse por medio del principio de dualidad. 

Empezaremos por exponer la teoría de las polares que juega un importante papel 
en la investigación general de las imágenes de 2° grado. 

5 131. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES MÁS PRINCIPALES DE LAS POLARES. Sea dada 
cierta linea (real) de segundo orden determinada por la ecuación 

E< W* = 0 («a = a k!> <«> 


*’Véase F. Klein. Gcsammclte mathematische Abhandlungcn, £ 36, Vols I — 3, Berlín. 
1921 — 23. 
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Fig. 119 


que se apunta detalladamente de forma que sigue: 

°ll*í + 2°l2*1*2 + a U*l + + 2023** + "33*3 a °- 


Diremos que los puntos P y Q están armónicamente situados respecto a la linea 
de segundo orden dada (a), si el par de puntos P. Q está armónicamente conjugado 
con el par de puntos M,, M,, en los cuales la referida línea atraviesa a la recta PQ 
(fig. 119). 

El lugar geométrico de los puntos armónicamente situados con el punto P res¬ 
pecto a una linea de segundo orden se llama polar del punto P respecto a esta linea. 

Ahora vamos a demostrar que la polar es linea recta. Con este fin deduzcamos la 
ecuación de la polar. 

Preliminarmente, procuremos obtener una condición para las coordenadas p¡ y 
<7, de los puntos P y Q, bajo la cual los puntos P, Q están armónicamente situados 
respecto a la linea (a). Según sabemos, las coordenadas x¡ de cualquier punto M si¬ 
tuado sobre la recta PQ, tienen forma de 

x, = p, + (I . 1,2,3). 

Hallaremos los puntos comunes de la línea (a) y la recta PQ si en calidad de X elegi¬ 
mos las ralees X, y X 2 de la ecuación cuadrática 

ta u¡ !p i + \q,)(p k + Xq k ) = O 
que puede escribirse en forma de 

xlZa ik4flk + HfruPflk + ^ikPkRü = Zv.kPflk = O 
o, a consecuencia de la simetría a lk = a kl , en forma de 

X i ta ik q i q k + 2\ta lk p,p k + La, k p iPk = 0. 


Conforme al § 119, dos pares de puntos p¡, q, y p, + \¡q¡, p, + X 2 q t están armóni¬ 
camente conjugados si —= — 1 ó X, + X 2 = 0. De aquí y a consecuencia del te- 
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orema de Viete tenemos la condición buscada de la posición armónica de los puntos 
P, Q respecto a la linea (a): 

^ikPiQk = O) 

Suponiendo que Q es un punto arbitrario armónicamente situado con el punto P 
respecto a la linea (a) y sustituyendo las notaciones de sus coordenadas q u q 2 , q-¡ 
por x t , x 2 , x 3 , obtendremos la ecuación de la polar del punto P 

&»#*/** = 0 ( Y ) 
con las coordenadas variables x k . Apuntada detalladamente, la ecuación (y) tiene 
forma de 

(«llPl + « 21 P 2 + a 3lP3) Jr l + ( fl l2Pl + a nPl + °3tP 3^ x 1 + 

+ (J 13 p, + QjjPj + OjjPj)Xj = 0. (fi) 

Vemos que ésta es una ecuación de primer grado; consiguientemente, la polar en 
efecto es una linea recta. 

Si introducimos las notaciones Za¡ k p¡p k = 4>(p,, p 2 , p 3 ), entonces podemos 
apuntar la ecuación de la polar en forma de 


d+ d* d* 

-+- x 2 + - x, = 0. 

dp, dp 2 Bp } 

Según su forma, la misma no se diferencia de la ecuación, representada en coor¬ 
denadas homogéneas, de la recta tangente a la linea 4>(P|, p 2 , p 3 ) = 0 en el punto 
(p,, p 2 , p 3 ); esta ecuación es bien conocida en el análisis y en la geometría diferen¬ 
cial. Ya que la definición de la tangente y la deducción de su ecuación, corrientes en 
el análisis, se basan sólo en las propiedades de las lineas que tienen lugar en la 
geometría proyectiva, con derecho podemos afirmar el teorema siguiente. 

teorema 4». Si eipunto P se halla sobre una linea de segundo orden, entonces es 
polar suya la recta tangente a la línea dada en este punto. 

Luego, ha de señalarse un importante teorema relativo a las polares de puntos 
arbitrarios: 

TEOREMA 50 (PRINCIPIO DE RECIPROCIDAD EN LA TEORIA DE LAS POLARES). Si la 
potar del punto P pasa por el punto Q, entonces la polar del punto Q pasa por el 
punto P. 

La demostración de esta proposición se infiere directamente de la ecuación de la 
polar. En rigor, si p,- son las coordenadas del punto P, entonces la polar del referido 
punto tiene la ecuación 

Eo*p,.jr t = 0, 

y si q¡ son las coordenadas del punto Q, entonces la polar del punto Q tiene la 
ecuación 

z a¡k<li*k = °- 


Dada la simetría a ik — a k ¡, tenemos: 

ta ¡kP,1k = Za ¡k<l¡Pk- 

Por eso, la igualdad Za ik p¡q k = 0 que expresa la pertenencia del punto Q a la polar 
P, trae consigo la igualdad Za lk q¡p k = 0 que expresa la pertenencia del punto P a la 
polar Q. 


21-135 
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De los teoremas 49 y JO se desprende inmediatamente el siguiente 
TEOREMA si. Las rectas que pasan por cierto punto P, tangentes a una linea de 
segundo orden, tienen puntos adherentes sobre la polar deI punto P (fig. 119). 

Efectivamente, si q¡ es una tangente, y el pumo Q¡ es su punto adherente, enton¬ 
ces, de acuerdo con el teorema 49, la recta 9 , es polar de su punto adherente Q¡; y, 
dado que la recta q, pasa por el punto P, a consecuencia del teorema JO, la polar del 
punto P pasa a través del punto Q¡, lo cual se afirma por el teorema. 

Notemos que el teorema JI puede demostrarse de una forma bien clara y eviden¬ 
te al considerar la tangente PQ ] como limite de la secante PMjM¡. 

i 132. Si la recta p es polar del punto P, entonces dicho punto P se llama polo de 
la recta p. 

Es natural hacer la pregunta: ¿si toda recta posee un polo? Para responderla, 
comparemos la ecuación de una recta arbitraria 

“1*1 + “2*2 + »j*j = 0 (í) 

con la de una polar (i). Manifiestamente, la recta (e) será polar de cierto punto si su 
ecuación admite la forma de ecuación de polar, es decir, si existen tales números p¡, 
p 2 , P 3 que 


a !l P\ + a 2 \Pl + «31^3 = " 1 . •) 

a nPt + a nPi + «nP¡ = “ 2 - > (0 

a tJ p, + «JjjPj + <z,jpj = u¡; J 

entonces, precisamente el punto con las coordenadas p,, p 2 , p 3 será el polo de la rec¬ 
ta (e). El sistema (f) tiene soluciones para cualesquiera valores de u,. u¡, u } si, y sólo 
si, el determinante 



'12 

a l3 

[ 22 

a 23 

'32 

a 33 


difiere de cero. Por eso, podemos enunciar la proposición siguiente: 

Si una linea de segundo orden satisface la condición de ó * 0. entonces, respec¬ 
to a tal linea, toda recta tiene un polo. 

Llamaremos degeneradas las lineas para las cuales A = 0 (una descripción clara 
y evidente se dará en el § 134). 

Cabe señalar una importante circunstancia más. A base de la fórmula (£) pode¬ 
mos componer la ecuación de la polar de cualquier pumo (p,.p 2 . p 3 ). Sin embargo, 
en este caso no siempre resultará una ecuación determinada, a saber, no se excluye 
la posibilidad de obtener las igualdades 

0|jP| + <»2lP2 + a 3tPj ~ °- 

d|2P| + Ú22P2 + Q 32 P 3 = 0. W 

“13P1 + a uP2 + " 33^3 = °- 


Sin entrar en detalles de la investigación de este caso, hagamos notar sólo que si p t , 
p 2 , p 3 satisfacen las relaciones (*). entonces 
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= (“ll^l + a l\Pl + a nP¿P\ + ( a \iP\ + a 2lPz + a 1lPi)Pl + 

+ (fl |3 p, + a^p 2 + a ii p } )p ¡ = O 

y, por consiguiente, el punto (p¡, p 2 . p¡) se halla sobre una linea de segundo orden. 
De tal suene: 

Pueden tener potar indeterminada sólo los puntos que están sobre una linea de 
segundo orden indicada. 

Además, por ser incompatible el sistema (*) para A * O (se excluye la solución 
Pj = p í = p 2 = 0), se puede afirmar la proposición: respecto a una linea de se¬ 
gundo orden regular, todos los puntos poseen polares determinadas. 

{ 133. Sea dada cualquier linea regular de segundo orden. Entonces, a todo pun¬ 
to del plano podemos poner en correspondencia una recta globalmente determina¬ 
da, o sea, su polar y, a toda recta, un punto globalmente determinado, o sea, su po¬ 
lo. 

Fácilmente se muestra que en este caso: 

1) a puntos diferentes les corresponden rectas diferentes; 

2) a rectas diferentes les corresponden puntos diferentes; 

3) al punto de intersección de dos rectas le corresponde la recta que une sus polos 
(lo que se sigue del teorema 50); 

4) a la recta que une dos puntos, le corresponde el punto de intersección de sus 
polares (lo que se desprende también del teorema 50). 

En general, para la correspondencia señalada de los elementos geométricos, a to¬ 
da figura A compuesta por puntos y rectas, le corresponde cierta figura A' que se 
llama transformación polar de la figura A respecto a una linea de segundo orden in¬ 
dicada. 

Si la figura A ' es la transformación polar de la figura A, entonces la A es, a su 
vez, la transformación polar de la A '; por ende, dos figuras de tal género se llaman 
también reciprocamente polares. La figura que coincide con su transformación po¬ 
lar, se llama autopolar. Por ejemplo, si tomamos un punto arbitrario P y sobre su 
polar p un punto arbitrario Q, designando con q la polar del punto Q; con R, el 
punto de intersección de las rectas p. q; con r, la polar del punto R( fig. 120), enton- 
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+ °i\Pl + a nP3>Pi + + a nPi + OyiP%)Pi + 

+ (o 13 p, + a 22 p 2 + a 33 p 3 )p 3 = 0 

y, por consiguiente, el punto (p,. p 2 , p 3 ) se halla sobre una linca de segundo orden. 
De ta! suerte: 

Pueden tener polar indeterminada sólo los puntos que están sobre una linea de 
segundo orden indicada. 

Además, por ser incompatible el sistema (*) para A * 0 (se excluye la solución 
pj = p 1 = p 3 = 0), se puede afirmar la proposición: respecto a una linea de se¬ 
gundo orden regular, todos los puntos poseen potares determinadas. 

§ 133. Sea dada cualquier linea regular de segundo orden. Entonces, a todo pun¬ 
to del plano podemos poner en correspondencia una recta globalmente determina¬ 
da, o sea, su polar y, a toda recta, un punto globalmente determinado, o sea, su po¬ 
lo. 

Fácilmente se muestra que en este caso: 

1) a puntos diferentes les corresponden rectas diferentes; 

2) a rectas diferentes les corresponden puntos diferentes; 

3) al punto de intersección de dos rectas le corresponde la recta que une sus polos 
(lo que se sigue del teorema 50); 

4) a la recta que une dos puntos, le corresponde el punto de intersección de sus 
polares (lo que se desprende también del teorema 50). 

En general, para la correspondencia señalada de los elementos geométricos, a to¬ 
da figura A compuesta por puntos y rectas, le corresponde cierta figura A ' que se 
llama transformación polar de la figura A respecto aúna linea de segundo orden in¬ 
dicada. 

Si la figura A ' es la transformación polar de la figura A , entonces la A es, a su 
vez, la transformación polar de la A’; por ende, dos figuras de tal género se llaman 
también reciprocamente polares. La figura que coincide con su transformación po¬ 
lar, se llama autopolar. Por ejemplo, si tomamos un punto arbitrario P y sobre su 
polar p un punto arbitrario Q, designando con q la polar del punto Q; con R, el 
punto de intersección de las rectas p, q; con r, la polar del punto R (fig. 120), cnton- 
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ces, conforme al teorema JO, la recta q pasará porP, y la r, por/* y Q; obtendremos 
un trivértice aulopolar cada lado del cual es la polar del vértice opuesto y, conse¬ 
cuentemente, cada vértice es el polo del lado opuesto. Los trivértices autopolares se 
usarán mucho en el párrafo siguiente. Hagamos constar además que las figuras 
reciprocamente polares al mismo tiempo son también recíprocamente duales. Preci¬ 
samente por medio de las transformaciones polares descubrió el principio de duali¬ 
dad su autor Poncelet. 

§ 134. Ahora nos dedicamos de lleno a resolver la tarea de determinar todas las 
líneas de segundo orden proyectivamenie diferentes y de hallar el sistema completo 
de los invariantes de la ecuación de segundo grado. 

Para hallar todas las líneas de segundo orden, vamos a construir tal sistema de 
coordenadas, respecto al cual la ecuación de una línea de segundo orden arbitra¬ 
riamente definida tenga la forma más sencilla. 

Sea dada una línea de segundo orden arbitraria k. Fuera de esta línea, elijamos 
cualquier punto P, designando con p su polar; conforme a la nota formulada al fi¬ 
nal del § 132, la recta p será globalmente determinada, pues P no pertenece a la 
línea. Después, introduzcamos un sistema de coordenadas proyectivas ubicando los 
vértices del triedro de coordenadas de modo que el vértice A ,(1,0, 0) coincida con el 
punto P. y los otros dos /l 2 (0, I, 0) y -4 3 (0, 0, I) se localicen de cualquier forma 
sobre la rectap; vamos a tomar arbitrariamente el punto de unidades E(l, 1, I). Sea 

E = 0 

la ecuación de la linea k en las coordenadas establecidas. Ahora, observemos que la 
recta p, por ser lado A ¡A j del triedro de coordenadas, tiene la ecuación 

- 0 . (•) 

Por otra parte, la ecuación de esta misma recta, siendo ésta polar del punto A¡{\, 0, 
0), puede componerse de acuerdo a la fórmula (5) del § 131; colocando p, = I, 
p 2 = 0, p 3 = 0 en esta fórmula, obtendremos: 

«11*1 + «12*2 + «11*3 = 0- (*•) 

Como las ecuaciones (•) y (••) determinan una misma recta, es necesario 

«12 = 0- «n - 0- 

De (al manera, la ecuación de la línea k en nuestras coordenadas adquiere la forma 
de 

«11*? + «22 *Í + 2«23*2*3 + «33*3 = °- 

Si Ojj -t- 0, entonces proseguiremos la elección especial del triedro de coordena¬ 
das. A saber, elegiremos de cualquier modo el punto A 2 sobre la rectap, mas, a con¬ 
dición de que no pertenezca a la línea k; esto es posible, ya que en el caso de a 2J ? 0 
sobre la recta x, = 0 existen los puntos (0, x 2 . x 3 ), para los cuales 

« 22*2 + ^«23*2*3 + «33*3 * 0. Como punto A 3 tomemos el punto de intersección 

de la rectap con la polar del ,4 2 ; la elección del punto A¡ ya no es arbitraria, pues, 
debido a que A 2 no está sobre la linea k, el referido punto tiene una polar determi¬ 
nada. 

El triedro de coordenadas A ¡A^j que hemos construido, es autopolar respecto 
a la linea k. es decir, cada lado suyo constituye la polar del lado opuesto. En partí- 
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cular, la recta A ¡A¡ cuya ecuación es 

*2 = 0, (•”) 

es la polar del punto /4j(0, 1, 0); colocando p t = 0, p 2 = I, p 2 = 0 en la fórmula 
(5) del § 131, obtendremos la ecuación de la polar del punto en forma de 

«21*1 + "22*2 + «23*3 = 0 

o, como o 2 , = 0 | 2 = 0: 

«22*2 + «23*3 = 0 


Al comparar las ecuaciones (•••) y hallaremos: 

a 23 = 0. 

Por tanto, eligiendo adecuadamente el triedro de coordenadas, siempre podemos 
reducir la ecuación de la linea de segundo orden a la forma siguiente 

«tt*í + «22*2 + «33*3 = (D 


En lo que se refiere a la simplificación ulterior de esta ecuación, tenemos que dis¬ 
tinguir tres casos: 

1. Si a -¡2 — a 3 j = 0, entonces, la ecuación (1) tiene forma de 

*í=0. (1) 


resultando imposible su simplificación ulterior. 

2. Si «]} = 0 y a u *■ 0, a 22 * 0, entonces transformando las coordenadas’ 1 
*í = VÍj^T*,. x 2 = Via 2 21*2, *i ~ *3 


podemos reducir la ecuación (I) a la forma 

±x[ 2 ± xí 2 = 0. (2) 

3. Si 0 |, * 0, o 2I * 0, Oj 3 * 0, entonces después de la transformación 

*í = ^«ll 1 *». *2 = ' /l «22 l *2, *3 = Vl «33'*3 


hallaremos: 

±x\ * jrf * Xj = 0. 


(3) 


Estas simplificaciones que se realizan teniendo ya elegido el triedro de coordenadas 
A [A 2 A } , exigen, notoriamente, que se cambie el punto de unidades. 

Las ecuaciones más sencillas (1), (2), (3) de la linea de segundo orden se llaman 
canónicos. Al cambiar adecuadamente la numeración de las coordenadas y al mul¬ 
tiplicar por — 1 las referidas ecuaciones, podemos reducirlas a las que siguen: 


xf = 0-, 

*t + *2 = O- \ 

*í - *2 = 0: J 


(1) 

( 2 ) ! 


* Hagamos recordar ana vez más que estamos considerando sólo lineas reales y transfor¬ 
maciones reales (es decir, todos los coeficientes de las ecuaciones de lineas y de las fórmulas de 
transformaciones se suponen reales). 
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+ + ^ = o- l 

^ + xi-^ = 0.) 


(3) 


La ecuación (1) determina la recta x ( = 0 tomada dos veces. Cada una de las 
ecuaciones (2) determina un par de rectas diferentes, a saber, la ecuación 
x^ + Xj = 0 determina el par de rectas imaginarias x, + ix 2 = 0, x, - tx 2 = 0, y 
la ecuación x^ — x| = 0 , el par de rectas reales x, + x 2 = 0 , x t — x 2 = 0. 

Todas las lineas de segundo orden (1) y (2) son degeneradas, puesto que para las 
ecuaciones xj = 0, x^ + x| = 0, x| - xf = 0 se tiene, respectivamente: 


I 0 0 

A = 0 0 0 = 0, A 
0 0 0 


I o o 
0 1 0 = 0 , 
0 0 0 



o o 
•I o 
o o 


= 0. 


Las ecuaciones (3) determinan lineas regulares de segundo orden, ya que para 
estas ecuaciones 

ll° 0| 

A = 10 1 OUO. 

0 0 ±ll 


Las líneas degeneradas, consiguientemente, son pares de rectas. A la primera de las 
ecuaciones (3) le corresponde una linea que no posee punto real alguno; ésta se lla¬ 
ma nula. A la segunda de las ecuaciones (3) le corresponde una curva en el sentido 
propio de la palabra; ésta se llama oval. La curva oval divide el plano proyectivo (re¬ 
al) en dos regiones, entre las cuales la primera se caracteriza por la condición de 

x} + x^ - < 0 

y se llama interior, la segunda, por la condición de 

x\ + *| - > o 

y se llama exterior. Para tener una noción clara y evidente de la estructura de estas 
regiones, hagamos constar que la recta x 3 = 0 no atraviesa a la región interior, da¬ 
do que para x 3 = 0 y para Xj, x 2 reales la ecuación xf + x\ — x| < 0 es imposible; 
por ende, para todos los puntos de la región interior x 3 * 0, y los podemos definir 

con las coordenadas no homogéneas x = —- y y = — . En las coordenadas no 

x 3 x 3 

homogéneas, la región interior se caracteriza por la relación 

x 2 + y 2 < 1 

y, por consiguiente, es topológicamente equivalente al circulo euclidiano de aquí 
se deduce que la región exterior constituye la cinta de Moebius (véase el § 240). 


’’ Dos figuras se llaman topológicamente equivalentes si el conjunto de los puntos de una 
de ellas admite una aplicación biunlvoca y continua en ambos sentidos sobte el conjunto de 
los puntos de la otra. Por ejemplo, el cuadrado y el circulo son topológicamente equivalentes. 
También son equivalentes el cubo y la esfera. Al contrario, la esfera y el toro son topológica- 
mente diferentes. 
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Ahora podemos aducir también el sistema completo de los invariantes de la 
ecuación general de la linea de segundo orden 

Eo i= 0. 


go 


En primer lugar, vamos a señalar como invariante de la referida ecuación el ran- 
de su matriz 



Aquí vamos a remitirnos a una proposición conocida en el álgebra (en la parte 
correspondiente a las formas cuadráticas) que dice: si los argumentos jr, de la forma 
cuadrática Za ¡k x¡x k se sustituyen por las funciones homogéneas lineales de los 
nuevos argumentos x¡, entonces, a condición de que el determinante compuesto por 
los coeficientes de dichas funciones difiere de cero, la forma cuadrática £a¡ k x¡)r¡ re¬ 
sultante de tal transformación, tiene la matriz A' del mismo rango que la matriz A 
de la forma inicial: 

Rang A' = RangA. 


Al examinar las ecuaciones <l), (2), (3), vemos que el rango de la matriz de la 
ecuación (1) es igual a 1, el de la matriz de las ecuaciones (2) es igual a 2, y el de la 
matriz de las ecuaciones (3) es igual a 3. 

Dado que el rango de la matriz es invariante, en el caso de la ecuación de una 
linca arbitraria de segundo orden en cualesquiera coordenadas siempre podemos de¬ 
terminar según el rango de su matriz a cual de los tres grupos de ecuaciones canóni¬ 
cas (I), (2), (3) puede reducirse la misma. 

Luego, es invariante de la ecuación Za tk xp( k = 0 la signatura de su primer 
miembro. 

Se llama signatura de la forma cuadrática al valor absoluto de la diferencia en su 
representación canónica entre el número de términos positivos y el de términos ne¬ 
gativos. La invariación de la signatura viene expresada por el teorema sobre la iner¬ 
cia de formas cuadráticas conocido en el álgebra: las representaciones canónicas de 
una forma cuadrática resultantes de diferentes transformaciones lineales reales po¬ 
seen una misma signatura. 

Si conocemos, además del rango de la matriz A , también la signatura del primer 
miembro de la ecuación general de una curva de segundo orden, podemos señalar 
no sólo a cual de los tres grupos (1), (2), (3) de ecuaciones canónicas puede reducirse 
la misma, sino también a que ecuación dentro del grupo correspondiente. 

Consecuentemente, el rango de la matriz y la signatura de la ecuación de una 
línea de segundo orden constituyen el sistema completo de sus invariantes. 

Vemos que la ecuación de la linea de segundo orden posee sólo dos invariantes, 
para cuyos valores de números enteros existen solamente cinco combinaciones dife¬ 
rentes; correspondientemente a esto, existe sólo cinco lineas de segundo orden pro- 
yectivamente diferentes, las demás pueden obtenerse a base de ellas por medio de 
transformaciones proyectivas. 
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Una clasificación de las líneas de segundo orden se ofrece en la tabla que sigue: 


Forma canónica de la ecuación 

Tipo d« la Unca 

Rango 

Signatura 

*¡-<0 


Par de rectas coincidentes 

1 

1 

x\ + X* 2 = 0 

Lincas 
| degeneradas 

Par de rectas imaginarias 

2 

2 

*? - *2 « °J 


Par de rectas reales 

2 

0 

^ + ^ + ^ = 0-1 

Lineas 

Unca nula 

3 

3 

+ A - *3 = oj 

regulares 

Curva oval 

3 

1 


A diferencia de las líneas de segundo orden, las de órdenes superiores siempre 
tienen invariantes continúales, y aun en la clase de la linea de tercer orden hay una 
infinidad de líneas proyectivamente diferentes. 

8 135. Ahora vamos a exponer en breves palabras los más principales hechos de 
la teoría de los haces de segunda clase. 

La ecuación general del haz de segunda clase tiene forma de 

Za.kUf'k = 0 (a) 

o, apuntada más detalladamente, 

°M u i + 2 *I2“|«'2 + a n u l + 20|J«i«3 + 2oz3«2«3 + “¡¡u] = 0: 

aquí ir,, u 2 , u } son las coordenadas variables de una recta arbitraria del haz. Dire¬ 
mos que las rectas* y I están armónicamente situadas respecto al haz de segunda cla¬ 
se dado (o), si el par de rectas syi es armónico conjugado con el par de rectas del 
haz (a) que pasan por el punto común de las rectas syr. 

A base de las coordenadas *,, i¡ de las rectas s, i, la condición de su posición ar¬ 
mónica respecto al haz (a) puede apuntarse en forma de 

*> t M - »■ W) 

Esta relación resulta mediante la deducción dual de la relación (<3) del § 131. 

De aquí se infiere que el cúmulo de las rectas armónicamente situadas con la rec¬ 
ta fija * respecto al haz (a), se determina por la ecuación 

E< W* = 0 . (7) 

donde u k son las coordenadas variables (es decir, las coordenadas de una recta ar¬ 
bitraria del cúmulo sujeto al examen). 

La ecuación ( 7 ) es una ecuación de primer grado, consecuentemente, las recias 
armónicamente situadas con Ia recta fija s, constituyen el haz de primera clase; su 
centro S se llama polo de la recta s respecto al haz de segunda clase indicado. 

Si introducimos la notación Za ¡k sp k = +(s,, s¡, s¡), entonces la ecuación ( 7 ) 
puede escribirse en forma de 
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34» 



34» 

Ü1 + a^“* = 0: 


(« 


, . 3 + 34 » 3 + 

los coeficientes ——, ——,-de la ecuación (5) son las coordenadas del punto S. 

051 3í 2 OSj 

El polo de una recta respecto al haz de segunda clase es una imagen dual de la 
polar del punto con respecto a la linea de segundo orden. El haz de segunda clase (a) 
constituye una familia de rectas definidas por la ecuación 

U t X¡ + UjJTj + UyXy = O (•) 


cuyos coeficientes u k están enlazados por la condición 

4>(«,, u 2 , u j) = O- 

Busquemos los puntos característicos de esta familia, es decir, los puntos de adhe¬ 
rencia de las rectas de la familia a la envolvente. Según las reglas de la geometría di¬ 
ferencial, el punto característico de la recta (u,, u 2 , u 3 ) se determina por la ecuación 
(*) con la relación adicional 

x,du, + Jfjdwj + Xyduy = 0, (•*) 


donde du¡, du 2 , du } están 
34» 


criiazauas por 




3u 


du { + 


3» 

du 2 


du , + 


34» 


du. 


du, = 0. 




Al comparar las igualdades (•*) y (*••) y al tomar en consideración que, aparte de la 
condición (•'*), no existen otras restricciones para las magnitudes du,, du 2 , du 3 , 


3<t> 3<t> 

podemos concluir que x { , x 2 , x¡ son proporcionales a los números-, 


3* 


Expresado en otros términos, 


34» 

du, 


34> 

3u 2 


34» 

du. 


du | 3 u 2 3t/j 

son las coordenadas del punto 


característico de la recta (u,, u 2 , u 3 ). 

Más arriba, en el § 131, hicimos notar que las coordenadas de la tangente en el 
punto (p¡, p 2 , p } ) de la linea de segundo orden <t>(p,. p 2 , p¡) = 0 son los números 


34 » 34 » 34 » 

——, ——, —— . Vemos que las coordenadas de los puntos característicos del haz 

dp i dp 2 dpy 

de segunda clase se determinan a base de la ecuación del referido haz, del mismo 
modo que las de las rectas tangentes de la linea de segundo orden se determinan se¬ 
gún la ecuación de dicha linea. Esto corresponde al hecho de que los puntos 
característicos del haz son imágenes duales de las tangentes de la linea. 

34 » 34 » 34 » 

Hagamos constar también que las expresiones-,-, -— de las coorde- 

3í| ds 2 ds 3 

nadas del polo de la recta (s,, s 2 , s 3 ), en forma de escribirse, no difieren de las expre¬ 
siones de las coordenadas del punto característico. De aquf sigue el teorema dual del 
teorema 49: 
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Si la recta s pertenece a un haz de segunda clase, entonces el punto característico 
es polo suyo. 

Al igual que las curvas de segundo orden, los haces de segunda clase se dividen 
en degenerados y regulares; los haces degenerados se caracterizan por la igualdad 
A = 0, donde A es un determinante de tercer orden compuesto por los coeficientes 
de la ecuación del haz. El sentido geométrico de la degeneración de un haz de segun¬ 
da clase se establece fácilmente a base del método de dualidad, si se conoce el senti¬ 
do geométrico de la degeneración de la linea de segundo orden; por cuanto la linca 
degenerada de segundo orden constituye una colección de puntos pertenecientes a 
cualquiera de dos rectas determinadas (fig. 121, a), el haz degenerado de segunda 
clase constituye una colección de rectas pertenecientes a cualquiera de dos puntos 
determinados (fig. 121, b). Dicho en otros términos, el haz degenerado de segunda 
clase es un par de haces de primera clase (que pueden ser diferentes o coincididos, 
reales o imaginarios). 

En cuanto a los haces regulares de segunda clase, éstos están enlazados bien sen¬ 
cillamente con las curvas regulares de segundo orden; este enlace se expresa por el 
teorema que sigue. 

TEOREMA 52. El cúmulo de tangentes de una curva regular de segundo orden es 
un haz regular de segunda clase; la envolvente del haz regular de segunda clase es 
una curva regular de segundo orden. 

demostración. Demostraremos la primera parte de este teorema; entonces, la 
validez de la segunda será asegurada por el principio de dualidad. Sea 

a ll*í + 20 12 * 1*2 + a lA + 2 a IJ*l*J + ^23*2*3 + °33*3 = 0 

la ecuación de la curva k de segundo orden; p¡, p 2 , p¡, las coordenadas del punto de 
su adherencia a la recta u,X| + u 2 x¡ + UyX } = 0. Al comparar la ecuación general 
de la tangente 

("ll/’t + a 2tP2 + °3l P}) x ¡ + (°l2Pl + a itPi + °j|Pj>*2 + 

+ + a 2] p 2 + a jjP 3 >*j = 0 

con la ecuación u { x¡ + u^t 2 + uyt 2 = 0 , obtendremos las igualdades 
a ii¿l + a i\Pi + a s\Ps = au v 

°iiPi + a nPz + 032P3 = «"2" (*) 

a llPl + a 23^2 + °s¡Ps = ““ 3 - 
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donde a (*0) es un factor arbitrario de proporcionalidad. Además, ya que el pumo 
de adherencia pertenece a la tangente, 

U \P\ + Uj p 2 + "3^3 = (") 

Si expresamos las magnitudes p { , p 2 , p 3 a partir de las ecuaciones (*) (esta posi¬ 
bilidad viene asegurada por la desigualdad A * 0) y sustituimos sus expresiones en 
la relación (**), obtendremos cierta dependencia entre u 2 , u } que puede conside¬ 
rarse como condición de la adherencia de la recta con las coordenadas (i/,, « 2 , u¡) a 
la línea k dada. La misma dependencia puede obtenerse igualando a cero el determi¬ 
nante del sistema compuesto por las ecuaciones (•) y (**): 


"II 

"21 

"31 

u, 


"t2 

"22 

"32 

"2 

= 0 . 

"l3 

"23 

"33 

"3 


"l 

"2 

"3 

0 



La igualdad {**•) caracteriza las coordenadas de la tangente, por tamo, siendo 
ecuación con las coordenadas variables u,, t/ 2 , u } , la misma determina un haz de 
tangentes a la linea k. 

Vemos que (•**) es una ecuación de segundo grado. Luego, las tangentes a una 
linca regular de segundo orden en efecto constituyen un haz de segunda clase. 
Además, hay que demostrar que el referida haz es regular. 

A este fin, observemos que al desarrollar el primer miembro de la ecuación 
(•*•), obtenemos la forma cuadrática 

A^u] + 2A l2 U|i/ 2 + A * + ZA)] 1 *)"} + 2 ^ , 23 U 2 U 3 + A n"l = 0 

cuyos coeficientes A ik son menores de los elementos a, k de la matriz 



"ll 

"12 

"13 

A - 

3 2l 

"22 

"23 


"31 

"32 

"33 


Por eso, si dividimos el primer miembro de la ecuación del haz por la magnitud A y 
A a, 

ponemos —— = a' k , entonces su ecuación tomará forma de 
A 

"|*|"( + 2a*2"|"2 + °Í2 u l + 2a n“l u ) + 2a h U 2 U i + a 33"3 = °- 

y la matriz A’ de esta ecuación será inversa de la A. Pero entonces, según se sabe, 
entre los determinantes A y A’ de las matrices A y A’ tendrá lugar la relación 
AA* = 1 , de donde se sigue que A’ * 0 , lo cual habia que demostrar. 

El teorema demostrado puede expresarse también en tales términos: paro iodo 
imagen regular de segundo grado, la clase y el orden coinciden ( = 2). 

En cuanto a las imágenes de grados superiores, tal afirmación es incorrecta. 
Como las curvas regulares de segundo orden son también de segunda clase, a 
través de todo punto del plano, a una recta de segundo orden se puede trazar dos 
rectas tangentes (diferentes o múltiples, reales o imaginarias). 
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§ 136. Los métodos de investigar las imágenes de segundo grado que hemos ex¬ 
puesto para el caso de la geometría btdimensional, naturalmente, se generalizan pa¬ 
ra el caso tridimensional y conducen a resultados análogos. Precisamente, en el es¬ 
pacio proyectivo, al igual que sobre el plano proyectivo, las imágenes de segundo 
grado se caracterizan de un modo exhaustivo por los valores de números enteros só¬ 
lo de dos invariantes: del rango de la matriz principal y de la signatura del primer 
miembro de la ecuación. 

En el espacio proyectivo existe solamente un número finito de superficies de se¬ 
gundo orden y de radiaciones de segunda clase proyectivamente diferentes, entre los 
cuales los demás se pueden obtener por medio de transformaciones proyectivas. 

Por ejemplo, toda superficie de segundo orden, en función del rango y de la sig¬ 
natura de su ecuación 

"ll*l + "22*2 + "33*3 + + 2a ,2*1*2 + 2*13*1*3 + 2o,4*,*4 + 

+ 2« 2 yr 2 r, + + 2 ü 34 XjX 4 = 0. 

puede transformarse proyectivamente en una de las superficies aducidas en la tabla 
que sigue: 


fi 

3 

Rungo ■ 1 2 Rango a 2 

i? 

C 

3 

8 

v. 

«75 

Rango-3 

g 

2 

Rango = 4 

M 

5 

1 

V) 

xJ-0 1 xf + x* = 0 

2 

xf + X* + x* = 0 

3 

X? + V?+ X^ + xj - 0 

4 


0 

xj + x 2 - x j = 0 

1 

x| + Xj + xj - xj = 0 

2 





*? + Í-*3-X?=0 

0 


La ecuación jrJ a 0 determina el plano tomado dos veces x, «= 0. Cada una de las 
ecuaciones xf + x^O. xj-x^ = 0 determina un par de planos, además, la 
ecuación x] + x\ = 0 determina un par de planos imaginarios x, + rx 2 = 0 y 
*1 “ '*2 = 0 , y la ecuación = 0 , un par de planos reales x, + x 2 = 0 y 

*1 “ *2 ~ 

Cada una de las ecuaciones jr, + Xj + Xj = 0, xj + x| - x^ = 0 determina 
un cono con el vértice en el punto /1 4 (0, 0, 0, I), es decir, una superficie compuesta 
por las rectas que pasan por el punto A 4 (0, 0, 0, 1). En rigor, si cierto punto A/ 0 (x®, 
Xj, Xj, x¡¡) se halla, por ejemplo, sobre la superficie x? + xj¡ - xf = 0, entonces 
x“ + x? - x? = 0; pero en tal caso, para las coordenadas x,, x 2 , x 3 , x 4 de cual¬ 
quier punto M de la recta A t M a se observa la relación x] + x\ - x 3 = 0, de lo 
cual podemos cerciorarnos fácilmente expresando paramétricamcnte las coordena¬ 
das x¡ 

x, = 0 Kxf = Xx?, x 3 = 0 + Xxj = Xxj, 

x 2 = 0 + Xx? = Xx£, i 4 = 1 + Xx¡j. 
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Efectivamente, de estas relaciones se tiene: 

x] + x\ - x\ = X 2 (x? 2 + xf 2 - d*) = 0. 

De tal forma, todo punto M de la recta A„M 0 pertenece a la superficie 
x| + Xj — xf = 0, es decir, la recta que une el punto A t con cualquier punto de la 
superficie, se halla por entero sobre la referida superficie: precisamente esta circuns¬ 
tancia caracteriza el cono con el vértice A 4 . Evidentemente, el cono 
x? + + £ = 0 no tiene generatrices reales: el mismo se llama nulo. El cono 
xj + x| — xjj = 0 posee una infinidad de generatrices reales y se llama ordinario. 

Todas las superficies enumeradas se llaman degeneradas ; la anulación del deter¬ 
minante de la matriz de su ecuación es indicio de la superficie degenerada. 

Las superficies regulares de segundo orden aparecen en la última columna de la 
tabla ofrecida más arriba. 

La primera de ellas no contiene punto real alguno y se llama nula. 

La segunda se llama oval-, la misma equivale topológicamente a la esfera eucii- 
diana. Para cerciorarnos de esto, hemos de notar que para todos los puntos de la su¬ 
perficie + Xj + xj — xj = 0 es necesario x 4 * 0, por eso se puede determi¬ 
narlos con las coordenadas no homogéneas x = -ÍL , y = *L , z ¡ pero en 

x 4 x 4 x 4 

las coordenadas no homogéneas la ecuación de la superficie que estamos conside¬ 
rando, tiene forma de x 2 + y 1 + z 2 = I y no difiere de la esfera euclidiana. 

La tercera superficie se llama anular, la misma equivale topológicamente al toro. 
Esto es fácil de entender si hacemos notar que la superficie^ + Xj ~ xj - xj = 0 
está cubierta por lincas rectas. En efecto, dos ecuaciones de primer grado 

M(Xj + x 3 ) = X(x 2 + x 4 ), \ 

-X(x, - x 3 ) = fi(X 2 - xj J C) 

para cualesquiera X y p (que no sean iguales a cero a un mismo tiempo) determinan 
una recta que se halla sobre la superficie sujeta al examen, dado que la ecuación 
xj + xj - xj — xj = 0 es un corolario de las ecuaciones (*); luego, a través de lo¬ 
do punto de la superficie pasa una, y sólo una recta del sistema (•), puesto que para 
cualesquierax?, xj, x®, xjque satisfacen la condición x® 2 + x® 2 - x® 2 - x¡¡ 2 = 0, 
se puede hallar una, y sólo una relación Xq: na lal que 

3<o(x? + x?) = X (x§ + xj), 

_ \)(x® ~ Xj) = pgfxj - x®). 

Consiguientemente, para X = X„, p = p 0 1“ recta (*) pasa por el punto preestableci¬ 
do (Xj, x 2 , x®, xj). De tal suerte, las rectas reales (*) cubren una sola vez y entera¬ 
mente la superficie. Mas, el sistema de dichas rectas forma un «tubo» cerrado, ya 
que, de una parte, la recta proyectiva es cerrada y, de otra, las rectas del sistema (•) 
pasan por una curva oval, a saber, la cortadura de la superficie xj + x| - xj — 
— xj = 0 por el plano x 4 = 0. 
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Además cid sistema (*), la superficie dada está cubierta también por un sistema 
de rectas definidas por la ecuación 

v( x l + -'}) = Ma - 2 - xj, 1 

-X(X| - x¡) - ,l(x 2 + x t ).f ( } 

Las rectas (') y (**) se llaman generatrices rectilíneas de la superficie. 

Hagamos constar que la superficie del espacio cuclidiano bien conocida por el 
lector, o sea, el hiperboloide de una hoja, se convierte en una superficie anular del 
espacio proyectivo al completarse el espacio cuclidiano por elementos infinitamente 
alejados. 


14. Teoremas constructivos y problemas 
de la geometría proyecliva 

§ 137. En la presente sección haremos conocer al lector ciertos teoremas elemen¬ 
tales de la geometría proyecliva relativos a las líneas de segundo orden. Los mismos 
son de aplicación variada en los problemas de construcción euclidianos. 

El lector puede hacerse la pregunta ¿si tenemos derecho a aplicar los teoremas de 
la geometría proyecliva a la investigación de las figuras del plano euclidiano? Para 
cerciorarnos de la posibilidad de tal aplicación, basta recordar que el plano eucli¬ 
diano se convierte en proyectivo agregándosele elementos infinitamente alejados. 
De tal manera, todo hecho proyectivo puede interpretarse sobre el plano de Euclidcs 
si éste se concibe completado por una recta infinitamente alejada. 

Como ejemplo, consideremos la relación compleja de cuatro puntos de una rec¬ 
ta y la de cuatro rayos de un haz desde el punto de vista de la geometría elemental. 

Sean A, B, C. D cuatro puntos cualesquiera de la recta euclidiana a. Sobre el 
plano cuclidiano que contiene la recta o, introduzcamos cierto sistema de coordena¬ 
das cartesianas. Por razón de comodidad, hagamos coincidir el eje x con la recta n; 
denotemos con x„, x b , x c . x d las abscisas de los puntos A, B. C, D. Observemos que 
el sistema cartesiano sobre el plano cuclidiano es al mismo tiempo un sistema pro¬ 
yectivo, pues en las coordenadas cartesianas todas las rectas tienen ecuaciones de 
primer grado. Por eso 

(ABCD) = X ° . ~ •*>.. 

x b ~ x c x b ~ X d 

(véase el §115). Mas, en las coordenadas cartesianas x r — x a = AC, 
x b - x e = CU, x lt - x„ = /!£>, x,, - x d = DB, donde AC, CB, AD y DB deno¬ 
tan las longitudes de los segmentos con los extremos A yC.CyB, etc., tomadas con 
los signos correspondientes. Por consiguiente. 


(ABCD) 


AC AD 
CB ‘ DB ' 


C) 


La relación compleja de cuatro rayos o. b, c, d que pasan por un mismo punto 
O, en la geometría elemental puede definirse por la fórmula 


sen (ac) _ sen (ad) 
sen (cb) sen (db) 


(**) 


(abccf) = 
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donde (ac), ( cb ), ele., designan los ángulos entre los rayos ayc.cyb, etc., tomados 
con los signos correspondientes 

Para cerciorarnos de la validez de la fórmula ('*), cortemos los rayos a, b, c, (I 
por la recta u, denotando con A. B, C, D los puntos de intersección, con h, la longi¬ 
tud de la perpendicular bajada del punto O sobre la recta u (fig. 122). Expresando 

de dos modos el área del triángulo O A C, obtendremos: 

• 

^ AC ■ h = ^ OA ■ OC • sen (ac). 


Análogamente, del triángulo OCB 


CB ■ h 

2 


1 

2 


OB ■ OC ■ sen (cb). 


De aquí 


AC O A sen (ac) 

~CB ~ ~OB sen (cb) ’ 


Del mismo modo, considerando los triángulos OAD y ODB, hallaremos: 
AD _ OA sen (atf) 

~DB ~ ~OB sen (di) ' 


(O 

( 2 ) 


De las relaciones (I) y (2) tenemos: 

AC _ AD _ sen (ac) _ sen (ad) 

CB DB sen (cb) sen (db) 

Después de esto queda claro que la fórmula (*) es correcta, dado que la relación 
compleja ( abed ), según la definición, es un número igual a (ABCD) (véase el § 116). 

Acabamos de mostrar ejemplos de la interpretación métrica de los objetos pro¬ 
yectaos. A su vez, las proposiciones de la geometría elemental, aun las que tienen 
carácter métrico, admiten la interpretación proyectiva y se presentan de forma dis¬ 
tinta al ser apreciadas desde el punto de vista proyeclívo. 

Por ejemplo, el teorema de la geometría elemental: la recta que une el punto de 
intersección de las diagonales del trapecio con el de intersección de los lados no pa¬ 
ralelos, divide por la mitad los lados paralelos del trapecio, tiene un claro sentido 
proyectivo, a saber: el punto medio del segmento, junto con el punto infinitamente 
alejado, separa armónicamente el par de sus extremos. En rigor, al considerar el tra- 


*’ A saber, elijamos la dirección positiva de los giros alrededor del pumo O y, sobre cada 
recta o, h, c, d introduzcamos la dirección positiva. Entonces, por (ab), por ejemplo, entende¬ 
remos la magnitud del ángulo constituido por la dirección positiva de la recta b y la dirección 
positiva de la recta a\ estimaremos positiva esta magnitud si dentro del ángulo indicado el pa¬ 
so de o a ó se efectúa en dirección positiva alrededor de O, estimándola negativa en el caso 
contrario. Puede decirse que el segundo miembro de la igualdad ('•) no depende de cómo se 
eligen los giros positivos alrededor de O ni de qué dirección está elegida como positiva sobre 
cada una de las rectas o. b, c. d. 
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pecio que aparece en la fig. 123, es fácil identificarlo como un cuadrivértice comple¬ 
to con un punto diagonal infinitamente alejado; de las propiedades armónicas del 
referido cuadrivértice se infiere que el par de puntos A, B eslá armónicamente sepa¬ 
rado por el par de puntos O. oo. En otros términos puede decirse: el centro cuoti¬ 
diano del segmento coincide con su centro proyeclivo. 

Según se señaló algo más arriba, todo sistema cartesiano de coordenadas sobre 
el plano euclidiano es a la vez un sistema proyeclivo. De aquí se deduce que las 
lineas de segundo orden que se estudian en la geometría analítica, son los mismos 
objetos de que tratamos en las secciones precedentes, mejor dicho, llegan a serlo 
una vez completado por elementos infinitamente alejados el plano euclidiano. Efec¬ 
tivamente, si, a partir de las coordenadas cartesianas x, y, introducimos las coorde¬ 
nadas homogéneas x¡, x 2 , x 3 , suponiendo .v = -^-,y = —, entonces la ecuación 

■*3 X J 

general de la curva de segundo orden en las coordenadas cartesianas 
o, i-* 2 + 2a tí xy + u^y 1 +• 2</|}A' + 2u 2} y + ff 3 j = 0 
tomará forma de 

<7,|.^ + 2012*1*2 + + 2fl l3 r l' r J + ^23^3 + "33*3 = °- 

coincidiendo con la que estudiamos más arriba. 

A continuación se ofrece una serte de proposiciones y problemas; lodos ellos 
pueden apreciarse como proposiciones y problemas de la geometría elemental. 

§ 138. El presente párrafo insertado en esta sección ocupa una posición completamente 
aislada y no está ligado con el demás material de la sección. Aquí se exponen proposiciones de 
carácter auxiliar que serán usadas mucho más tarde (en el cap. IX). 

En el plano euclidiano, con un sistema de coordenadas cartesianas dado sobre él, conside¬ 
remos alguna circunferencia k. Sea dada una aplicación biunivoca de ia región interior de la 
circunferencia k sobre sí misma; denotemos con el símbolo y esta aplicación. Supongamos 
que y aplica los pumos que se hallan sobre una misma recta, en puntos que también se hallan 
en una misma recta, y los puntos que no están sobre una misma recta, en puntos que tampoco 
lo están. Dicho de otra forma, suponemos que la aplicación y hace pasar toda cuerda de la cir¬ 
cunferencia k también a cuerda y cuerdas diferentes a cuerdas diferentes. 



14. Teoremas constructivos y problemas 


337 


Bajo estas condiciones, para la aplicación v las coordenadas de la imagen se expresan a 
través de tas de !a preimagen mediante las fórmulas 

„■ = -y + y + c t _ y m •¿' + b# + c, 

*' «* + fiy + 7 ax + 0y + y ’ 

donde a,, ¿>,. y son derlas constantes que satisfacen la desigualdad 


A 



b. c. 

* * *°- 


( 2 ) 


demostración. Sea P un punto arbitrario que se halla dentro de *; o. h, c, d. cuatro cuer¬ 
das que pasan por P. Supongamos que a. b separan armónicamente a c. d. Entonces se puede 
construir un cuadrivértice C cuyos vértices están sobre tas cuerdas a. b. y los puntos diagona¬ 
les, sobre las cuerdas c. d. Debido a la aplicación v. el punto P se convertirá en cierto punto 
P\ las cuerdas a. b. c, d, en ciertas cuerdas a - . b\ c\ rf'. El cuadrivértice C se aplicará en el 
cuadrivértice C cuyos vértices estarán sobre las cuerdas o ,b\ y los puntos diagonales, sobre 
lase', rf'. 

Luego, las cuerdas a', b' separan armónicamente las c'.d'. Vemos que a causa de la 
aplicación y>, toda cuaterna armónica de cuerdas tiene por imagen también una cuaterna ar¬ 
mónica de cuerdas. Por consiguiente, todo haz de cuerdas se aplica proyectamente en su haz 
de cuerdas correspondiente. 

Dentro de k, elijamos cuatro puntos A.B.C.D asi que ningunos tres de ellos estén sobre 
una misma recta. Sean A ’, B', C', D' las imágenes de los referidos puntos; en virtud de las 
condiciones Impuestas sobre la aplicación «>, entre los puntos A ', B' . C'. D‘ no hay tres que 
estén sobre una misma recta. 

Conforme al teorema 37, existe una aplicación proyecta de todo el plano (completado 
por puntos infinitamente alejados) sobre si mismo, que hace pasar los puntos A. B, C. D en 
los puntos A ', B'. C'. D'. Designemos con í esta aplicación. Demostremos que dentro de la 
circunferencia k las aplicaciones •eyi coinciden, es decir, para cualquier punto interior a k. la 
imagen respecto a «> coincide con la imagen respecto a •i. 

Dentro de la circunferencia k, tomemos un punto M arbitrario, denotando con M' y M’ 
sus imágenes respecto a «o y Tanto la aplicación *> como la i aplican proyectamente el haz 
de cuerdas con el centro A sobre el haz de cuerdas con el centro A ', aplicándose en el primer 
caso la cuerda AM sobre (a cuerda A 'M'.t n el segundo, sobre la A 'M'. En ambos casos la 
terna de cuerdas diferentes AB. AC, AD del haz con el centro A se aplica en una misma terna 
decuerdas diferentes /!' B‘, A'C', A' D' del haz con el centro/!'; mas, según el teorema 18, 
la aplicación proyecta de haces se define unívocamente fijando tres pares de elementos 
correspondientes. Por tanto, la cuerda A'M' debe coincidir con la A ' M ’, es decir, los puntos 
M' y M" deben hallarse junto con el punto A ‘ sobre una misma recta. Razonando análoga¬ 
mente, estableceremos que los puntos M' y M" deben estar junto con el punto B' sobre una 
misma recta, y junto con el C, sobre una misma recta también. Dado que A', B', C' se 
hallan sobre rectas diferentes, de las conclusiones precitadas se deduce que M' y M' coinci¬ 
den. Asi pues, dentro de la circunferencia k la aplicación coincide con cierta aplicación pro¬ 
yecta del plano indicado (completado por elementos infinitamente alejados) sobre si mismo. 
De acuerdo al §112, las coordenadas cartesianas de la imagen y de la preimagen de cualquier 
aplicación proyecta están enlazadas por las fórmulas del tipo de (I) bajo la condición (2). 
Asi queda demostrada nuestra afirmación. 

De la demostración aducida se desprende también la proposición que sigue. 

Sean Af,, M 2 dos puntos arbitrarios interiores a la circunferencia k. M¡. M' v sus imágenes 
respecto a*; sean P. Q y P\ Q' puntos en que las rectas M t M 2 y atraviesan la circun- 
ferencia k. denotados de forma que el orden de sucesión de los puntos P. Q. M M sobre la 


22—135 
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recta MjA/j es análogo al de los puntas P', Q', M\, M¡ sobre la recta M\M' r Entonces 

(PQ'M\M$ - IPQM,M¿. (3) 

En erecto, bajo las condiciones especificadas, los puntos P', Q’. M\, M' 2 son imágenes de los 
puntos Q. M v respecto a la aplicación i. Y, por ser proyectiva la aplicación i, la rela¬ 
ción compleja de los puntos PQMfd 2 es igual a la de sus imágenes P'Q'M\M' r 

§ 139. CRITERIO DE LA CORRESPONDENCIA DE PERSPECTIVA. En lo sucesivo, 
tendremos sólo correspondencias proyeclivas entre dos rectas y entre dos haces; lo¬ 
dos los objetos a estudiar se supondrán pertenecientes a un mismo plano. Para no¬ 
sotros revestirán una importancia especial las llamadas correspondencias de pers¬ 
pectiva. La correspondencia entre los puntos de dos recias se llama correspondencia 
de perspectiva si las rectas que unen los puntos homólogos, pasan por un mismo 
punto del plano (llamado centro de la perspectiva; fig. 124). 

La correspondencia entre los rayos de dos haces se llama correspondencia de 
perspectiva si los punios de intersección de los rayos homólogos están sobre una 
misma recta (llamada eje de perspectiva-, fig. 125). 

Patentemente, toda correspondencia de perspectiva es proyectiva (a consecuen¬ 
cia del teorema 6 del § 86; víase también el § 103). Sin embargo, no toda correspon¬ 
dencia proyectiva ni mucho menos es de perspectiva. 

Los dos teoremas que siguen, proporcionan un criterio útil para distinguir las 
correspondencias de perspectiva entre todas las correspondencias proyeclivas. 

TEOREMA 33. Para que la correspondencia proyectiva entre los puntos de dos rec¬ 
tas sea una correspondencia de perspectiva, es necesario y suficiente que al punto de 
intersección de las referidas rectas, considerado como elemento de una de ellas, le 
corresponda el mismo punto en la otra recta. 

teorema 54. Para que la correspondencia proyectiva entre los rayos de dos haces 
sea una correspondencia de perspectiva, es necesario y suficiente que al rayo común 
de los referidos haces, considerado como elemento de uno de ellos, le corresponda 
el mismo rayo en el otro haz. 

Es suficiente demostrar uno de los dos teoremas: entonces la validez del otro se¬ 
rá asegurada por el principio de dualidad. 
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Aduzcamos la demostración del teorema 53. 

La demostración de la necesidad se visualiza inmediatamente: en rigor, si entre 
las rectas o y o' está establecida una correspondencia de perspectiva con el centro de 
la perspectiva S, entonces los pares de puntos homólogos se determinan por la inter¬ 
sección de las rectas o y o' con los rayos que parten de S; pero el rayo que pasa por 
el punto común de las rectas o y o', manifiestamente, determina el par de puntos 
correspondientes P, P' que coinciden uno con otro (fig. 124). 

DEMOSTRACION DE la SUFICIENCIA. Entre los puntos de la recta o y o' , sea es¬ 
tablecida una correspondencia proyectiva de modo que al punto P de la recta o, en 
que se cruzan las rectas o y o', le corresponde sobre la recta o' el punto P‘ que 
coincide con el punto P. 

Sobre la recta o. tomemos dos puntos A y B y, sobre la o', sus puntos corres¬ 
pondientes A ' y B' , denotando con S el punto de intersección de las rectas AA', 
BB' . Luego, designemos con Af un punto arbitrario de la recta o, con Af' = /(Af), 
su punto homólogo en la correspondencia dada, con Af * = el punto en que 

el rayo SAf atraviesa a la recta o '. La correspondencia Af * = y>(M), según la cons¬ 
trucción, es una correspondencia de perspectiva (con el centro de la perspectiva S) y, 
consecuentemente, también proyectiva; además, notoriamente, los puntos A. B, P 
tienen sus homólogos A', B'. P' en la correspondencia Af* = y>(Af). Asi tenemos 
correspondencias proyectivas Af' = /(Af) y Ai* = <p(M) con tres pares de puntos 
homólogos A, A', B, B' y P. P'. Según el teorema 15, dichas correspondencias no 
pueden ser diferentes, es decir, Ai' = A/*. De aquí se sigue que la correspondencia 
dada Af' = /(Af) es de perspectiva, con el centro de la perspectiva S. El teorema 
queda demostrado. 

§ 140. CONSTRUCCIÓN GRAFICA DE LAS CORRESPONDENCIAS PROYECTIVAS A BASE 
de tres pares de elementos correspondientes dados. Sobre la recia o, sean da¬ 
dos tres puntos A, B. C, sobre la otra recta o', tres puntos A'. B', C'. Sabemos 
que existe una única aplicación proyectiva Ai' = /(Ai) de la recta o sobre la o' , que 
hace pasar los puntos A, B, Cen los A', B\ C, respectivamente. Ahora nuestro 
objeto es señalar el procedimiento gráfico de construir el punto correspondiente 
Af' = /(Af) sobre la recta o' de todo punto Af de la recta o. A este fin, unamos me¬ 
diante la recta dos puntos correspondientes cualesquiera entre los dados, por 
ejemplo, B y B‘, y tomemos los puntos S y S' sobre la recta que une (fig. 126). 
Luego, establezcamos correspondencia entre los rayos de los haces con los centros 5 
y S‘, estimando el rayo S'Af' del haz S' como rayo homólogo del SAf del haz 5. 
Por ser proyectiva la correspondencia Af' = /(Af), la correspondencia entre los ra¬ 
yos de los haces SyS' que hemos establecido, será proyectiva. Pero, por añadidura, 
será una correspondencia de perspectiva, ya que al rayo SB del haz S le corresponde 
el rayo S'B' del haz S', que coincide con él (véase el teorema 54). Por tanto, todos 
los rayos correspondientes de los haces S yS'sc cruzan sobre una misma recta; ésta 
es el eje de la perspectiva. De aquí tenemos la-construcción requirida: después de 
elegir ios puntos SyS', trazamos los rayos SA, S'A ', SC, S'C' y construimos la 
recta A *C* según se muestra en la fig. 126. Precisamente esta última será el eje de la 
perspectiva de los haces S y S'. 

A fin de construir sobre la recta o' el punto Af' correspondiente al punto Af de 
la recta o, es suficiente trazar el rayo SAf y unir el punto Af* en que éste cruzará a la 


■n 



340 


Cap. V. Fundamentos de geometría proyectiva 


O 




recta A ’C \ con el punto S'; la recta S'M' atravesará a la recta o ' en el punto bus¬ 
cado M' = f(M). 

La construcción de los rayos proyectivamente correspondientes de dos haces es 
dual de la construcción recién descrita. La vamos a exponer sin explicaciones de¬ 
talladas. 

Sean O y O' los centros de dos haces entre cuyos rayos está establecida una 
correspondencia proyectiva y se requiere construir el rayo correspondiente 
m' = f(m) del haz O' a base de un rayo arbitrario m del haz O; se conocen tres ra¬ 
yos a, b, c del haz O y sus tres rayos correspondientes a', b' , c' en el haz O' . Para 
ello, hay que trazar arbitrariamente dos rectas s y s' a través del punto de intersec¬ 
ción de cualesquiera rayos correspondientes de los indicados, por ejemplo, a través 
del punto de intersección de los rayos b y b ' (fig. 127); luego, hay que unir mediante 
la recta el punto de Intersección de las rectas a, s con el punto de intersección de las 
rectas a', s' , y mediante la recta el punto de intersección de las rectas c, s con el 
punto de intersección de las rectas c', s '; las rectas trazadas de esta forma, en su in¬ 
tersección determinarán el punto O*. Después de esto la construcción del rayo 
m' = f(m) se efectúa asi como se muestra en la fig. 127: el punto en que el rayo m 
corta a la recta s, se une con el punto O*, y se determina el punto de intersección de 
la recta que los une, con la s'\ precisamente el rayo que va desde 0/ al referido pun¬ 
to, será el rayo buscado m' = /(m). 

Hagamos constar que la correspondencia entre los elementos de las variedades 
de una dimensión, que se establece efectuando cierta sucesión de operaciones de 
proyección y cortadura, siempre es proyectiva (debido a que estas operaciones ha¬ 
cen pasar los grupos armónicos de elementos a grupos también armónicos de ele¬ 
mentos). A base de lo expuesto en el presente párrafo, podemos afirmar que cual¬ 
quiera que sea la correspondencia proyectiva entre los elementos de variedades de 
una dimensión, la misma siempre puede obtenerse a consecuencia de cierta sucesión 
de operaciones de proyección y de cortadura. 

$ 141. CONSTRUCCIÓN PROYECTIVA DE LAS IMAGENES DE SEGUNDO GRADO (TE¬ 
OREMAS DE steiner). La correspondencia proyectiva entre las imágenes de primer 
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grado puede aprovecharse para construir las imágenes de segundo grado. El proce¬ 
dimiento de tal construcción se contiene en los teoremas de Steiner que se aducen 
más abajo. 

TEOREMA 33 . El conjunto de puntos de intersección de los rayos proyectivamente 
correspondientes de dos haces es una línea de segundo orden que pasa por los 
centros de dichos haces. 

demostración. Sobre un plano, introduzcamos algún sistema de coordenadas 
proyectivas; en este caso es cómodo tomar las no homogéneas. Sean S,(x,, y¡ ) y 
S 2 (a : 2 , y 2 ) los centros de dos haces entre cuyos rayos viene establecida derla corres¬ 
pondencia proyectiva. Si 

y - y, “ *tr - x,) ( 1 ) 

es la ecuación de un rayo arbitrario del primer haz, 

y - y 2 = *'<* “ * 2 ). (2) 

la ecuación del rayo correspondiente del segundo, entonces, según sabemos, el pará¬ 
metro k' es una fundón lineal fracclonal del parámetro k: 

k‘ = ak - + 0 (ai - 0y * 0) (3) 

yk + í 

(véase el § 119). A fin de obtener la ecuación de la linea que se describe por el punto 
de intersección de los rayos (l) y (2) al variar *. hay que excluir los parámetros k y 
k' de las ecuaciones (1), (2) y (3). El resultado de la exclusión tiene forma de 

tCv - y,)(y - y 2 ) + ¡(y - " *i) - 

-a(y - y,X* - * 2 )-0(* - *|X* - * 2 > 0 o O 

y es, evidentemente, una ecuación de segundo grado respecto a x, y. 

De tal suerte, en efecto, los puntos comunes de los rayos correspondientes de los 
haces S, y S 2 constituyen una linea de segundo orden. El hecho de que esta linea pa¬ 
sa por S| y S 2 , se ve de inmediato; efectivamente, tanto los valores de x = 
y = y y como los de x = x 2 , y = y 2 satisfacen la ecuación (*). luego, los puntos S, y 
S 2 pertenecen al conjunto de puntos de intersección de los rayos correspondientes de 
los haces S, y S 2 , es evidente sin cálculos algunos; por ejemplo, el punto S 2 pertene¬ 
ce al referido conjunto dado que el rayo S,S 2 del haz corta a todos los rayos del se¬ 
gundo haz, incluidos sus rayos correspondientes, en el punto S 2 . 

Hagamos notar de paso que al rayo común S,S 2 de los haces S¡yS 2 , si lo estima¬ 
mos perteneciente al primer haz, le corresponde en el segundo haz el rayo t 2 tangen¬ 
te en el punto S 2 a una línea de segundo orden formada por los puntos de intersec¬ 
ción de los rayos proyectivamente correspondientes de los haces S ( y S 2 , y si estima¬ 
mos que el rayo S¡S 2 pertenece al segundo haz. entonces en el primero le correspon¬ 
derá el rayo í, tangente a la referida línea en el punto S v 

Efectivamente, sean M el punto de intersección de dos rayos correspondientes m 
y m', í, un rayo común de los haces 5, y S 2 , í 2 , la tangente en el punto S 2 (fig. 128). 
Supongamos que el punto M tiende hacia según una curva; entonces m tiende ha¬ 
cia s y m' hacia t 2 . Pero la correspondencia proyectiva es continua (esto deriva de su 
representación analítica). Por ende, las posiciones limite de los rayos correspondan- 
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tes s = Jlrn m y / 2 = Jim m' son rayos correspondientes, es decir, al rayo s, 

como a un rayo del primer haz, le corresponde el rayo / 2 en el segundo haz. Análo¬ 
gamente se demuestra que al rayo s, como a un rayo del segundo haz, le correspon¬ 
de el rayo /, en el primer haz. 

Conviene preguntar: ¿si cualquier linea de segundo orden puede formarse me¬ 
diante dos haces proyectivos, es decir, mediante los haces entre cuyos rayos viene es¬ 
tablecida una correspondencia proyectiva? Es natural que mediante los haces pro¬ 
yectaos con los rayos reales se puede construir sólo tales lineas de segundo orden 
que poseen un conjunto infinito de puntos reales. Por tanto, no pueden construirse: 
la línea degenerada de segundo orden compuesta por dos rectas imaginarias, y la 
linea nula regular (esto está claro, ya que por cuanto permanecemos en los limites de 
las construcciones de geometría intuitiva, las imágenes compuestas de elementos 
imaginarios se deslizan de nuestro campo visual). 

En lo que se refiere a las demás lineas de segundo orden, es decir, la recta real 
tomada dos veces, el par de rectas reales diferentes y la linea oval (víase el § 134), 
todas ellas pueden construirse aplicando el procedimiento descrito más arriba. 

i) la recta real tomada dos veces constituye el lugar geométrico de los pun¬ 
tos comunes de los rayos correspondientes de haces proyectivos, si coinciden los 
centros de los referidos haces, y si resulta múltiple el rayo de uno de los haces que 
coincide con el rayo correspondiente del otro haz. Por ejemplo, los haces 

y = kx. y = k'x C) 

con el centro común (0, 0), entre cuyos rayos viene establecida la correspondencia 


tienen como conjunto de puntos comunes de los rayos correspondientes el eje deco¬ 
ordenadas tomado dos veces, ya que al eliminar los parámetros k, k' de las 
ecuaciones (*) y (**), obtenemos .y 2 = 0. 
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2 ) el par De rectas reales diferentes resulta de la intersección de los rayos 
corrcspondicnlcs de dos haces puestos en correspondencia de perspectiva. En tal ca¬ 
so el eje de la perspectiva es una recta del par, y el rayo común de los haces, la otra. 

3) la lInea oval resulta de la intersección de los rayos correspondientes de dos 
haces cuando entre dichos rayos viene establecida la correspondencia proyectiva, 
pero no la de perspectiva: en rigor, en este caso los puntos comunes de los rayos 
correspondientes no se encuentran sobre lineas rectas**. 

Según el principio de dualidad, del teorema 55 sigue el 

teorema 56. El cúmulo de redas que unen los punios correspondientes de dos 
rectas fijas puestas en correspondencia proyectiva. constituye un haz de segunda 
clase que contiene estas dos rectas. 

Si las rectas fijas s, y s 2 están puestas en correspondencia de perspectiva, enton¬ 
ces el rayo de segunda clase que se considera en el teorema 56, degenera en un par de 
haces de primera clase; uno de ellos tendrá por su centro el centro de la perspectiva 
de la correspondencia dada, el otro, el punto común de las rectas s, y s 2 . 

Si las rectas s¡ y s 2 están puestas en correspondencia proyectiva pero no de pers¬ 
pectiva, entonces el haz de segunda clase definido con arreglo al teorema 56, es re¬ 
gular. Conforme al teorema 52, el referido haz tiene una envolvente que constituye 
una linea regular de segundo orden. Y, por cuanto el haz contiene las rectas s, y s 2 , 
su linea envolvente de segundo orden es tangente a estas rectas. 

En la fig. 129 aparece un haz regular de segunda clase engendrado por la corres¬ 
pondencia proyectiva entre las rectas s, y s 2 , y se aprecia la línea de segundo orden * 
que envuelve el referido haz; las letras T¡, T 2 designan los puntos de adherencia de 
la linca k a las rectas s, y s 2 , las letras M, M ', dos puntos arbitrarios que se corres¬ 
ponden. En la figura puede verse que si el punto M tiende hacia 5, entonces M' tien¬ 
de hacia T 2 . 

De tal manera, si concebimos el punto común de las rectas s ]t s 2 en una de estas 
rectas, entonces en la otra le corresponderá el punto de adherencia a la linea k (es 
decir, el punto característico de un haz de segunda clase). 

Esta proposición, evidentemente, es dual de la proposición establecida más arri¬ 
ba, acerca de las tangentes a la curva de segundo orden con los puntos de adherencia 
en los centros de los haces proyectivos que forman esta curva (la correspondencia 
dual de las tangentes a una curva y de los puntos característicos de un haz se ha se¬ 
ñalado al final del § 127). ; 

5 142. TEOREMAS RECIPROCOS de STEINER. En el párrafo precedente hemos 
mostrado que toda linea de segundo orden puede definirse como punto geométrico 
de los puntos comunes de los rayos correspondientes de dos haces poyectivos, y que 
la misma pasa por los centros de los referidos haces. 

El teorema siguiente establece .que Jos centros de los haces proyectivos que for¬ 
man una linea de segundo orden, son puntos ordinarios de ésta. 

teorema 57. Sea k una linea regular de segundo orden, P y P', dos puntos ar¬ 
bitrarios suyos. Si a cada rayo m del haz P le corresponde el rayo m' = f(m) del 
haz P', que corta al rayo m en la línea k, entonces la correspondencia m ' = /(m) es 
proyectiva. 

* * Hagamos recordar al lector que todas las lineas ovales de segundo orden son proyectiva- 
mente equivalentes. 
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nota. En cuanto a las lineas degeneradas, este teorema es válido sólo si se adop¬ 
tan ciertas restricciones para la posición de los puntos P y P'\ precisamente, si la 
linea k constituye un par de rectas, entonces ambos puntos deben hallarse sobre una 
de ellas. En el caso contrarío, la correspondencia m' = f(m) no será biunivoca. 

demostración. Sabemos que la linea k puede formarse - mediante dos haces pro- 
yectivos; sean S y S' los centros de los haces proyectivos que forman la linea k 
(fig. 130). Sobre la linea, fijemos cierto punto M y denotemos con iV un punto va¬ 
riable de la linea, con n y n', los rayos SAZ y S'N; según la condición de la elección 
de los puntos S, S', la correspondencia n' = <p(n) es proyectiva. Luego, sean U el 
punto de intersección de la recta PM con el rayo n, V, el punto de Intersección de la 
recta P'M con el rayo n‘ ’K Como la correspondencia n‘ = y;(n) es proyectiva, la 
correspondencia entre el punto U de la recta PM y el V de la recta P'M será una 
correspondencia proyectiva entre los puntos de las rectas PM y P'M. Pero, más 
aún, la referida correspondencia es de perspectiva; efectivamente, si el punto U, al 
desplazarse por la recta PM, coincide con el punto M, entonces su punto correspon¬ 
diente V coincidirá simultáneamente con el M; según el teorema 53, precisamente 
esta circunstancia asegura el carácter de perspectiva de la correspondencia U ~ V. 
Hallemos el centro de la perspectiva de dicha correspondencia. A este fin, hagamos 
constar que si el punto N coincide con el P, entonces el punto U también coincidirá 
con el P, y la posición correspondiente del punto V será el punto X ubicado en la in¬ 
tersección de las rectas P'M y PS'. De tal forma, los puntos PyX se corresponden; 
consiguientemente, el centro de la perspectiva se halla sobre la recta PX o, lo cual es 
lo mismo, sobre la PS‘\ al razonar análogamente, nos cercioraremos de que el 
centro de la perspectiva se encuentra sobre la recta P'S. En la fig. 130 el mismo está 
denotado con la letra O. Asi pues, la recta UV siempre pasa por el punto O. 

Ahora, fijemos el punto N, suponiendo variable el punto M. Consideremos la 
correspondencia m' = /(m) de los rayos dirigidos de los puntos P y P' hacia el 
punto M, y junto con ella, la correspondencia V = i>(U) entre los puntos de las rec¬ 
tas SN y S'N (ahora estas rectas están fijas); aquí los puntos homólogos U, V se de¬ 
terminan por la intersección de las rectas SN y S'N con los rayos correspondientes 


"* Según et enunciado del teorema, los puntos P y P' son puntos arbitrariamente definidos 
sobre una curva. 
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m, m' de los haces P, P'. Según lo que precede, la recta UV siempre pasa por el 
punto O (que no varía al variar M); de aquí se desprende que la correspondencia 
V = $(U) es una correspondencia de perspectiva, y por esto la m' = f(m) es una 
correspondencia de perspectiva (ya que se establece mediante cierta sucesión de ope¬ 
raciones de proyección y de cortadura). El teorema queda demostrado, 

A base del principio de dualidad del referido teorema se deduce el 

TEOREMA 58. Sean k una línea regular de segundo orden, Iy dos tangentes su¬ 
yas; si a cada punto M de la recta t está puesto en correspondencia el punto 
M' = /(Ai) déla recta ¡'de modo que la recta MM' es tangente a la línea k, enton¬ 
ces la correspondencia M' = /(Ai) es proyectivo. 

De los teoremas 57 y 58 y del teorema 46 derivan, entre otras, dos proposiciones 
siguientes duales una de otra: 

1) Si M y Ai' son dos puntos cualesquiera de una línea de segundo orden, a, b, c, 
dya'. b', c', d' son los royos que parten de dichos puntos hacia los puntos arbitra¬ 
rios A, B, C, D de esta línea (fig. 131), entonces tiene lugar la igualdad de relaciones 
complejas 

(abed) = (a'b'c'd'). 

2) Si mym' son cualesquiera dos tangentes a una línea de segundo orden, A, B, 
C, D y A', B‘, C', D', puntos sobre las rectas m y m', determinados por la inter¬ 
sección con cuatro tangentes arbitrarias a, b. c, d (fig, 132), entonces tiene lugar la 
igualdad de relaciones complejas 

(ABCD) = (A'B'C'D'). 

} 143. CONSTRUCCIÓN DE LA UNEA DE SEGUNDO ORDEN A BASE DE SUS CINCO ELE¬ 
MENTOS DADOS. Los resultados obtenidos en el párrafo precedente permiten afirmar 
una serie de proposiciones que se aducen a continuación. 

1) Cinco puntos de un plano,entre los cuales no hay tres que se hallen sobre una 
misma recta, siempre determinan la única línea regular de segundo orden que pasa 
por ellos. 

En efecto, sean dados sobre un plano cinco puntos entre los cuales no hay tres 
que se hallen sobre una misma recta. Designemos con S, S' algunos dos de ellos, 
con A.B.C , los tres restantes. Luego, de los punios SyS', tracemos ios rayos a, b, 
C y a', b', c‘ a los puntos A, B, C y establezcamos la correspondencia proycctiva 
entre los rayos de los haces con los centros S y S' de forma que a los rayos a, b, c Ies 
correspondan los a', b', c'. Entonces, el lugar geométrico de los puntos de Intersec¬ 
ción de los rayos homólogos de los haces SyS' será una linea de segundo orden que 
pasa por los puntos indicados; no puede existir otra linea, dado que la correspon¬ 
dencia proyectiva se determina unívocamente al fijar tres pares de elementos corres¬ 
pondientes. 

En el § 140 hemos expuesto el procedimiento de construir pares correspondien¬ 
tes de rayos de dos haces proyectivos; aplicándolo en el caso dado, se puede cons¬ 
truir, a partir de cinco puntos de una línea de segundo orden, otros muchos puntos 
suyos tantos cuantos se quieran. 


"* Su aplicación en este caso está asegurada por el teorema 52. 
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A propósito, la fig. 130 constituye el esquema de un instrumento para trazar la 
línea de segundo orden; en rigor, imaginémonos que en los cinco puntos S, P, N, 
P', S' indicados están instaladas cinco varillas fijas P'S, SN, US' y S'P con las 
cuales están conectadas las varillas móviles PM, P'My UV mediante articulaciones 
desplazabas en los puntos U. V y mediante articulaciones fijas en los puntos P, O, 
P'. Entonces, si la varilla UV gira alrededor del punto O, entonces las varillas PM y 
P'M conectadas con ella, giran de manera que el punto de su intersección M traza 
una linea de segundo orden que pasa por los puntos S, P, N. P', S' dados. 

2) Cuatro puntos (te un plano, entre los cuales no hay tres que se hallen sobre 
una misma recta, y Ia recta que pasa por uno de ellos, determinan la única linea de 
segundo orden que pasa por los referidos puntos y es tangente a la recta dada. 

Efectivamente, designemos los elementos indicados así como lo muestra la 
fig. 133, y establezcamos entre los rayos de los haces S y 5' la correspondencia pro¬ 
yectiva a base de los tres pares de rayos homólogos a, a'; b, b'; c, c'. Entonces, el 
lugar geométrico de los puntos de intersección de los rayos homólogos délos haces S 
y 5', determinado unívocamente, será la línea de segundo orden que pasa por los 
puntos A, B, S, S' y es tangente a la recta c' (véase el § 141). 

3) Tres puntos de un plano que no están situados sobre una misma recta, y dos 
rectas entre las cuales una pasa por uno de los tres puntos dados, y Id otra, por uno 
de los dos restantes, determinan la única linea de segundo orden que pasa por los re¬ 
feridos puntos y es tangente a las rectas indicadas. 

En efecto, designemos los elementos indicados asi como lo muestra la fig. 134, y 
establezcamos entre los rayos de los haces S y 5' la correspondencia proyectiva a ba¬ 
se de los tres pares de rayos a, a'; b, b'; c, c' ■ Entonces, el lugar geométrico de los 
puntos de intersección de los rayos homólogos de los haces SyS' será la línea de se¬ 
gundo orden que pasa por los puntos S. A. S' y es tangente a las rectas b y c'. 

A base del principio de dualidad, de las proposiciones demostradas aquí se in¬ 
fiere que la línea regular de segunda clase, como envolvente del haz, de segunda cla¬ 
se, se determina unívocamente al fijar cinco elementos suyos en una de las combina¬ 
ciones que siguen; 

1) los elementos dados son cinco tangentes; 

2 ) los elementos dados son cuatro tangentes y el punto de adherencia sobre una 
de ellas; 
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3) los elementos dados son tres tangentes y los puntos de adherencia sobre dos de 
ellas. 

§ 144. TEOREMAS de Pascal Y brianchon Ahora vamos a detenernos en dos 
proposiciones de la geometría proyectiva conocidas bajo el nombre de teoremas de 
Pascal y Brianchon. 

teorema 59 (TEOREMA DE PASCAL). Cualquiera que sea el hexavérlice inscrito en 
una linea de segundo orden, los puntos de intersección de sus lados opuestos se 
hallan sobre una misma recta (fig. 135). 

TEOREMA 60 (TEOREMA DE BRIANCHON). Cualquiera que sea el hexavérlice cir¬ 
cunscrito alrededor de una linea de segundo orden, las rectas que unen sus vértices 
opuestos, pasan por un mismo punto (fig. 136). 

Los dos teoremas, obviamente, son duales uno de otro; por esto es suficiente de¬ 
mostrar uno de ellos. 

Un análisis detenido del material precedente revela que el teorema de Pascal es 
una paráfrasis de! de Steiner sobre la construcción de la línea de segundo orden me¬ 
diante dos haces proyectivos y, por tanto, fue demostrado implícitamente por no¬ 
sotros antes. Para cerciorarnos de ello, ante todo, hay que señalar la regla que per¬ 
mita identificar los pares de lados opuestos del hexavérlice, como quiera que se 
hallen sus vértices. A este fin, numeremos con 1 ,2, 3, 4, 5 ,6 los lados del hexavérti- 
ce en función de su conexión sucesiva; llamaremos lados opuestos a los lados cuyos 
números difieren en tres, es decir, I y 4, 2 y 5,3 y 6 . Al notarlo, volvamos a la figura 
que aparece en la fig. 130. Aqui tenemos un hexavértice inscrito en una línea de se¬ 
gundo orden, cuyos lados enumerados según el orden de su conexión, son SN, NS', 
S'P, PM, MP', P'S; asignémosles correspondientemente los números 1, 2, 3, 4, 
5, 6. En la fig. 130, el punto de intersección de los lados 1,4 está designado con U, 
el pumo de intersección de los 2, 5, con V, y el punto de intersección de los 3, 6 , con 
O. En su tiempo se demostró que los tres pumos U, O, V se hallan sobre una misma 
recta, y que los puntos S, P, N, P' , S', M están situados de un modo totalmente ar¬ 
bitrario sobre una curva; por ende, precisamente entonces fue demostrado el teore¬ 
ma de Pascal. 

El teorema de Brianchon, según'hemos señalado, se deduce del de Pascal con 
arreglo al principio de dualidad. 
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§ 145. CASOS LfMITB DE LOS TEOREMAS DE PASCAL V DE BR1ANCHON. Imaginémo¬ 
nos que coincidan todos los puntos que determinan algún lado de un hexavérticc 
inscrito (por ejemplo, los puntos que determinan el lado 3 en la fíg. 135); entonces 
el referido lado se convierte en tangente, resultando asi la configuración de la 
fig. 137. Correspondientemente, tenemos un teorema. 

La tangente a tina linea de segundo orden, trazada en uno de los vértices de un 
pentavértice inscrito, se interseca con el lado opuesto a este vértice en el punto si¬ 
tuado sobre la recta que pasa por los puntos de intersección de los demás pares de 
lados no adyacentes del pentavértice. 

Obtendremos el caso límite dual del teorema de Brianchon suponiendo que dos 
lados adyacentes de un hcxavértice circunscrito coinciden, y'su vértice común se 
convierte en punto adherente (fig. 138). Correspondientemente, tenemos un teore¬ 
ma. 

La recta que une el punto adherente de uno de los lados de un pentavértice cir¬ 
cunscrito, con el vértice opuesto, pasa por el punto común de las rectas que unen los 
dos pares restantes de vértices no adyacentes del referido pentavértice. 

Otros casos limite del teorema de Pascal para el cuadrivértice inscrito y el trivér- 
tice inscrito y los casos limite del teorema de Brianchon para el cuadrivértice cir¬ 
cunscrito y el trivértice circunscrito sin explicaciones aparecen en las figs. 139, 140, 
141 y 142. 

§ 146. PROBLEMAS DE CONSTRUCCIÓN DE LA TANGENTE EN UN PUNTO DADO DE LA 
CURVA DE SECUNDO ORDEN. Y DEL PUNTO ADHERENTE DE LA TANGENTE DADA. 

problema. A base de anco puntos de una curva de segundo orden construir la 
tangente en uno de ellos. 

Este problema se resuelve mediante el teorema de Pascal para el pentavértice ins¬ 
crito. Sean marcados con los números 1,2,4,5, 6 los segmentos que unen los pun¬ 
tos dados según muestra la fig. 137, y el punto indicado, con 3; entonces, al deter¬ 
minar en primer lugar los puntos P, Q, y luego, el punto R, y al unir el pumo R con 
el 3, obtendremos la tangente buscada. 

problema. A base de cinco tangentes de una curva de segundo orden construir 
el punto de adherencia de uno de ellos. 
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Este problema se resuelve mediante el teorema de Brianchon para el pcntalálcro 
circunscrito. Sean marcados con los números 1, 2, 4, 5, 6 ios puntos de intersección 
de las tangentes dadas'según muestra la fig. 138. Entonces, al unir con rectas los 
puntos 1, 4 y los 2, 5, hallamos el punto de intersección de las referidas rectas; la 
recta que une este punto con el 6, al atravesar a la recta 2,4 determinará sobre ella el 
punto adherente buscado. 

§ 147 . CORRESPONDENCIA PROYECriVA ENTRE LOS PUNTOS DE LA CURVA DE SE- 

gundo orden. En la presente sección hemos considerado pormenorizadamente la 
correspondencia proyectiva entre los elementos de las variedades unidimensionales 
de primer grado. Para muchos problemas de la geometría proyectiva es útil generali¬ 
zar el concepto de correspondencia proyectiva para el conjunto de elementos de va¬ 
riedades unidimensionales de segundo grado. 

Ahora vamos a mostrar cómo se efectúa tal generalización, ateniéndonos en 
nuestros razonamientos a un caso concreto de la variedad de segundo grado, preci¬ 
samente, a la curva oval de segundo orden. 

Convengamos en llamar armónicos conjugados a dos pares de puntos A. B y C, 
D de una linea de segundo orden k, si los mismos se proyectan desde algún punto M 
de la linea k por dos pares de rayos armónicos conjugados. A base de la primera de 
las dos proposiciones aducidas al final del § 142. podemos afirmar que la propiedad 
de la conjugación armónica de dos pares de puntos A, B y C. D de una linea de se¬ 
gundo orden no está vinculada a la elección del punto M y, de tal modo, se define 
exclusivamente por la posición de los propios pumos A, B, C, D. 

La correspondencia biun/voca entre los puntos de dos lineas de segundo orden 
diferentes o coincidentes fc, y k 2 se llama proyectiva, si en la referida corresponden¬ 
cia a los pares armónicos conjugados de los puntos de la línea k , les responden tam- 
bién pares armónicos conjugados de los puntos de la línea k 2 . 

La definición enunciada, según vemos, es totalmente análoga a la de la corres¬ 
pondencia proyectiva entre los puntos de rectas. El establecimiento de la correspon¬ 
dencia proyectiva lo llamaremos también aplicación proyectiva de la línea k ¡ sobre 
la k 2 . En el caso de coincidir las lineas k, y k 2 , se dice que una linea está aplicada 
proyectivamente sobre si misma. Precisamente de este caso nos vamos a ocupar 
ahora. 
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Sea dada la aplicación proyeetiva de cierta línea de segundo orden k sobre si mis¬ 
ma; sobre la linea k, elijamos algún punto A y designemos con A ' su imagen. 
Luego, entre los rayos de los haces con los centros A y A', respectivamente, es¬ 
tablezcamos correspondencia, haciendo corresponder un rayo m del haz A a un ra¬ 
yo arbitrario m‘ del A‘ de forma que el punto de intersección del rayo rn con la 
linea k sea la imagen del punto de intersección del rayo m‘ con dicha linea. Es fácil 
comprender que la correspondencia establecida es proyeetiva. En rigor, si m', n‘ y 
p‘,q' son dos pares armónicos conjugados de rayos del haz A', según la definición 
de la conjugación armónica sobre la linea de segundo orden, los pares de puntos M, 
Ny P, Q en los cuales los rayos m'. n‘,p', q‘ cortan a la linca, serán también ar¬ 
mónicos conjugados; merced a la aplicación proyeetiva de la curva sobre si misma, 
los pares de puntos M, N y P, Q pasan a los pares armónicos conjugados de puntos 
Ai', N' y P', Q' que son proyectados desde el punto A por los pares armónicos 
conjugados de rayos m, n y p, q. Mas, precisamente estos rayos del haz A se hacen 
corresponder a los rayos m'.n'.p'. q' del haz/1'. De tal suerte, gracias a la corres¬ 
pondencia establecida, a los grupos armónicos de elementos del haz A ' les respon¬ 
den los grupos armónicos de elementos del haz A; precisamente en esto reside la 
propiedad característica de la correspondencia proyeetiva. 

En cuanto a la correspondencia establecida entre los rayos de los haces A y A ', 
se puede decir más: la misma es no sólo proyeetiva sino también de perspectiva. Es¬ 
to se sigue de que al rayo A' A del haz A ' le responde el rayo/M ’ del A (véase el te¬ 
orema 54). 

Consecuentemente, los rayos correspondientes de los haces A y A ' se intersecan 
sobre una misma recta, esto es, sobre el eje de la perspectiva de los referidos haces. 
De aquí tenemos el siguiente procedimiento bien sencillo de realizar gráficamente la 
aplicación proyeetiva de la linea de segundo orden sobre si misma, válido cuando es¬ 
ta aplicación viene determinada por la fijación de tres pares de puntos correspon¬ 
dientes (dicho procedimiento incluye la demostración del hecho de que tres pares de 
pumos correspondientes determinan la aplicación proyeetiva). Sean dados tres pa¬ 
res de puntos proyectivamente correspondientes de una linea de segundo orden: A, 
A';M y ,M¡\M 2 ,M 2 < r 'E- *43). Construyamos en primer lugar el eje de la perspecti¬ 
va de los haces A yA', para lo cual hallemos el punto de intersección de las rectas 
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AM[ y A' y el punto de intersección de las AM 2 y A' M 2 ; precisamente la recta 
que une estos puntos será el eje de la perspectiva. Una vez construido el eje de la 
perspectiva, para todo pumo M de la linea podemos hallar el pumo homólogo M‘ 
proyectando el punto M desde A' sobre el eje de la perspectiva y luego proyectando 
el pumo resultante sobre el eje, desde A sobre la curva. La fig. 143 muestra la cons¬ 
trucción de los puntos Mj, M\, ... que corresponden a los Ai,. 

Hagamos constar también que los puntos de intersección del eje de la perspecti¬ 
va de los haces A y A ' con la linea de segundo orden son puntos fijos en la aplica¬ 
ción proyectiva de la linea sobre si misma. En efecto, de la construcción de los pun¬ 
tos proyectivamente correspondientes de la linea de segundo orden recién descrita se 
desprende inmediatamente que si 'el pumo M de la línea al mismo tiempo se en¬ 
cuentra sobre el eje de la perspectiva, su punto correspondiente coincide con él, es 
decir, el punto M se aplica sobre si mismo. En la fig. 143 se puede ver que al aproxi¬ 
marse un punto variable de la linea hacia el pumo Q en que dicha linea es atravesada 
por el eje, el punto correspondiente también se aproxima hacia el punto Q. 

En el instante en que el punto variable coincide con Q, el mismo coincide con su 
homólogo. Por eso el punto fijo de la aplicación se llama doble. 

A base de lo expuesto, la construcción de los puntos dobles de (a aplicación pro¬ 
yectiva de una linea trazada.de segundo orden, sobre si misma se reduce a la del eje 
de la perspectiva de los haces A y A Si el eje de la perspectiva de los referidos haces 
no corla la linea, no existen puntos dobles de la aplicación. 

Es notable que el eje de la perspectiva de los haces Ay A' coincide con el eje de 
la perspectiva de cualquier otro par de haces que proyectan los puntos correspon¬ 
dientes de la línea y que tienen centros en dos puntos homólogos. Efectivamente, se¬ 
an A, B, C tres puntos de la linea, A\ B', C', sus puntos homólogos en cierta apli¬ 
cación proyectiva de la referida linea sobre si misma (fig. 144). Elijamos primero 
como centros de los haces que proyectan los pumos correspondientes de la linca, los 
puntos A y A El eje de la perspectiva de estos haces s a se determinará por el punto 
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de intersección de las rectas A'B y AB' y el punto de intersección de las A'C y 
AC' . Luego, elijamos los puntos B y B‘ como centros de los haces proyectantes. El 
eje de la perspectiva de dichos haces s b se definirá por el punto de intersección de las 
rectas B'A y BA' y el punto de Intersección de las B‘C y BC‘ . Pero, en virtud del 
teorema de Pascal, los tres puntos obtenidos se hallan sobre una misma recta y, con¬ 
siguientemente, los ejes s a y s b coinciden. 

El eje de la perspectiva común de los haces A y A', B y B', etc., se llama sencilla¬ 
mente eje de la perspectiva de la aplicación proyecliva de la curva de segundo orden 
sobre sí misma. 

Todo lo expuesto permite formular la afirmación siguiente. 

Si está dada la aplicación proyecliva de una curva de segundo orden sobre sí mis¬ 
ma, entonces, cualesquiera que sean dos pares de puntos correspondientes Ai, N y 
las rectas MN' y M'N se intersecan siempre sobre una cierta recta, precisa¬ 
mente ésta es el eje de la perspectiva de la aplicación indicada. 

§ 148. CONSTRUCCIÓN DE LOS PUNTOS DOBLES DE LA APLICACIÓN PROYECTIVA DE 
una recta sobres! misma. Los resultados obtenidos en el párrafo precedente per¬ 
miten resolver el problema que sigue. 

problema. Construir puntos dobles de la aplicación proyectiva de la recta a 
sobre si misma si están dados tres pares de puntos correspondientes de esta aplica¬ 
ción A y A', B y B', C y C' . 

resolución. Valiéndonos de un compás, construyamos una circunferencia ar¬ 
bitraria k (fig. 145) y elijamos sobre ella algún punto S. Luego, entre los puntos de 
la circunferencia k establezcamos coirespondencia, asignando a un punto arbitrario 
Ai* de esta circunferencia el punto correspondiente Ai" de modo que el par de pun¬ 
tos Ai*, Ai" se proyecte desde el punto S en el par de los puntos de la recta a corres¬ 
pondientes uno a otro en la aplicación proyectiva indicada. Manifiestamente, la 
correspondencia Ai* — Ai" es proyectiva (sobre la circunferencia), y los puntos 
dobles suyos se proyectan desde S en los puntos dobles de la aplicación proyectiva 
dada de la recta a sobre sf misma. 

De tal forma, el problema se reduce a la construcción de los puntos dobles de la 
aplicación proyectiva de la circunferencia k sobre sf misma. Para construirlos, pro¬ 
yectemos los puntos A, B, C, A', B',C' desde el punto 5 sobre la circunferencia k; 
sobre la circunferencia k obtendremos los puntos A’, B‘ , C*, A ", B" , C"' . 
Luego construyamos el eje de (a perspectiva de la correspondencia Ai* - Ai" de¬ 
terminada por tres pares de puntos homólogos A" y A” , B’ y B”, C* y C" , y de- 
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finamos los pumos P’, Q‘ en que el eje construido corta a la circunferencia. Al pro¬ 
yectar los punios P’, Q * desde el centro S sobre la recta o, hallaremos los punios 
dobles buscados P, Q. (Todas las construcciones aparecen en la fig. 145.) 

§ 149. CONSTRUCCIÓN DE LOS PUNTOS DE INTERSECCIÓN DE UNA RECTA ARD1TRA- 
R1A CON LA LÍNEA DE SEGUNDO ORDEN DETERMINADA POR CINCO PUNTOS. 

problema. Una linea de segundo orden k está determinada por cinco punios S, 
S‘, A, B, C (fig. 146); hallar los punios de su intersección con una recta arbitraria o 
(la línea k no se supone trazada de hecho, se conocen sólo sus puntos S. S’, A. B. 
C). 

Este problema se reduce al anterior. En efecto, podemos considerar la linea k 
como punto geométrico de los puntos de intersección de los rayos proyeclivamenle 
correspondientes ni, m‘ de los haces con los centros S, S’ si la correspondencia 
tn — m‘ está determinada de forma que a los rayos S/4, SB, SC les responden los 
rayos S’A, 5' B, S'C. Los pares de los rayos proyeclivamenle correspondientes >n, 
m ', al cortar a la recta a, definen sobre ella los pares de puntos proyeclivamenle 
correspondientes M, M'; en particular, los pares de rayos correspondientes SA y 
S'A, SB y S'B, SC y S'C determinan sobre la recta o los pares de los puntos homó¬ 
logos A , y A |, B, y B¡, C, y C¡. Los puntos de intersección de la recta a con la linca 
k son aquellos en los que convergen los rayos homólogos m, m consiguientemen¬ 
te, los mismos constituyen puntos dobles de la correspondencia proyccliva 
M — M ’. De tal suerte, para resolver el problema, tenemos que construir los pun¬ 
tos dobles de la aplicación proyectiva de la recta a sobre si misma estimando que 
dicha aplicación viene determinada por tres pares de puntos A , y A ¡, B t y fl¡, C, y 
C¡. La construcción requerida se aduce en el párrafo antecedente. 

nota. En el caso de pasar la recta a por uno de los cinco puntos indicados, la 
construcción del único punto incógnito de su intersección con la linea k, se facilita 
considerablemente. En este caso podemos valernos del teorema de Pascal. En la 
fig. 147 los puntos dados de la linea k están marcados con 1, 2, 3. 4, J, y el punto de 
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intersección de ta recia a con la linea k buscado, con el número 6; las letras P. Q, R 
denotan los puntos de intersección de los lados opuestos del hexavértice 1,2, 3,4,5, 
6; como el referido hexavérlice está inscrito en la linea de segundo orden k, los pun¬ 
tos P, Q. R se encuentran sobre una misma recta. Por esto la construcción del punto 
6 puede realizarse del modo siguiente: en primer lugar, hallar los puntos P y Q, 
luego, trazando la recta PQ, hallar el punto R y, al fin, uniendo los puntos 3 y R de 
la recta, el punto 6. 

§ 150. TRAZADO DE LAS TANGENTES DESDE UN PUNTO DADO DEL PLANO A LA LI¬ 
NEA DE SEGUNDO ORDEN DETERMINADA POR CINCO PUNTOS. 

problema. Viene determinada por los cinco puntos A, B, C, D, E una linea de 
segundo orden k. y dado un punto arbitrario P. Trazar las tangentes a la linea k des¬ 
de el punto P. 

resolución. A través del punto P y cualesquiera dos de los cinco punios dados, 
por ejemplo, A y B, tracemos dos rectas PA y PB (fig. 148). Siguiendo el procedi¬ 
miento recién expuesto, hallemos los puntos A , y B, en que las rectas PA y PB cor¬ 
tan la linea k. Luego construyamos el cuadrivértice completo ABA , B x \ de sus pro¬ 
piedades armónicas se infiere que su diagonal p es la polar del punto P respecto a la 
linea A (véase la definición de la polar en el § 131). Al fin, hallemos los puntos Aí, y 
M 2 de intersección de la polarp con la línea k y unámoslas mediante las rectas i, y r 2 
con el punto P. Del teorema 51 se sigue que t, y l 2 son las tangentes buscadas. 

i 151. segundo teorema de desargues. Ahora vamos a exponer un interesante 
teorema de la geometría proyectiva sobre los haces de curvas de segundo orden co¬ 
nocido bajo el nombre de segundo teorema de Desargues. 

Se llama haz de curvas de segundo orden a la colección de curvas que, para los 
valores diferentes del parámetro X (considerando X = w), se determinan por la 
ecuación 

«n-* 2 + 2fl| 2 x>’ + a^y 2 + 2a, 3 x- + 2o 2i y + a¡¡ + 

+ X^,,* 2 + 2b n xy + b 22 f + 2 b,¡x + 2 b n y + b„) = 0. (•) 

donde a ik , b lk son coordenadas constantes, x, y, coordenadas (proyectivas) va¬ 
riables; notoriamente, el haz constituye una colección de lineas que pasan por 
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cuatro punios de intersección de dos lineas: 

o H* 2 + 2 a a xy + a^y 1 + 2 a {i x 4- 2o 1} y + a 33 = 0 

y 

ó,,* 2 + 2b n xy + b^y 2 + 2b l} x + 2b 13 y + é> 33 = 0; 
estos cuatro puntos llamados punios básicos del haz, pueden ser tanto reales como 
imaginarios. 

teorema 6i (DE DESARGUES). Las líneas de segundo orden pertenecientes a algún 
haz, atraviesan a toda recta que no pase por los puntos básicos del haz, en los pares 
de puntos correspondientes en una misma involución. 

Antes de demostrar este teorema, hagamos recordar al lector el concepto de in¬ 
volución. En el § 113 llamamos involución sobre la recta a tal aplicación proyectiva 
de la recta sobre si misma gracias a la cual todo punto de la recta después de aplicar¬ 
se dos veces, vuelve a su lugar, es decir, si el punto Ai' = /(Ai) es la imagen del Ai, 
entonces Ai" = /(Ai - ) = Ai. En coordenadas proyeclivas sobre la recta, las coor¬ 
denadas x, x' de los puntos Ai, Ai' correspondientes en la involución, están enlaza¬ 
das por la relación 

, ax + 0 

x = - 

yx + 6 

a condición de a = -5 (véase el § 113). 

Ahora, pasemos a la demostración. Sea a la recta arbitraria de que se trata en el 
teorema de Desargues. Supongamos que el sistema de coordenadas está elegido de 
modo que el eje x coincide con la recta a. Entonces, para determinar los puntos de 
intersección de las lineas del haz con la recta o, será suficiente poner y o o en la 
ecuación (’). Obtendremos: 

fl,/ + 2 a ty x + fl 33 + Ató,,* 2 + 2b,yX + b 33 ) = 0. (••) * 

Sean x, x' las coordenadas de los dos puntos Ai y Ai' en que la linea del haz corres¬ 
pondiente a cierto valor de A, atraviesa a la recta a. Según el teorema de Vicie, de 
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(*•) tenemos: 


X + x' 


^.3 + ^13) 
a,, + \6,, 


xx' = 


°33 + ^33 
B|| + X6„ ' 


tf> 


Ahora, procuremos hallar la dependencia entre xyx'; para esto, eliminemos X 
de las relaciones (or) y ( 0 ). Merced a la eliminación obtendremos: 

I o,,(x + jr') + 2 a l3 &„(* + x ') + 26,, 

I - o , 3 - ó,, 

de donde 

D < g ll*33 ~ °33 ¿, n) jr + 2 < a l3^33 ~ °33 fr 13) ( j 

2(0,,/.,, - a t) b t ¿x - (o,,*,, - o,,*,,) 

Vemos que x' se expresa a través de a: mediante una función lineal fraccional; por 
consiguiente, la correspondencia M(x) - M'(x')cs proyectiva. Luego, al comparar 

la fórmula (y) con la fórmula general x' -= *** + ^ , vemos que la condición 

yx + 4 

6 = -a que caracteriza la involución, en el caso dado se ha cumplido. 

Mostremos que el determinante A de la transformación (y) es desigual a cero. 
Pero A = -( 0,1633 “ g is^u)* ~ — ^ii^ijMo,,*,, — 0 , 36 , 3 ) es el resul¬ 

tado de las ecuaciones o, ^ + 2 o |y r + o„ = Oy ó ,,* 2 + 26,,* + 6 ,, = O, to¬ 
mado con el signo contrario; si A = O, estas ecuaciones tienen una rafz común, es 
decir, la recta o pasa por el punto básico del haz, lo cual está excluido por el enun¬ 
ciado del teorema. Consecuentemente, A * O, y el teorema queda demostrado. 

En los dos párrafos que siguen, se examinan las aplicaciones del segundo teore¬ 
ma de Desargues. 

§ 152. CONSTRUCCIÓN DE LOS PUNTOS DOBLES DE LA INVOLUCIÓN. En el § 113 he¬ 
mos demostrado el teorema 42, conforme al cual la involución se determina al fijar 
dos pares diferentes de puntos correspondientes. Ahora vamos a mostrar cómo, a 
partir de dos pares de puntos correspondientes en la involución, construir una canti¬ 
dad arbitraria de otros pares suyos y los puntos dobles (si existen tales). 

Sean A. A' y B. B' dos pares de puntos correspondientes en cierta involución 
sobre la recta o. A través de los puntos/4 y/1', tracemos una circunferencia k a y, a 
través de los B y B ', una circunferencia k b , eligiendo las referidas circunferencias de 
forma que se intersequen en dos puntos; designemos con O, y 0 2 los puntos de su 
intersección (fig. 149a y 149b). El sistema de circunferencias que pasan por los pun¬ 
tos 0¡ y 0 2 . constituye un caso particular del haz de curvas de segundo orden. Se¬ 
gún el segundo teorema de Desargues, las circunferencias de este sistema cortan a la 
recta o en los pares de puntos correspondientes de una misma involución. De tal 
suerte, al trazar circunferencias diferentes a través de los puntos O, y 0 2 y al deter¬ 
minar los puntos de su intersección con la recta o, obtendremos diferentes pares de 
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puntos correspondientes unos a otros en la involución definida por los pares A. A' 
y B, B'. Trazando a través de los puntos O, y 0 2 dos circunferencias k„ y k n tan¬ 
gentes a la recta a, hallaremos los puntos dobles de la involución, precisamente, los 
puntos adherentcs de las circunferencias k m y k„ con la recta a. En la fig. 149a los 
puntos dobles están designados por M y N. 

Al comparar las figs. 149a y 149b, se comprende fácilmente que los dos pares de 
puntos A, A' y B, B' definen una involución hiperbólica (es decir, una involución 
que posee puntos dobles) si los referidos pares de puntos no separan uno a otro, y 
una involución elíptica (es decir, una involución que no posee puntos dobles) si los 
mismos separan uno a otro. 

§ 153. DETERMINACIÓN DE LA CURVA D6 SEGUNDO ORDEN A BASE DE CUATROPUN-' 
TOS SUYOS Y UNA TANGENTE. 

PROBLEMA. Vienen dados cuatro puntos y una tangente de una línea de segundo 
orden. Hallar el punto adherente de la tangente dada. 

Este problema puede considerarse como un problema de determinación de la 
curva de segundo orden a base de cuatro puntos suyos y una tangente; en rigor, una 
vez determinado el punto adherente de la tangente dada, tendremos cinco puntos de 
la curva, y cinco puntos determinan globalmenle una curva de segundo orden. 

resolución. Sean A, B, C, D cuatro puntos dados de una línea buscada de se¬ 
gundo orden y l, su tangente indicada. Consideremos un haz de líneas de segundo 
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Fig. 150 


orden con los puntos básicos A, B. C. D. Las líneas del referido haz, conforme al 
segundo teorema de Desargues, cortan la recta t en pares de puntos correspondien¬ 
tes de una misma involución. La linea buscada se incluye en el haz indicado, y su 
punto de adherencia es el punto doble de esta involución. De tal manera, el proble¬ 
ma se reduce a hallar los puntos dobles de la involución. Para determinarlos, hay 
que conocer dos pares de puntos correspondientes. Los obtendremos atravesando la 
recta / con líneas cualesquiera del haz. A este fin, lo más cómodo es tomar dos líneas 
degeneradas del haz, por ejemplo, el par de rectas AB, CD y el par de rectas AD, 
BC( fig. 150). 

Sean P, P' y Q, Q' los pares de puntos en que dichas líneas degeneradas de se¬ 
gundo orden atraviesan la recta I. Si los pares P. P' y Q. Q' no separan uno a otro, 
aplicando el procedimiento expuesto en el párrafo precedente, hallaremos dos pun¬ 
ios dobles de la involución Ai y A/. Cada uno de ellos es punto de adherencia a la rec¬ 
ta t de cierta linea de segundo orden que pasa por los puntos A, B, C, D dados. En 
este caso, por tanto, el problema tiene dos soluciones. 

Si los pares P, P' y Q. Q‘ separan uno a otro, entonces la involución definida 
por los mismos, no posee puntos dobles. En este caso el problema (sobre el plano re¬ 
al) no tiene soluciones. 

§ 154. En la presente sección hemos aducido una serie de teoremas concretos 
acerca de las propiedades proyeclivas de las líneas de segundo orden. Su fuente es la 
construcción de la linca de segundo orden mediante dos haces proyeclivos, expuesta 
por nosotros más arriba. Es natural preguntar, si se puede extender los mismos pro¬ 
cedimientos a la teoría de lás lineas de órdenes superiores. En principio, esto es po¬ 
sible. Por ejemplo, las lineas de tercer orden se pueden construir mediante dos haces 
proyectivos entre los cuales uno es haz de líneas de segundo orden, y el otro, haz de 
rectas. Ahora vamos a mostrar en concreto el procedimiento. 

Sea 

fln-t 2 + 2a a xy + a 22 y 1 + 2a l} x + la^ + a ¡3 + 

+ Hb^x 2 -t- 2b ít xy + b^y 1 + 2 b n x + 2b a y + b }3 ) = 0 (•) 

un haz de líneas de segundo orden e 

y - = *'<* - *.)• (•*) 
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un haz de rectas. A la linea del haz ('), que corresponde a cierto valor del parámetro 
X, hagamos corresponderle la recta del haz (**), que responde al valor del pará¬ 
metro X'. definido por la fórmula 


orX + 0 
yX + 5 


(...) 


donde a, 0, y, 6 son las constantes que satisfacen la condición de a& - 0y * 0 . 

Tal correspondencia entre los elementos de los haces (*) y (**) la llamaremos 
provecíiva. 

Una vez eliminados los parámetros X y X', de las relaciones (*), (**) y (*•*) re¬ 
sulta la ecuación ¡ 

*(x. y) = 0 


de tercer grado respecto a x, y. De aquí tenemos: 

El lugar geométrico de los puntos de intersección de las líneas correspondientes 
de dos haces proyectivos entre los cuales uno constituye un haz de curvas de segun¬ 
do orden, y el otro, un haz de rectas, es una línea de tercer orden. 

Generalizando el concepto de correspondencia proyectiva para el caso de dos 
haces de lineas de segundo orden, del mismo modo se puede definir constructiva¬ 
mente las lineas de cuarto orden, etc. 

Es posible formular en términos puramente geométricos la correspondencia pro¬ 
yectiva éntre los haces de lineas de primero, segundo, etc. órdenes; a la vez, conse¬ 
cuentemente, es posible dar una definición constructiva y puramente geométrica de 
las imágenes de grados superiores. La investigación de las propiedades concretas de 
las imágenes de grados superiores, basada sobre esta idea, se emprendía por ciertos 
autores, pero la misma no es tan sencilla, clara y evidente como la investigación de 
las líneas de segundo orden y, debido a su carácter especial, requiere mayor ampli¬ 
tud que la de las tareas del presente llbro* > . 


■I Al lector que desee conocer más detalladamente las proposiciones constructivas de la 
geometría proyectiva, 1c recomendamos el libro: N. A. Glagólev, Geometría proyectiva 
(H. A. fnarojieB, ripoexTHBHas reoMcrpua). 



Capitulo VI 

PRINCIPIOS DE LA TEORÍA 
DE GRUPOS EN LA GEOMETRÍA. 

GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 

I. Geometría y teoría de grupos 

§ 155. En los capítulos precedentes del libro, en varias secciones donde se definía 
la equivalencia (igualdad) de Figuras geométricas en diversos sistemas geométricos 
(en la geometría elemental, en la geometría proyectiva), señalábamos las llamadas 
propiedades de grupo del conjunto de las transformaciones que hablan sido pueslas 
por base de la definición de imágenes equivalentes (propiedades de grupo de los mo¬ 
vimientos, de las transformaciones proyectivas). En todos los casos así teníamos 
manifestaciones de los principios de la teoría de grupos en la geometría, los cuales 
fueron elaborados por Sophus Lie y Félix Klein. 

En las investigaciones geométricas contemporáneas los principios de la teoría de 
grupos juegan un papel importantísimo. El presente capítulo del libro está dedicado 
a ellos- 

§ 156. grupo abstracto. El objeto principal de este capítulo serán los grupos 
de transformaciones. Antes de definirlos, haremos recordar al lector qué es un gru¬ 
po en general. 

definición del grupo. El grupo es un conjunto de objetos de naturaleza arbitra¬ 
ria (en lo sucesivo, éstos se llamarán elementos, designándose con a, b. c, d, ...), 
que satisface las exigencias de los axiomas siguientes. 

1. A lodo par de elementos de un conjunto, dispuestos en un orden determina¬ 
do, le corresponde, conforme a una ley determinada, cierto elemento del referido 
conjunto. Si a dos ele ínclitos a, b les corresponde el elemento c, entonces en tal caso 
se emplea la igualdad simbólica 

<• = ub, 

el elemento c se llama producto de los elementos a, b. 

2. (Lev asociativa). Cualesquiera que sean los elementos a, b. c, siempre tiene 
lugar la igualdad 

( ab)c = albe). 

3. Existe un elemento e tal que para cualquier elemento a tiene lugar la igualdad 

ae = a. 

El elemento a se llama unidad del grupo. 

4. Cualquiera que sea el elemento a. existe tal elemento x dependiente de a, que 
tiene lugar la iguuldad 

ax = e. 

El elemento ,<r se llama reciproco al elemento o y se denota por o -1 . 
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Mediante razonamientos sencillos, a base de estos axiomas se puede deducir los 
teoremas siguientes •*. 

a) Si ax = e, entonces xa = e. Merced a esta propiedad del grupo no hay nece¬ 
sidad de distinguir los elementos inversos «derecho» e «izquierdo». 

b) Si e es la unidad del grupo, entonces para cualquier elemento a tiene lugar 
también la igualdad eo = a. Gracias a esta propiedad del grupo no hay necesidad de 
distinguir las unidades «derecha» e «izquierda». 

c) Si ax = e y ay = e, entonces x = y, es decir, el elemento inverso se determi¬ 
na unívocamente a base de un elemento a dado. 

A consecuencia de los referidos teoremas tenemos una proposición: a base de los 
elementos dados ay b siempre se determina, y además unívocamente, el elemento x 
que satisface ta igualdad ax = b. osaber, x = a~'b; así como el elemento y que sa¬ 
tisface la igualdad ya = b. a saber, y = ba~'. De tal modo, en un grupo siempre 
está determinada, y además unívocamente, una operación inversa de la multiplica¬ 
ción de grupo. 

Si los elementos e y e' para cualquier a satisfacen las igualdades ae = a y 
ae’ = a, entonces e* = e, es decir, todo grupo tiene una sola unidad. 

Demos una definición más: si las exigencias de los axiomas de grupo se satisfa¬ 
cen para cierta parte de elementos de un grupo, entonces dicha parte de elementos 
del grupo se llama subgrupo del mismo; evidentemente, un subgrupo siempre con¬ 
tiene la unidad del grupo y, junto con cada elemento suyo posee uno inverso del 
mismo. 

En el presente párrafo hemos tratado de un grupo abstracto, en cuya teoría no 
importa la naturaleza de sus elementos ni la de la multiplicación de grupo; importa 
sólo lo que se exige por los axiomas I — 4. En lo sucesivo analizaremos exclusiva¬ 
mente grupos concretos de transformaciones; su definición general se ofrece en el 
párrafo siguiente. 

$ 157. GRUPOS de transformaciones. Sea M un conjunto arbitrario; designe¬ 
mos sus elementos con x, y, z,... o con x',y'. z' .etc. Si a cada elemento* del 

conjunto M le corresponde cierto elemento*' = f(x) del referido conjunto, enton¬ 
ces diremos que está dada una aplicación del conjunto M en él mismo. 

En el caso de I) corresponder siempre elementos diferentes x¡ =/(*,) y 
x¡ = f(x¡) a elementos diferentes x, y x 2 y 2) existir para cada elemento x' del con¬ 
junto M un elemento* lal que*' = /(*), es decir, cuando lodo elemento del con¬ 
junto M es la imagen de cierto elemento de este conjunto, la aplicación *' = /(*) se 
llama transformación biunfvoca del conjunto M. 

Sea *' = /(*) cierta transformación biunivoca del conjunto M; si a todo ele¬ 
mento* del conjunto M le ponemos en correspondencia el único elemento *' que 
pasa a ser elemento * en la aplicación dada (según la definición aducida), es decir, 
un elemento y' tal que /(*') = *, entonces obtendremos cierta nueva transforma¬ 
ción biunivoca *' = *>(y) del conjunto M. Esta se llama transformación inversa de 
la transformación dada. 


*’ Véase, por ejemplo, L. S. Pontriaguin, Grupos continuos. Editorial «Mir», Moscú, 
1978. 
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De tal modo, toda transformación biunívoca x' = /(x) tiene una sola Iransfor- 
mación recíproca determinada (también biunívoca) inversa de la misma. La trans¬ 
formación inversa de la transformación dada x' = f{x) suele denotarse así: 
x' = /~’<x). 

Sean x' - f ¿x) yx'= / 2 (x) dos transformaciones biunivocas del conjunto M\ 
si a cada elemento y del conjunto M le hacemos corresponder el elemento.)'’ en que 
se convierte y al realizarse sucesivamente la primera y la segunda transformaciones 
dadas (es decir, el elemento) 1 ' = / 2 (y’), donde) 1 ’ = /,(y)), entonces obtendremos 
cierta transformación biunívoca. Esta se llama producto de dos transformaciones 
dadas (realizadas en una determinada sucesión) y puede representarse simbólica¬ 
mente de la forma siguiente: x' = / 2 (/’|(x))- 

Hablando con propiedad, el producto de transformaciones depende de la suce¬ 
sión en que éstas se realicen o, dicho en términos generales, / 2 (/,(x)) * /,(/ 2 (tr)). 

La transformación e(x) = x que deja fijos todos los elementos, se llama idénti¬ 
ca. Evidentemente, si x‘ = f(x) es cierta transformación biunívoca y x' = f~ '(-»') 
es su transformación inversa, entonces f(f~\x)) = x = e(x) y 
f~ '(/‘(a - ) - x = e(x), es decir, el producto de una transformación dada y de la in¬ 
versa de ella es una transformación idéntica (en tal caso no importa el orden en que 
se realicen la transformación dada y la inversa). 

Sea dado un conjunto M. Consideremos todas las transformaciones biunivocas 
posibles de dicho conjunto; como siempre, representémoslas con las igualdades sim¬ 
bólicas x‘ = a(x), x' = b{x). x' = f(x) y así sucesivamente o, lo cual es más có¬ 
modo ahora, simplemente con o, b. f. ... , etc. Si a y b son dos transformaciones 
X' = o(x) y x'= b(x). entonces su producto puede representarse por la igualdad 
x‘ = a(ó(x)) o por la igualdad x' = b(a(x)), en función del orden en que éstas se 
realicen. De acuerdo con esto, convengamos en designar con c = abe I producto de 
las transformaciones a. b cuando b es primera en realizarse, y por c = ba, el de las 
transformaciones a, b si a antecede a b. 

Es fácil mostrar que ¡a colección de todas las transformaciones biunivocas del 
conjunto M constituye un grupo si el producto de dos elementos de la referida colec¬ 
ción, es decir, de dos transformaciones, se concibe según lo definido más arriba. 

En rigor: 

1) Junto con todo par de transformaciones a. b tomadas en un determinado or¬ 
den, queda determinada una nueva transformación c; esto es, su producto: 

c = ab. 

2) Si a, b. c son transformaciones arbitrarias, entonces 

(ab)c = a(bc). 

La validez de esta igualdad es evidente. Efectivamente, si x' — o(x),x’ — b(x), 
x‘ = c(x) son transformaciones dadas, entonces (ab)c y a(bc ) denotan igualmente 
la transformación x' =¡ o(ó(c(.v))). Vemos que el producto de las transformaciones 
siempre obedece a la ley asociativa. 

3) Existe una transformación e (a saber, la transformación idéntica efe) = x) tal 
que para cualquier transformación a tiene lugar la igualdad 


ae = o. 
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En efecto, si x' = a(x) es la transformación designada por a, siendo e(x) = x la 
transformación idéntica, entonces ae es la transformación jr' = a(e(x)) = aU) que 
no difiere de a. 

4 ) Cualquiera que sea la transformación a, existe una transformación / tal que 
tiene lugar la igualdad 

af = e. 

La transformación inversa de la o dada constituye precisamente esta transforma¬ 
ción/, es decir,/ = « . 

Vemos que la serie de todas las transformaciones biunivocas del conjunto M sa¬ 
tisface los axiomas de grupo 1 — 4. Por consiguiente, esta colección constituye un 
grupo. Su unidad es la transformación idéntica. Además del grupo de todas las 
transformaciones del conjunto M, se llama grupo de transformaciones del referido 
conjunto a cualquier colección determinada de transformaciones que satisfaga las 
exigencias de los axiomas de grupo. 

Para que una cierta colección de transformaciones del conjunto M sea grupo, es 
suficiente que se cumplan las dos exigencias siguientes: 

1) si a. b son transformaciones de una colección dada, entonces su producto ab 
debe estar en la colección dada; 

2 ) si a es alguna transformación de una colección dada, entonces su transforma¬ 
ción recíproca a -1 también debe estar en la colección dada. 

En rigor, según lo notado más arriba, siempre se observa lá ley asociativa para el 
producto de transformaciones; además, si una colección dada contiene, junto con 
toda transformación o, transformación inversa a~ 1 y, junto con todas dos transfor¬ 
maciones contiene el producto de éstas, entonces en dicha colección de transforma¬ 
ciones quede excluida la transformación idéntica e = oa~ 1 (ta unidad del grupo de 
transformaciones). Consiguientemente, si una colección de transformaciones satis¬ 
face las dos exigencias señaladas, por tanto satisface las exigencias de todos los 
axiomas de grupo, constUuyenlo asi un grupo. 

§ 158. geometría de un grupo dado. Sean dados un conjunto de elementos ar¬ 
bitrarios M y cierto grupo de sus transformaciones G. Convengamos en llamar espa¬ 
cio al conjunto M, pumos, a sus elementos, y figura, a todo cúmulo de puntos. A la 
figura A llamémosla equivalente, o igual a la figura B, si en el grupo G existe una 
transformación que convierta la figura A en figura B. 

Dc las dos condiciones que caracterizan el grupo de transformaciones, formula¬ 
das al final del 5 157, de Inmediato se infiere que: 

1) Si la figura A equivale a Ia figura B, entonces la figura B equivale a la fi¬ 
gura A. 

Efectivamente, si la figura A equivale a la figura B, entonces cierta transforma¬ 
ción g del grupo G transforma A en B; por lo tanto la transformación inversa g~ 1 
convierte B en A. Pero conforme a la segunda condición de las dos mencionadas, 
g -1 está en el grupo G. De tal modo, en el grupo G hay una transformación que 
convierte B en A, por consiguiente, B equivale a A. 

2) Si dos figuras A y B equivalen a una tercera figura C. entonces las figuras A y 
B equivalen una a Oirá. 

En efecto, si A equivale a C, entonces en el grupo G existe una transformación g 
que convierte A en C; y si B equivale a C, entonces en el grupo G existe una trans- 
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formación /i que hace pasar B a C. Entonces la transformación h~ 1 convierte C en 
B y, por consecuencia, el producto h~'g transforma A en B. De aquí se deduce la 
equivalencia de las figuras A y B. 

Vemos que las condiciones que determinan un grupo de transformaciones, se ne¬ 
cesitan para asegurar las propiedades fundamentales de la equivalencia de figuras 
(rcflexividad y transilividad),sin las cuales no tendría sentido utilizar el término 
«equivalen». 

Siguiendo a F. Klein, llamaremos geométricas a tales propiedades de las figuras 
del espacio M ya tales magnitudes relacionadas con las figuras, que sean invariantes 
respecto a cualquierlransformac'tón del grupo O dado y, las cuales, por tanto, sean 
¡guales para todas las figuras equivalentes. Llamaremos geometría del grupo G al 
sistema de p'oposicioncs sobre las propiedades de figuras y de magnitudes, que sean 
invariantes respecto a todas las transformaciones del grupo G. 

La idea de Klein de considerar diversas geometrías como teorías de los invarian¬ 
tes de los grupos correspondientes, permitió revelar los profundos nexos entre las 
geometrías descubiertas c investigadas para la década del 80 de! siglo XIX. Esta idea 
fue expuesta por Klein al comenzar a ejercer la cátedra en Erlangcn en 1878, en su 
conferencia «Vergleichende Belrachtungcn iiber neuere geomcirische Forschungcn» 
conocida hoy en día bajo el titulo de «Programa de Erlangcn». 

Las aplicaciones concretas de los métodos de la teoría de grupos de Klein se ex¬ 
ponen en la sección que sigue. 


2. Grupo proycctivo 
y sus subgrupos principales 

§ 159. En el párrafo antecedente definimos el concepto de geometría de un gru¬ 
po dado. La definición enunciada por nosotros es extraordinariamente general, 
¡mes no impone restricciones algunas sobre el espacio M ni sobre el grupo G. Se en¬ 
tiende que la geometría del grupo dado G será substancial siempre que dicho grupo 
G y el espacio M en el cual se da aquel, eslén suficientemente concrelizados. En lo 
sucesivo, nos limitaremos a la consideración de la geometría del grupo proveo 
TIVO. 

La investigación que realizaremos, nos hará ver de forma distinta y en un deter¬ 
minado sistema todas las geometrías distintas que estudiamos en los capítulos ante¬ 
riores. Para no complicar la exposición con cálculos algebraicos engorrosos, la 
ejemplificaremos con un caso de dos dimensiones. Como aquí nos valdremos exclu¬ 
sivamente de! método analítico, no costará trabajo alguno extender tos resultados 
obtenidos al caso de dimensiones superiores. Para ello, cada una de las relaciones 
que hallemos, sólo habrá que sustituirla por una relación de la misma estructura, 
que debe tener un número mayor de variables. El propio lector podrá practicar fá¬ 
cilmente la modificación señalada. 

§ 160. GRUPO proyectivo. Consideremos un plano proycctivo, es decir, un con¬ 
junto <ic puntos determinados por una terna de coordenadas homogéneas (Aj, x 2 , 
atj). La aplicación biunlvoca del plano sobre si mismo, a consecuencia de la cual a 
cada punto M(xx 2 , x 3 ) le corresponde un punto M'(x¡, x 2 , *j) con las coordena- 
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p'xí = f|,x, + c-,^2 + c,yr 3> 
e'X 2 = ‘‘21^1 + C 22*2 + C 2S X )- ' 

*>'*3 = C 3l*l + C 32*2 + ^33*3- 

donde c ik son las conslames reales que satisfacen la condición de 

* 0 , 



C !1 

‘‘12 

<13 

— 

<21 

<22 

<23 


C 3 I 

<32 

<33 


( 1 ) 


y p' es cualquier número * 0, es una aplicación proyectiva o, como decimos tam¬ 
bién, una transformación proyectiva de un plano proyectivo. 

En el § 106 mostrarnos que la colección de transformaciones proyectivas posee 
propiedades de grupo; a saber, según el teorema 23a, la transformación inversa de 
una transformación proyectiva también es proyectiva y, según el teorema 23b, el 
producto de dos transformaciones proyectivas es una transformación proyectiva. A 
consecuencia de ello y a base del § 157 podemos afirmar que una colección de Irans- 
formaciones proyectivas constituye un grupo. 

Hagamos notar que las propiedades de grupo de una colección de transforma¬ 
ciones proyectivas se establecen fácilmente por medios puramente analíticos (éstas 
fueron establecidas geométricamente en el § 106). En rigor, sean 

i 

p\ x l = Y «íX 

y 

<*/- i «i?*. 

O " 1 

representaciones analíticas de dos transformaciones proyectivas M' - /,(m) y 
M' = f 2 (M). Consideremos un punto arbitrario M(x ,, x 2 , x } ); la primera transfor¬ 
mación lo hace pasar a cierto punto M'(x\, x 2 , .vj), y la segunda convierte el punto 
M'(x[, x 2 , jfj) en el punto x 2 , arj). Conforme a las fórmulas (2) y (3) lene- 

mos: , , , 

I *: - £«£?(•'. !«»*)« 

= i - t V i'\ ii . i / 

£ ( ¿«W 

¡ p \ g - i \ .. = i / 

Si adoptamos = p", £ = c, (J , entonces podemos apuntar las rcluciu- 

n = i 

nes antecedentes en forma de 

j 

P’ x í= Y C 'B K B (' = (4) 

a » i 

Vemos que las relaciones (4) que representan analíticamente la transformación 
M " = fiW) — f 2 (f |(AÍ)), “ decir, el producto de las dos transformaciones da¬ 
das, tienen la misma estructura que las relaciones (I). En lo sucesivo, denotaremos 


(i = 1.2,3) 

(2) 

V = 1.2.3) 

(3) 
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con C">. C 1 '' y C las matrices compuestas por las magnitudes <#>. c)f y c lk , respecti- 
vamenle. A consecuencia de las igualdades £ = <V* 'a matriz C es el pro- 

a * I 

duelo de las matrices C* 11 y C* 2 ’: 

C = (5) 

De lal modo, el producto de dos transformaciones proyectivas (2) y (3) es una 
transformación bilinea) (4) cuya matriz es igual al produelo de las matrices de las 
transformaciones (2) y (3). 

Sean A* 1 *, A* 2 * y A los determinantes de las matrices C*". C* 2) yC. Déla fórmula 
(5) se infiere la igualdad numérica 

A . A ll, A <2 '. ( 6) 

De aquí, si A (l> * OyA** 1 0, entonces A 0 también. Con esto mismo queda de¬ 
mostrado que el producto de transformaciones proyectivas es una transformación 
lineal con el determinante diferente de cero, es decir, es una transformación proyec- 
tiva. 

Para cerciorarnos de que la transformación inversa de una transformación pro- 
yecliva es también proyectiva, baste notar que para A * 0, las magnitudes¿j, x 2 , x 3 
se expresan linealmcnte por*¡, x¡, x¡ a partir de las relaciones (I). Luego, la trans¬ 
formación lineal obtenida por la inversión de las fórmulas (I), evidentemente, tiene 
una matriz inversa de la matriz de la transformación (1); su determinante A' es igual 

a - . Consiguientemente. A' * 0. Por cuanto la transformación inversa de una 
A 

transformación proyectiva es lineal y posee un determinante diferente de cero, la 
misma es también proyectiva. Asi pues, mediante cálculos algebraicos no complica¬ 
dos establecimos que el cúmulo de transformaciones proyectivas constituye un gru¬ 
po, ya que satisface las dos condiciones que caracterizan el grupo de transforma¬ 
ciones (según el § 157). 

El grupo de transformaciones proyectivas se llama grupo proyectivo. Toda 
transformación individual de un grupo proyectivo se define mediante la representa¬ 
ción numérica de las magnitudes c lk cillas fórmulas (1). No obstante, dada la homo¬ 
geneidad de las fórmulas (1), para definir la transformación (1), es suficiente prefi¬ 
jar ocho relaciones de las magnitudes c lk . Las referidas ocho relaciones se llaman 
parámetros del grupo proyectivo. 

Si toda transformación integrante de un grupo (cualquiera) se define mediante la 
representación numérica de n parámetros independientes, en este caso se trata de un 
grupo de n términos. De tal modo, el grupo proyectivo (sobre el plano) consta de¬ 
ocho términos. 

§ 161. invariantes del grupo proyectivo. La geometría proyectiva es la 
asignatura que estudia tales propiedades de figuras y tales magnitudes relacionadas 
con las figuras, que son invariantes respecto a cualquier transformación proyectiva. 
Por ende, podemos definir Ia geometría proyectiva como geometría del grupo 
proyectivo. 
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En el estudio de la geometría proyectiva un interés particular lo ofrecen los inva¬ 
riantes del grupo proyeclivo, pues en la geometría proyectiva precisamente ellos 
constituyen magnitudes geométricas. 

Llamaremos invariante de « puntos arbitrarios respecto del grupo proyeclivo a 
una función escalar F(M¡, M 2 ,... . Aí„) quesea desigual idénticamente a la constan¬ 
te. pero que adquiera valores iguales en tales sistemas de it pumos que se convierten 
unos en otros mediante la transformación proyectiva* 1 . 

Hagamos constar que el grupo proyeclivo no tiene invariantes de tres puntos y 
menos. Es fácil demostrarlo por reducción al absurdo. En efecto, admitamos que exis¬ 
ta un invariante de tres puntos F(M¡, Ai,, Ai,). Sobre un plano, elijamos tres pun¬ 
tos algunos M° lt M\, designando con c el valor de la función M\. m\). Se¬ 
an Ai|, Af 2 , A/j tres puntos cualesquiera. Sabemos que cualesquiera que sean los 
Ires puntos Ai¡, Ai, y los tres pumos A/J, A/^, Ai,. existe una transformación 
proyectiva que convierte los puntos A/,, Ai 2 , Ai, en puiilos M° t , Aij, A*j. Por eso 
F(M¡, M 2 , A/j) = c = const en contra de la definición es invariante. Se puede de¬ 
mostrar de la misma manera que un grupo proyeclivo no tiene invariante de cuatro 
puntos akuitrarios. Pero respecto al grupo proyectivo, existe un invariante de 
cuatro puntos situados sobre una misma recta: lo es la relación compleja (véase 
el § 115). 

Para n J 5 existen ya invariantes de un sistema arbitrario de n pumos. Es no¬ 
table que todos ellos pueden expresarse mediante relaciones complejas. Esta cir¬ 
cunstancia quedará en claro si consideramos el caso más sencillo de n = 5 . 

Sean Ai,, M 2 , Ai,, Ai 4 , Ai, cinco puntos arbitrarios de un plano. Mediante la 
construcción mostrada en la fig. 151, a base de los puntos A/,, M 2 , Ai 3 , Ai 4 , da¬ 
dos podemos definir dos grupos de cuatro puntos cada uno: A#,, Q, M 2 , P y Ai,, R, 
P rectilíneamente dispuestos. Evidentemente, las relaciones complejas 
(M { QM 2 P) =/| y (A/j/^A/jP) =/ 2 son las funciones de los puntos A/,, M 2 , A/ 3 , 
A/ 4 , A/ s ; expresaremos este hecho del modo siguiente 

J\ - I\{My A/j. A/,, Ai 4 , A/ s ) 
y 

fl = / 2 (A/,. Afj. A/j, A/,, Ai,). 

Estas funciones son los invariantes del grupo proyectivo. Efectivamente, sean A/¡, 
A/j, Aij, Aij, Aij un nuevo sistema de cinco puntos y P', Q', R', tres pumos defini¬ 
dos a base de los pumos Ai/, al igual que/», Q, R están definidos a base de los punios 
Ai,. Si cierta aplicación proyectiva convierte ios puntos Ai,. ... , Ai, en puntos Ai¡, 
... . Aij, entonces esta misma aplicación hace pasar los puntos P, Q, R a puntos 
P'. Q'. /í'.porlocual(A/,<2A/ 2 />) = W¡Q'M±P‘)y (M S RM 4 P) - Aijrt'AijP'). 
De tul forma, toda vez que el sistema de puntos Ai.Ai, equivalga proyec¬ 
tamente al sistema A/¡, .✓. , Ai,, tendrán lugar las igualdades ... , 

— /|(A/¡.A/j) y/ 2 (Ai,.Ai,) = / 2 (Ai¡.A/j). Precisamente esto sig¬ 

nifica que/, y/ 2 son invariantes proyeclivos. 


Para evitar la necesidad de considerar los posibles casos especiales, al tratar de los puntos 
arbitrarios cuyo número sea más de dos. convengamos en sobreentender siempre un grupo de 
pumos tal que no tenga tres pumos algunos que se hallen sobre una misma recta. 
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Más aún, es fácil establecer que también viceversa, si tenemos /,(A/,, ... , 

M¡) = /,(M¡.Af() y/ 2 (Af,.Af,) = fJM\ .Aí(), el sistema de cinco 

puntos Af |,..., Mi equivale proyectivamcnte al sistema M\ . M' y En rigor, sean 

Ai,.Af, y Aí¡, ... , M'i dos sistemas de pumos que satisfacen las relaciones 

/,<M,.Ai,) = /,(*#{.«p y/ 2 (Af,. Af,) = /j(iW¡.M$. Pode¬ 

mos construir la aplicación proyectiva M' = f(M) que hace pasar los cuatro pun¬ 
tos Af,, Af 2 , Ai,, Af 4 a cuatro puntos Af¡, M 2 , Mj, M'¿ por esta misma aplicación el 

pumo P se convertirá en punto P'. Según el enunciado, ffM x . Af,) “ 

= /,(AÍ¡. M'i), es decir. {M,QM 2 P) = (Af¡Q'Af 2 F), y por eso la api icación 

M‘ = v(Af) debe transformar el pumo Q en punto Q ‘. De manera análoga, de la 

igualdad/ 2 (Af. M¡) = / 2 (Af¡. Af,) se deduce que la aplicación M' = 

= vKAf) hace pasar el punto R a punto R'. Pero entonces, evidentemente, la aplica¬ 
ción M' = *>(Af) reduce el punto Af } a punto Af,. Con esto mismo queda demostra¬ 
da la equivalencia de los sistemas A#,,... , y Af¡,... , Af$. 

Ahora, supongamos que F(Af,, M¡, Af,, M t , Af,) sea cualquier invariante pro- 
yectivo de cinco puntos. Tomemos un sistema arbitrario de puntos Af,, Af 2 , Af,, 
Af 4 , M¡. deformándolo de modo que las magnitudes M 2 , M } , Af 4 „Af,) y 

/ 2 (Af,_ M 2 , M } , Af 4 , M f ) permanezcan invariables. De cuanto precede resulta que 
lodos los sistemas obtenidos por tal deformación equivalen al sistema de referencia 
y, consiguientemente. Iras esta deformación la función F{M¡, M 2 , Af 4 , Af,) 
conserva un valor invariable. De tal modo, si/j y f 2 adquieren determinados valo¬ 
res numéricos, entonces F también adquiere un determinado valor numérico, por lo 
tanto Fes una cierta función de/, y/ 2 . es decir, Ftiene forma de F = 4>(/‘|,/ 2 ). 

Por razonamientos exactamente análogos se puede mostrar que cualquier inva¬ 
riante proycctivo de F(Af,. M 2 .Af„), si n > 5, se expresa por medio de rela¬ 

ciones complejas. Por ende, a la relación compleja la llaman invariante básico del 
grupo proycctivo. 

§ 162. GRUPOS DE AUTOMORFtSMOS. Sea dado algún grupo de transformaciones 
G de un espacio arbitrario Af. Las transformaciones del grupo G que convierten en 
si mismo (es decir, aplican sobre si mismo) cierto conjunto de puntos U del espacio 
M, se llaman transformaciones automorfas o, dicho en otros términos, automorfis - 
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mos respecto aI conjunto U; los automorfismos pueden desplazar pumos del con¬ 
junto U\ pero solamente de modo que todo punto del conjunto U se desplace a un 
punto del mismo conjunto. 

La colección de todas las transformaciones del grupo G, automorfas respecto a 
un conjunto U, constituye un grupo. 

Efectivamente: 

1) Si cada una de las dos transformaciones del grupo G hace pasar el conjunto U 
a si mismo, entonces el producto de dichas transformaciones es la transformación 
del grupo G, que posee la misma propiedad, es decir, el producto de dos automor- 
fismos es un aulomorfismo. 

2) Si cierta transformación del grupo G convierte el conjunto U en si mismo, en¬ 
tonces la transformación inversa es la transformación del grupo G dotada de la mis¬ 
ma propiedad, es decir, una transformación inversa de un aulomorfismo, es uit 
aulomorfismo. 

A base de lo expuesto en el § 157. estas propiedades individualizan el carácter de 
grupo de la colección de automorfismos. 

§ 163. crupo AFIN. Señalemos sobre un plano proyectivo una recta arbitraria: 
convengamos en llamarla infinitamente alejada, designándola con el símbolo ». La 
colección de transformaciones proyectivas automorfas respecto a la recta o», según 
lo dicho, es un subgrupo del grupo proyectivo. Lo llamaremos grupo afin, llamando 
afin a toda transformación que le pertenezca. 

Evidentemente, las transformaciones afines hacen pasar los puntos finitos del 
plano proyectivo (es decir, los puntos no pertenecientes a la recta ») también a pun¬ 
tos finitos. Por eso las transformaciones afines son asimismo transformaciones 
biunlvocas de un conjunto de puntos finitos del plano proyectivo, es decir, son 
transformaciones biunlvocas del plano proyectivo cortado a lo largo de la recta o°. 

Llamaremos plano afín •' al plano proyectivo sin la recta 6°. 

Procuremos obtener la representación analítica de transformaciones afines. Con 
este objeto, introduzcamos en el plano proyectivo (de cuya consideración acabamos 
de partir) coordenadas homogéneas proyectivas (ar,, jr 2 . x 3 ) de modo que en estas co¬ 
ordenadas la recta oo tenga la ecuación x } = 0. Sea definida por las fórmulas 
px\ = c„x, + c,jr, + c,yr 3> ‘ 

P’ *2 = <21*1 + *22*2 + *23*3- C) 

P ' x 3 = *31*1 + *32*2 + *33*3- 

cierta transformación proyectiva. La referida transformación será affn si de Jt 3 = 0, 
siendo cualesquiera Xj, x 2 , se infiere la igualdad xj = 0 (es decir, si la recta x } = 0 
se aplica sobre si misma). Y para ello es necesario y suficiente que los coeficientes c 31 
y Cj 2 sean iguales a cero. De tal manera obtenemos las representaciones siguientes de 
las transformaciones afines: 

p'x[ = c,,x, + C,j * 2 + c 13 x 3 / 

p ' x 2 = C 2I*I + *22*2 + *23*3- (**) 

_ P' x 3 = *33*3-, 

1 Por su estructura topoiógica. el plano afín no difiere del plano euclldeo. 


24-135 
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Como para lodo punto finito x¡ * 0, el plano afin puede ser aritmetizado total¬ 
mente mediante las coordenadas heterogéneas — = x, —- = y. Por eso huelgan 

las coordenadas homogéneas al investigar el grupo afín. Obtendremos una represen¬ 
tación analítica del grupo afín en las coordenadas heterogéneas si dividimos la pri¬ 
mera y la segunda igualdades de (**) en la tercera y pongamos — - = x, -*?• = y, 

x } x } 

—J- = x',—y- = y'; si en este caso además introducimos las notaciones—'— = a,, 

•*3 x í c ]} 

—— = —— = c , entonces el resultado podrá presentarse en forma de 

C JJ C JJ 


x' = oyx + b¡y + c„| 
y' = a¡x + b¡y + r 2 .J 


Toda transformación del tipo de (A) es afín, pero sólo a condición de 
a, ó, I 

ó = * 0; en el caso contrario esta transformación no será biunivoca. 

a 2 b 2 I 

Dado que las fórmulas (A) contienen seis parámetros, el grupo afín se compone 
de seis términos. 


} 164. invariantes del grupo afín. La geometría del grupo afín se llama afin. 
‘ La geometría afín que estudia las propiedades de figuras y las magnitudes inva¬ 
riantes respecto al grupo afín, relacionadas con dichas figuras, difiere sustancial- 
mente de la geometría proyectiva. Por ejemplo, mientras que en la geometría pro- 
yecliva (sobre el plano proyectivo) dos rectas cualesquiera se intersecan, en la 
geometría afín (sobre el plano afín) existen rectas paralelas. Precisamente, las rectas 
del plano proyectivo convergentes en un cierto punto de la recta t», al cortarse el 
plano proyectivo a lo largo de la recta oo, pasan a ser rectas paralelas del plano afín 
(pues se aleja su punto común al cortarse el plano). Evidentemente, en la geometría 
afín tiene lugar el postulado euclídeo de las paralelas: a través de todo punto que no 
pertenezca a una recta dada, pasa una, y sólo una recta, paralela a la dada. Notemos 
además que sobre la recta afín, al igual que sobre la euclídea, tiene lugar el orden li¬ 
neal de pumos (véase el § 94). 

Abordemos el problema de los invariantes del grupo afin, es decir, de las magni¬ 
tudes geométricas desde el punto de vista de la geometría afín. 

Ante todo, hagamos notar que todos los invariantes proyectivos al mismo tiem¬ 
po son también invariantes afines. En efecto, si cierta función es invariante respecto 
a todas las transformaciones proyectivas, entonces es también invariante en el caso 
de todas las transformaciones afines, pues éstas constituyen una parte de aquéllas. 
Al contrario, existen invariantes afines no proyectivos. 

El principal invariante afín es ¡a relación simple de tres puntos pertenecientes a 
una misma recta. La relación simple de tres puntos Af|(x,, y,), M 2 (x 2 ,y 2 ), M 2 (x 2 ,y 3 ) 
(para designarla, introduciremos el símbolo (M ¡ M 2 M ¡ )) puede determinarse por 
cualquiera de las dos fórmulas* 1 : 


*' Mediante la ecuación de la rectay = kx + /se demuestra fácilmente que las referidas 
fórmulas determinan una misma magnitud. 
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(M,W 2 Wj) = -íi- . = —-— . 

x ¡ - x i >i~ yi 

La invariación de la función se demuestra sin dificultades algunas. 

En rigor, sean M\, M 2 , tres puntos resultantes de los puntos Ai,, M 2 , a con¬ 
secuencia de alguna transformación del tipo de (A). Si designamos por x¡, y/las co¬ 
ordenadas de los puntos M¡, entonces de las fórmulas (A) obtendremos: 

x í ~ *¡ = °i<*2 “ -*i> + *i0- 2 - ^i) = 

= - x¿ + ¿>, 0 -, - y 2 )]. 

Xj - xí = °\( x i - Jfj) + i’iO'j - >2). 

de donde 

= X \ ~ X \ = (A/.MjMj), 
x 3 “ x 2 

precisamente esto significa que la función () es invariante respecto a cual¬ 
quier transformación afín . No existen invariantes afines de tres puntos arbitra¬ 
riamente dispuestos (que no se hallen sobre una misma recta). Esto se explica por 
que tres puntos arbitrarios que no se hallen sobre una misma recta, pueden transfor¬ 
marse aflnmente en tres puntos cualesquiera no pertenecientes a una misma recta 
(enel§ 161 señalamos que el grupo proyectivo no tiene invariantes de cuatro pun¬ 
tos arbitrarios; se demuestra bien análogamente la proposición de que el grupo afín 
desconoce invariante de tres puntos arbitrarios). Para n 2 4 existen invariantes afi¬ 
nes de un sistema arbitrario de n puntos. Es notable que todos ellos puedan expre¬ 
sarse a través de relaciones simples (esto puede demostrarse mediante razonamien¬ 
tos análogos a los aducidos en el § 161). Es por eso que la relación simple de tres 
puntos de una recta se llama invariante básico del grupo afín. 

nota. El plano afin y, correspondientemente, la geometría afin pueden definirse 
de un modo absolutamente independiente de la geometría proyediva, medíanle un 
sistema apropiado de axiomas. 

A saber, puede llamarse plano afín un conjunto de objetos de dos clases: puntos 
y rectas que satisfagan las exigencias de los axiomas de cinco grupos, de los cuales: 

el primer grupo que define las relaciones de pertenencia recíproca entre objetos, 
comprende los primeros tres axiomas del grupo I del sistema de axiomas de la 
geometría euclidiana (5 12) (es decir, los axiomas de dos dimensiones del grupo I); 

el segundo grupo que define el orden de puntos sobre la recta, coincide con el se¬ 
gundo grupo de axiomas de la geometría euclidiana (dado el orden lineal de pumos 
sobre la recta afin, los axiomas afines de orden deben coincidir con los axiomas de 
orden de la geometría euclidiana); 

el tercer grupo contiene el axioma de continuidad de Dcdckind; 
c! cuarto grupo incluye el axioma de paralelismo de Euclides; 
el quinto grupo encierra la proposición de Desargues (cuya formulación ha de 
modificarse un poco, tomando en consideración la existencia de las rectas 
paralelas)**. 


•* Véase D. Hilberl, «Die Grundlagen der Geomelrie». 



372 


Cap. VI. Principios de la leona de grupos en la geometría 


Para definir el espacio afin, hemos de admitir todos los axiomas de la geometría 
tridimensional de Euclides, menos los axiomas de congruencia. 

A su tiempo demostramos que los axiomas que subyacen en la base de la 
geometría elemental, constituyen un sistema completo. Del mismo modo se puede 
demostrar que el sistema de axiomas de la geometría afín es completo. En tanto, el 
sistema de axiomas afines es parte del sistema de Hilbert. A primera vista, esta cir¬ 
cunstancia parece ser paradójica. No obstante, es fácil de explicar. 

Es que la completitud de los axiomas afines (la misma significa que cualquier re¬ 
alización de éstos es isomorfa a una única realización determinada (aritmética, por 
ejemplo)), no impide que se agreguen nuevos axiomas de congruencia a los afines, 
pues JUNTO CON ELLOS SE INTRODUCE TAMBIÉN UNA NUEVA RELACION ENTRE OBJE¬ 
TOS geométricos (a saber, la relación de congruencia). Con este respecto, véase la 
definición de la completitud del sistema de axiomas enunciada en el § 75. 

5 165. GRUPO UNIMODULAR afín. La transformación afín 
x' = a { x + b¡y + c, 
y' = a? + by + c 2 

la llamaremos unimodular si 


Es fácil mostrar que las transformaciones unimodulares afines constituyen un 
grupo. Efectivamente: 

1) El producto de dos transformaciones unimodulares afines es una transforma¬ 
ción unimodular afín. 

Para probarlo, notemos que si la transformación 
=> a,x + b,y + c,. 
y" = + b¡y + e 2 

es el producto de las transformaciones 

x' = + b\»y + c\'\ 

y = a\»x + ¿y, + 40 

y 

X’ = a\ 2 , x' + épV + C^ 1 . 

y" = ofVr' + típy' + c[ 2 >, 

entonces las matrices de estas transformaciones están enlazadas por la relación 



II *> M| = | 

«P éf> 1 

o',’» *y> 

II a¡ b 2 II 1 

a? b?> 1 

4" 4» 


De aquí, para los determinantes de dichas matrices tiene lugar la igualdad 
A = A^A®. p or consiguiente, si A* 1 ’ = ± I y A (2) = ± 1, entonces A = ± 1, 

2) La transformación inversa de una transformación unimodular affn es unimo¬ 
dular afín. 
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Para demostrarlo, baste señalar que las transformaciones afines mutuamente in¬ 
versas tienen matrices mutuamente inversas y, por lo tanto, determinantes 
bium'vocos, es decir, si A, es el determinante de una transformación dada y el de su 

transformación inversa, entonces De aquí, si A, = * I, entonces A 2 = ±1. 

Vemos que la colección de transformaciones unimodulares satisface las dos con¬ 
diciones que determinan, según el § 157, el carácter de grupo de una colección de 
transformaciones. De tal forma, las transformaciones unimodulares constituyen, en 
efecto, un grupo. Lo llamaremos unimodular afín, al igual que la geometría basada 
en él. 

El grupo unimodular affn consta de cinco términos, ya que en el caso de la trans¬ 
formación unimodular los seis parámetros de las fórmulas (*) están enlazados por la 
ecuación o,b 2 — a 2 b , « ± 1 y, por consiguiente, entre ellos hay sólo cinco térmi¬ 
nos independientes. 

Evidentemente, todos los objetos de la geometría afín general al mismo tiempo 
son también objetos de la geometría unimodular afín. Pero en ésta concurreh los 
objetos que no pertenecen a aquélla, pues la clase de los invariantes del grupo uni- 
moduiar afín es más amplia que la de los invariantes del grupo afín general. 

Ahora mostraremos que el grupo unimodular afín posee un invariante de tres 
puntos arbitrariamente dispuestos. Pasen a tres puntos M\{x\, y¡), M 2 (x 2 , y 2 ), 
M)(Xy y'¡) tres puntos arbitrarios de un plano afin M ,(x,, >>,), M 2 (x 2 , y 2 ), M-fXy y 2 ), 
a consecuencia de cierta transformación unimodular afin. Entonces, como se es¬ 
tablece fácilmente por cálculo directo, tiene lugar la igualdad 


1 1 1 

\ a i b > 1 

1 1 1 


i i i 

xr¡ x' 2 x¡ 

■ _ h r 

*1 *2 

— ± 

X, x 2 x } 

y\ yi y¡ 

' °2 b 2 1 

yy yi y¡ 


y> y 2 y, 


De aquí se ve que el valor absoluto del determinante 


I 

>"1 


yi 


i 


>■3 


es el invariante de 


los tres puntos Ai,, M 2 , M y 

En la geometría unimodular afín, a todo triángulo le puede ponerse en 

correspondencia el invariante 


S = valor absoluto - 
2 


I 

x 

y 


i i 



El número S se llama área del triángulo Evidentemente, en la geometría 

unimodular affn se puede definir también el concepto de área de un poligono y de 
área de una figura curvilínea. Precisamente, se puede llamar área de un polígono a 
la suma de áreas de los triángulos que lo componen, y llamar área de una figura 
curvilínea al limite de la sucesión de áreas de los polígonos que aproximan dicha fi¬ 
gura. 

De tal modo, entre los objetos de la geometría unimodular están las áreas de fi¬ 
guras. 
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5 166. GRUPO ORTOGONAL. La transformación afín 
x' = a x x + b^y + c,, - ) 

y' = + V + c 2 ] 

se llama ortogonal si su matriz 

MI 


satisface la condición 


°2 *2 


( 1 ) 

( 2 ) 


AA 1 = I, ( 3) 

donde la virgulilla denota la operación de transposición, e les una unidad, es decir. 


A- = \ 

I a ' MI. 

/ = 

I 1 0 I 

1 

1 ¿>, b 2 \1 


1 0 I 1 


Demostremos que la colección de transformaciones ortogonales posee propieda¬ 
des de grupo. 

1) El producto de dos transformaciones ortogonales es una transformación orto¬ 
gonal. 

demostración. Sean dadas transformaciones ortogonales con las matrices A ¡ y 
A i- su producto es una transformación afín con la matriz/4 = A base de la 

regla de multiplicación de matrices podemos apuntar la identidad 

AA‘ = (A^OIA^,)- = (A l A l HA¡A¡) = A 2 (A,A¡)AÍ. 

De aquí y a consecuencia de las igualdades A,A¡ = /. A^A{ = /, tenemos: 

AA- = A 2 IA{ = AjA¡ = /. 

Con esto mismo queda demostrado lo que se exigía. 

2) La transformación inversa de una transformación ortogonal es ortogonal. 
demostración. Sean A la matriz de cierta transformación ortogonal y 

B = A ~ , la matriz de la transformación inversa de ésta. De la condición de orto- 
gonaltdad A A ' = I se deduce que A ' = A ~ ’. De tal modo, B = A '. De aquí 

BB■ = A-(A')'= A'A = A-'A = /. 

Con esto mismo queda demostrado lo que se exigía. 

De suerte que una colección de transformaciones ortogonales constituye un gru¬ 
po. Lo llamaremos grupo ortogonal. 

De la igualdad (3) se deduce que el determinante de la matriz A es igual a ± I. 
De aquí concluimos que el grupo ortogonal es un subgrupo del grupo unimodular. 

La condición de ortogonalidad apuntada de forma matricial (3) equivale a las 
tres relaciones escalares: 

+ b] = 1 ,' 

°2 + *2 = I- (4) 

a \°2 + * 1*2 = 

Por cuanto el grupo ortogonal proviene del grupo afín al superponerse tres enlaces 
sobre los seis parámetros a¡, b t , c jt el mismo consta de tres términos. 
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A las condiciones de ortogonalidad se puede darles una forma diferente de la (4). 
En rigor, como mostramos más arriba (al probar la ortogonalidad de la transforma¬ 
ción inversa de una transformación dada), la matriz A de la transformación ortogo¬ 
nal satisface la relación 


A ’A = /. 

De aquí tenemos 

oj + = 1, 

+ b\ = 1. 

o,¿>, + a 2 b 2 = 0. 


(4') 


Los sistemas de igualdades (4) y (4’) equivalen uno a otro. 

A diferencia de todos los grupos considerados antes, el grupo ortogonal posee 
invariante de dos puntos. Es invariante, por ejemplo, la función de dos puntos 
W | (X ) ,3>|),M Z (X 2 ,J' 2 ) _ 

= V(jr 2 - x t ? + (y 2 -“Ti?. 

La invariación de esta función puede establecerse mediante cálculos sencillos. A 
saber, sean M J(x¡, y{) y Mj(r 2 , y 2 ) dos puntos obtenidos por la transformación or¬ 
togonal de los puntos y,) y M 2 (. x 2 , y 2 ). Tenemos: 


p(M¡. Afj) = </(*' - x¡) 2 + (y¿ - y¡) 2 = 

= -• *i) + b t (y 2 ~ j’i)! 1 + M*; - *|) + b 2 (y 2 - y,)| ¿ = _ 

= '/(a* + - *|) ¿ + 2(0,*, + <r 2 ¿> 2 )(* 2 - -r,^ - -V,) + (óf + ft£)(y 2 - y,) 1 . 

De aquí, a consecuencia de las relaciones (4') obtenemos: 

p{M¡. Af 2 ) o V(* 2 - ar,) 2 + 0-j - y,) 1 = P(Af,. M 2 ). 

En la geometría del grupo ortogonal la magnitud p(Af,, M 2 ) se llama distancia 
entre los puntos M, y M 2 . La distancia es el invariante básico de dicha geometría, 
pues los demás invariantes pueden expresarse por medio de distancias. 

Al parecer, huelga explicar que la geometría del grupo ortogonal es la geometría 
elemental (eudidiana). 

} 167. comparación DE diversas geometrías. Hemos considerado el grupo 
proyectivo con sus subgrupos básicos: afín, unimodular afín y ortogonal. A estos 
grupos les corresponden las geometrías proyectiva, afín, unimodular afin y elemen¬ 
tal (euclidiana). .* 

Entre los grupos enumerados el más amplio es el que forma la base de la 
geometría proyectiva (el grupo proyectivo), el más estrecho, el que subyace en la ba¬ 
se de la geometría elemental (el grupo ortogonal). Al mismo tiempo, entrre las 
geometrías enumeradas, la proyectiva tiene la clase más pobre en objetos, la elemen¬ 
tal tiene la clase más rica. En la geometría elemental se puede considerar tanto obje¬ 
tos afines (la relación simple de tres puntos de una recta, el paralelismo, etc.) como 
proyectivos (la relación compleja de cuatro puntos, etc.). En la geometría proyecti¬ 
va, al contrario, no se consideran las propiedades propiamente afines de figuras, y 



376 


Cap. VI. Principios de la leoría de grupos en la geometría 


en la afín no se consideran las propiedades métricas, es decir, las propiedades que se 
determinan por la medición de segmentos. 

En general, es evidente que cuanto más amplio es el grupo que forma la base de 
una geometría tanto más estrecha es la dase de objetos geométricos. Eso se entien¬ 
de, pues cuanto más transformaciones contiene un grupo tanto menos relaciones y 
funciones permanecen invariantes tras todas las transformaciones suyas. Mas, en es¬ 
te caso es menester señalar que las propiedades de figuras y las magnitudes rela¬ 
cionadas con las figuras, invariantes respecto a algún grupo, son más «resistentes» 
que las de figuras y las magnitudes invariantes respecto a su subgrupo cualquiera, ya 
que siguen invariables después de diversas transformaciones. 


3. Geometrías de Lobachevski, 
de Riemann y de Euclides 
en el sistema proyectivo 

§ 168. GRUPO DE AUTOMORFISMOS RESPECTO A LA LÍNEA REGULAR DE SEGUNDO 
orden. En esta sección mostraremos que la geometría de Euclides, la de Lobachevs¬ 
ki y la de Riemann son geometrías de ciertos grupos de aulomorfismos proyectivos. 

Sobre un plano proyectivo, sea dada cierta linea regular de segundo orden k. 
Consideraremos el grupo de automorfismos proyectivos respecto a la linea k, es de¬ 
cir, el grupo de transformaciones proyectivas que aplican la linea k sobre sí misma 
(el hecho de que el conjunto de automorfismos arbitrarios constituye un grupo, está 
demostrado en el § 162 ). 

Tienen lugar dos teoremas importantes que siguen: 

teorema a. Si k es una linea oval y A, A’ son dos punios arbitrarios situados en 
el interior de la linea k, entonces existen dos, y sólo dos, automorfismos respecto a k 
que hacen pasar el punto A a punto Aconviniendo la dirección arbitrariamente 
dada del punto A en dirección arbitrariamente dada del punto A'. 

TEOREMA B. Si k es una linea nula, y A, A' son puntos arbitrarios de un plano 
proyectivo, entonces existen dos, y sólo dos, automorfismos respecto a k que con¬ 
vierten el punto A en punto A', haciendo pasar la dirección arbitrariamente dada 
del punto A a dirección arbitrariamente dada deI punto A ' *>. 

demostración del teorema a. Sean aya' rectas que pasan por A y A' catas 
direcciones dadas (fig. 152). Designemos por Cy C' los polos de estas rectas respec¬ 
to a k, por B, el punto en el cual la polar del punto A cruza la recta a, por 8 ', el 
punto en el cual la polar del punto A ' corta la recta o'. El trivértice ,4 SC es autopo- 
lar respecto a *, es decir, todos los lados suyos son polares de los vértices opuestos. 
Una propiedad análoga la posee el trivértice AB'C. 

Introduzcamos sobre el plano un sistema de coordenadas homogéneas proyecti¬ 
vas x 2 , x¡, adoptando el trivértice ABC como trivértice de coordenadas: /1(0, 0, 
1), ñ(l, 0, 0), C(0, !, 0). En estas coordenadas la ecuación de la línea k tendrá forma 
de (véase ei § 134). 

a lt JC í + “lA + "33*3 = 0. 


* La definición de la linea nula y de la oval de segundo orden viene dada en el § 134; en el 
teorema B, el plano proyecitvo ha de concebirse completado por elementos imaginarios, a no 
ser así. el concepto de linea nula no tendrá sentido. 
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AI elegir adecuadamente el pumo de unidades £( 1, 1, I). reduzcamos la ecuación de 
la línea k a la forma de 

*1 + 4 ~ *1 = °- <•) 

Hagamos nolar que precisamente los términos que contienen dos primeras coorde¬ 
nadas, deben llevar signos iguales en la ecuación, pues el punto A (0,0, I) se halla en 
el dominio interior respecto a linea k (para este punto, el primer miembro de la 
ecuación (I) es negativo; véase el § 134). 

Sobre el plano, introduzcamos un nuevo sistema de coordenadas homogéneas 
proyectivas Xj, adoptando el trivértice A', B' . C' por trivértice de coordena¬ 
das de modo que sus vértices tengan las coordenadas siguientes: A ' (0, 0, I), B' (I, 
0,0), C' (0, 1,0). De ser adecuada la elección del punto de unidades E' (I, I, 1), la 
ecuación de la linea k en las coordenadas nuevas tendrá forma de 

x¡ 2 + x¡ 2 - x' 2 = 0. (2) 

(En esta ecuación deben figurar con signos iguales precisamente los términos que 
contienen las primeras dos coordenadas, pues el punto A' (0. 0, I) se halla en el do¬ 
minio interior respecto a la linea *). 

Supongamos que exista un'automorfismo respecto a la línea k, que convierte el 
punto A en punto/!la recta u, en recta a', y una dirección dada, en una dirección 
dada (esto último quiere decir que los pumos situados sobre la recta a en un orden 
cíclico dado, pasan a puntos dispuestos en un orden cíclico dado sobre la recta a'). 
Como en este caso la línea k se transforma en sí misma, el polo de la recta a respecto 
a k debe pasar a polo de la recta a' respecto a k y, la polar del punto A debe conver¬ 
tirse en polar del punto A en otros términos, los puntos ,4, B, C deben convertirse 
en puntos ,4', B'.C' (respectivamente). En tal caso el automorfismo <j> debe repre¬ 
sentarse por las fórmulas 

»'*l = c ll*f P' x í = c 22*2> P' x i = (3) 

donde ar,, A’j, son las coordenadas viejas de la preimagen, x\. x' v x¡ son las coor¬ 
denadas nuevas de la imagen. Transformando la ecuación (2) mediante las fórmulas 
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(3), obtendremos: 

* 11*1 + * 22*2 ~ ^ 3*3 = < 4 ) 

Esta es la ecuación de la preimagen de la línea k en las coordenadas viejas. Como «> 
es un aulomoríismo respecto a la linea A-, las ecuaciones (I) y (4) deben equivaler 
una a otra; de aquí se deduce que deben tener lugar las igualdades 

lc J = C 22 ! = lc M<- 

Por cuanio en las fórmulas (3) el factor p' puede adoptarse arbitrariamente, enton¬ 
ces, sin perder la comunidad, podemos considerar iguales a uno los módulos de los 
números c„, c J2 , c 33 y estimar positivo el número c ( ,. Paraapuniar precisamente las 
fórmulas siguientes, admitamos que la dirección dada en el punto A vaya al domi¬ 
nio de los puntos de la recta AB, para los cuales - 1 > 0, y la dirección dada en el 

Xj 

pumo A ' vaya al dominio de los puntos de la recta A'fí', para los cuales 1 > 0; 

*3 

entonces, necesariamente tiene que haber c J3 > 0, presentándose solamente dos po¬ 
sibilidades: 1) c 11 = I. c J2 = 1, c 33 = 1; 2) c t , = 1, c 2 j = -1, c 33 = 1. De tal 
modo, pueden existir sólo dos automorfismos respecto a k, que satisfacen el enun¬ 
ciado del teorema: 

l)p'x¡ = x„ p'xi = x 2 . p-Xy = Xy (5) 

2 )p'x¡ = x„ p'x 2 = -x j. p'x\ = x y (6) 

Pero es evidente que cada una de estas transformaciones proycclivas efectiva¬ 
mente es un aulomoríismo respecto a k, y cada una de ellas hace pasar el punto A a 
punto A', la recta a, a recta a' , y una dirección dada sobre la recta a, a una direc¬ 
ción dada sobre la recta a'. Con esto mismo queda demostrado el teorema A. 

La demostración del teorema B es la repetición casi literal de la antecedente, al 
cambiar la ecuación xf + x^ - x^ = 0 por la + x;j » 0 (al repetir la de¬ 

mostración antecedente aplicada al teorema B, hay que excluir la mención de los tér¬ 
minos que deben concurrir con signos iguales en la ecuación; esta mención no tiene 
sentido puesto que todos los términos de la ecuación + x% + xf = 0 poseen sig¬ 
nos iguales). 

NOTA. De la demostración del teorema A se ve que cada automorfismo respecto 
a la linea oval k transforma los puntos internos de esta linea también en puntos in¬ 
ternos, ya que, según las fórmulas (5) y (6), para .y, + xf - x% < 0 se tendrá 
x ¡ 2 + Xj 2 - xj 2 < 0. 

El contenido de los teoremas A y B puede enunciarse también del modo siguien¬ 
te; 

1) Cualesquiera que sean dos elementos lineales situados en el interior de la linea 
oval k, existen dos, y sólo dos. automorfismos respecto a ¡a linea k, que superponen 
el primer elemento lineal sobre el segundo. 

2) Cualesquiera quesean dos elementos lineales de un planoproyectivo. existen 
dos, y sólo dos, automorfismos respecto a la linea nula dada k, que superponen el 

*'primer elemento lineal sobre el segundo. 

Una propiedad análoga la poseen los movimientos (a la par con las reflexiones 
especulares) sobre el plano euclidiano. A base de tal analogía llamaremos movi- 
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míenlos proyeclivos a los automorfismos respecto a una línea regular de segundo 
orden k. La línea k que se transforma en sí misma a consecuencia de un movimiento 
proyectivo dado, la llamaremos absoluto del referido movimiento. Denominaremos 
hiperbólicos los movimientos del absoluto oval, elípticos, los del absoluto nulo, 

En la fig. 153 se ofrecen una línea oval y. en su interior, dos elementos lineales 
aplicados a los puntos A y A las rectas, según las cuales están orientados dichos 
elementos lineales, están designadas por aya'. Cada una de las rectas aya' divide 
el interior de la linea k en dos segmentos; los denotamos con/, //y/', II'. De los ra¬ 
zonamientos mediante los cuales fue demostrado el teorema A, se infiere que entre 
dos automorfismos del absoluto k, que superponen el primer elemento lineal sobre 
el segundo, el uno aplica el segmento /sobre el /' y el segmento II, sobre el II', y el 
otro aplica el segmento / sobre el II', el segmento II, sobre el Si el punto A' 
coincide con el punto A, coincidiendo el elemento lineal del punco A' con el ele¬ 
mento lineal del punto A, entonces los automorfismos que superponen el primer 
elemento lineal sobre el segundo, se convierten en automorfismos que dejan inva¬ 
riable el elemento lineal adjunto al punto dado A. Uno de estos automorfismos será 
aplicación idéntica, el otro aplicará el segmento I sobre el II, y el segmento II, sobre 
el /. Este segundo automorfismo es análogo a la reflexión especular euclidiana res¬ 
pecto a una recta. 

8 169. métrica proyectiva. Convengamos en llamar hiperbólica la geometría 
del grupo de movimientos hiperbólicos que tengan un absoluto cómun, elípltca, la 
geometría del grupo de movimientos elípticos con un absoluto común. 

En cualquiera de tales geometrías dos figuras se consideran iguales, o congruen¬ 
tes, si una de ellas se transforma en otra mediante cierto automorfismo respecto al 
absoluto que determina la geometría (es decir, mediante un cierto movimiento pro¬ 
yectivo). Tanto en la geometría hiperbólica como en la elíptica existen invariantes de 
dos puntos. Por ejemplo, es un invariante de dos puntos arbitrarios P. Q la relación 
compleja ( PQUV ), donde U, V son los puntos de intersección de la recta PQ con el 
absoluto, asi como cualquier función de dicha relación compleja. Un interés parti¬ 
cular lo ofrece el invariante del tipo de c ln (PQUV), donde c es constante. Mostra¬ 
remos que el referido invariante posee propiedades análogas a las que caracterizan 
la longitud de segmento en la geometría elemental. Conviene considerar por separa¬ 
do los casos de la geometría hiperbólica y de la elíptica. 

Primero, estudiaremos las propiedades del invariante c ln [PQUV) en la 
geometría hiperbólica. 
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Sea* una curva oval de segundo orden, la cual, en su calidad de absoluto, define 
la geometría hiperbólica; sean P, Q dos puntos arbitrarios situados en el interior de 
la línea k. Como P, Q se hallan dentro de k, serán reales los punios U, V, en los 
cuales la recta PQ cruza la linea k; además, el par P, Q no separa el par U, V. Con 
tal disposición de los puntos P. Q. U. Via magnitud (PQUV) es positiva, por consi¬ 
guiente, In (PQUV) es un número real. Luego, si el sentido del segmento PQ es 
contrario ai del segmento UV, entonces ( PQUV) > I y ln (PQUV) > 0; si coinci¬ 
den los sentidos de los segmentos PQ y UV, entonces (PQUV) < I y ln (PQUV) < 0. 

Supongamos que tenga lugar el primer caso.Tomemos sobre e¡ segmento PQ un 
punto arbitrario R. Por cálculo directo es fácil mostrar que 
(PQUV) = (PRUV) ■ (PQUV) 

Al someter a logaritmación esta igualdad, obtendremos la relación 

ln (PQUV) = ln (PRUV) + ln (RQUV). (•) 

La disposición de los puntos supuesta por nosotros hace que (PQUV) > I, 
(PRUV) > I y (RQUV) > J, consiguientemente, todos los términos de la igualdad 
(*) son positivos. 

Si los segmentos PQ y UV tienen una misma dirección, entonces todos los térmi¬ 
nos de la igualdad (*) son negativos. En ambos casos, de (*) se deduce que 

Iln (PQUV)i = lln (PRUV)) + \\n(RQUV)\. 

De tal forma, si con un segmento arbitrario PQ situado dentro del absoluto k, com¬ 
paramos un número positivo 

p(PQ) = le ln (PQUV )\, 

entonces en este caso 

1) con segmentos congruentes se compararán números iguales, pues p(PQ) es el 
invariante de los automorfismos del absoluto k\ 

2) los números comparados con el segmento PQ y con trozos del mismo PQ y 
RQ, satisfarán la igualdad 

p(PQ) = P(PR) + P(RQ). 

Por las mismas propiedades se caracteriza la longitud de segmento en la 
geometría elemental. A base de esta analogía, llamaremos longitud del segmento 
PQ al número positivo p(PQ) en la geometría hiperbólica del absoluto k. 

Junto con el número positivo p(PQ), se puede comparar con el segmento ar¬ 
bitrario PQ el número relativo 

s(PQ) = c ln (PQUV), 

el cual, en el caso de ser real la constante c, coincide con la longitud p(PQ) del seg¬ 
mento PQ, o difiere en signo de ella. 

Ahora, pasemos a la consideración del invariante c ln (PQUV) en la geometría 
elíptica. 

El absoluto de la geometría elíptica denotado por k, constituye una línea nula de 
segundo orden; se define en las coordenadas proycclivas mediante una ecuación con 
coeficientes reales, pero consta exclusivamente de puntos imaginarios. Cualesquiera 
que sean los puntos reales P, Q sobre el plano proyectivo, los puntos U, V en los 
cuales la recta PQ cruza el absoluto, son imaginarios, en este caso las coordenadas 
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del punto U son números complejos conjugados con las coordenadas del punto V. 
Es fácil mostrar que para estas condiciones la relación compleja (PQU V) es un nú¬ 
mero complejo con el módulo igual a uno. En efecto, si introducimos sobre la recta 
PQ un sistema de coordenadas no homogéneas proyeclivas, designando con p, q, u, 
v las coordenadas de los puntos P, Q. U, V, entonces u = a + 0i, v = a — & y 


(PQUV) = U ~ P ■ V ~ P = t(° ~ P) + 0‘MQ ~ a) + 

q - u ' q - v [<« - p) - /Ji] (q - or) - fil) 

Vemos que la relación compleja ( PQUV) es el cociente de dos números complejos 
conjugados, por consiguiente, l(PQUV)l = I. 

Al igual que todo número cuyo módulo es igual a I, la relación compleja 
(PQUV) puede representarse en forma de 

(PQUV) = é*. 

donde v> es una magnitud real determinada con la exactitud hasta el sumando 
± 2 rk(k =1,2, ...). De aquí se deduce que In (PQUV) = iy> es una magnitud pu¬ 
ramente imaginaria y polidígito. 

De tal manera, si tomamos una constante puramente imaginaria c, entonces 
con el segmento arbitrario PQ se comparará una magnitud real polidigita 

s(PQ) = c\n(PQUV). (•*) 

Para comparar un determinado valor de esta magnitud con el segmento arbitrario 
PQ, consideremos un punto variable real X sobre la recta proyectiva que contiene el 
segmento PQ dado. Adoptemos (PXUV) = Para X = P tenemos: 

(PPUV) =1 y 6 = 0 0 = ... = — 4x, -2x. 0, +2x, +4x. ... ; 

si X ocupa una posición arbitraria dentro del segmento PQ, entonces a base de la 
ecuación ( PXUV) = e' 9 se determina un conjunto numerable de valores correspon¬ 
dientes de 6. Al aproximarse X hacia el punto P, sin abandonar el interior del seg¬ 
mento PQ, cada uno de estos valores se aproxima hacia un determinado valor 0 Q . 
Denotemos con 0 el valor de 9 que se aproxima hacia 0 Q = 0, llamándolo principal. 
Convengamos también en llamar valor principal ln (PQUV) al limite, hacia el cual 
tiende la magnitud 6 en el caso de tender X hacia el pumo Q, permaneciendo dentro 
del segmento PQ. 

Ahora, con cada segmento PQ, podemos comparar un número real bien deter¬ 
minado 

s(PQ) = c[a(PQUV), (••) 

donde c es una constante imaginaria, ln (PQUV) es el valor principal del logaritmo 
natural de la magnitud (PQUV). 

Evidentemente, en este caso 

1) con segmentos congruentes se compararán números iguales, ya que s (PQ) es 
el invariante de los automorfismos del absoluto 

2) los números comparados con el segmento PQ y con los trozos de este segmen¬ 
to PR y RQ, al tener signos ¡guales, satisfarán la igualdad 

s (PQ) = j (PR) + s (RQ). 

Estas propiedades del invariante s(PQ) permiten llamar al número \s(PQ)\ lon¬ 
gitud del segmento PQ en la geometría elíptica con el absoluto k. 
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Notemos de paso que en la geometría elíptica la longitud de toda una recta pro- 
ycctiva, que sea igual a la del segmento PQ con los extremos unidos, se expresa por 
el número 2rrl el. 

Una vez determinada la longitud de segmento en las geometrías hiperbólica y 
elíptica, es natural determinar en estas geometrías la distancia entre dos puntos. 

En la geometría hiperbólica cuyo campo es el dominio interior del absoluto, lla¬ 
maremos distancia entre dos puntos a la longitud del único segmento que une los re¬ 
feridos puntos. 

En la geometría elíptica cuyo campo es todo el plano proyectivo real* 1 , llamare¬ 
mos distancia entre dos puntos a la longitud del menor de dos segmentos definidos 
por dichos puntos. 

Tanto en la geometría hiperbólica como en la elíptica la distancia p(X, T) entre 
los puntos arbitrarios X, Y posee las propiedades siguientes: 

1 )P(X. >0 = 0. 

2) p(X, Y) = p(Y. X) > 0, si x * Y. 

3 ) p(X. Y) + p(Y.Z) 2 p(X, Z). 

Dicho en otros términos, la magnitud p(X, V) tiene propiedades básicas inherentes a 
la distancia en el espacio euclidiano. 

Omitimos la demostración de las propiedades I) — 3) (sólo la última propiedad 
requiere demostración; las dos primeras son evidentes). 

La definición de las longitudes de segmentos y de las distancias entre puntos, in¬ 
variantes respecto al grupo de automorfismos del absoluto k, descrita en el presente 
párrafo, la llaman métricaproyecliva, dándole los calificativos elíptica o hiperbóli¬ 
ca, en función de la clase del absoluto. 

,nota. Por cuanto el grupo de automorfismos del absoluto k según los teoremas 
A y B, es transitivo respecto a elementos lineales, podemos introducir el proceso de 
medición de longitudes tanto en la geometría hiperbólica como en la elíptica. Para 
ello, ante todo, ha de elegirse algún segmento AB por unidad de medida. Cual¬ 
quiera que sea el otro segmento PQ, existe (a consecuencia de los teoremas A y B) 
un automoríismo del absoluto k que aplica el punto A en el punto P y convierte la 
dirección del segmento AB en la dirección del PQ. Si en este caso el punto B se apli¬ 
ca en el punto P, situado dentro del segmento PQ, entonces sobre el segmento PQ 
quedará trazado el segmento PP, congruente desde el punto de vista de la geometría 
del absoluto k al segmento AB. Trazando después el segmento P t P 2 a AB sobre el 
segmento P¡Q y luego el segmento P 2 P } o AB sobre el P 2 Q,etc., determinaremos 
cuántos segmentos congruentes al segmento AB contiene el PQ. Así se hallará la 
parte entera de la longitud del segmento PQ. Luego podrán hallarse las décimas, 
centésimas, etc. de longitud. 

Se entiende que la longitud determinada mediante esta medición, se expresará 
por el número c In ( PQUV), donde U, Y son los puntos de intersección de la recta 
PQ con el absoluto k. En este caso el valor de la constante c está sujeto a la elección 

de la unidad lineal AB, a saber, c = -. 

In (ABUY) 

'* Hagamos recordar al lector que en la geometría elíptica el absoluto es una línea nula que 
consta de pumos imaginarios y no divide el plano proyectivo real en dominios algunos. 
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§ 170. Mostremos que la geometría hiperbólica dentro del absoluto oval es la 
geometría de Lobachevski. 

Con este objeto, tomemos alguna línea ova! de segundo orden designándola con 
k. Convengamos en llamar puntos hiperbólicos y rectas hiperbólicas a los elementos 
de la geometría hiperbólica determinada por el absoluto k. Los puntos hiperbólicos 
son puntos del plano proyectivo situados dentro de k; las rectas hiperbólicas son 
segmentos de rectas proyectivas. ubicados dentro de k, es decir, son cuerdas de la 
línea k. Los puntos de la propia linea k no se estiman como objetos hiperbólicos, 
por ende, los segmentos que representan rectas hiperbólicas son abiertos (no con¬ 
tienen sus extremos propios). 

Las relaciones de pertenencia recíproca de objetos hiperbólicos satisfacen los re¬ 
quisitos del grupo I de axiomas de la geometría euclidiana. En rigor, al interpretar 
adecuadamente las propiedades más simples de las cuerdas de una linea de segundo 
orden, hallamos que: 

1) A través de dos'puntos hiperbólicos cualesquiera pasa una recta hiperbólica. 
En esto reside la exigencia del axioma I, 1. 

2) A través de dos puntos hiperbólicos cualesquiera pasa sólo una recta hiperbó¬ 
lica. En esto radica la exigencia del axioma I, 2. 

3) Sobre toda recta hiperbólica existen dos puntos hiperbólicos (inclusive una in¬ 
finidad de puntos hiperbólicos); existen tres puntos hiperbólicos que no se hallan 
sobre una misma recta hiperbólica. En esto consiste la exigencia del axioma 1,3. 

Los demás axiomas del grupo I tienen un carácter espacial y no se toman en con¬ 
sideración en la geometría de dos dimensiones. 

Luego, como sobre un segmento abierto los puntos están dispuestos en orden li¬ 
neal, en la geometría hiperbólica, dentro de k, se cumplen los requisitos de los 
axiomas II,I — 11,3. El axioma de Pasch 11,4 es válido en la geometría hiperbólica 
asi como lo es sobre el plano proyectivo (véase el § 89). 

De tal modo, en la geometría hiperbólica resultan cumplidos los requisitos de to¬ 
dos los axiomas de orden. 

Abordemos los axiomas de congruencia. 

En la fig. 1 54 aparecen dos segmentos hiperbólicos AB y A'B' y dos ángulos hi¬ 
perbólicos (h, k) y \h', k'). En la geometría hiperbólica, c) segmento AB se conside¬ 
ra congruente al segmento A B', si existe un automorfismo del absoluto k, que 
aplique el segmento AB sobre el A B'; ¿(h, k ) se considera congruente al z(h - , 
k'), si existe un automorfismo que haga pasar las semirrectas hiperbólicas h, k a se¬ 
mirrectas hiperbólicas h'k'. Del teorema A demostrado en el § 168 se infiere que 
sobre toda recta hiperbólica, en cada sentido respecto a cualquier punto de la mis¬ 
ma, se puede trazar un segmento congruente a un segmento arbitrario dado, y que a 
cada semirrecta, desde cualquier lado de esta, se puede aplicarle un ángulo 
congruente a un ángulo arbitrariamente dado. 

De tal manera, a consecuencia del teorema A. en la geometría hiperbólica resul¬ 
tan satisfechas las exigencias básicas de los axiomas III. I y III, 4. Dado el carácter 
de grupo del conjunto de automorfismos, dos segmentos congruentes a un tercer 
segmento, son congruentes entre sí; con esto mismo queda satisfecha la exigencia 
del axioma III, 2. 

Mediante un análisis no complicado podemos cerciorarnos de que los demás re¬ 
quisitos de los axiomas de congruencia también están satisfechos en la geometría hi¬ 
perbólica (no vamos a aducir este análisis). 
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Al fin, en la geometría hiperbólica es válido el principio de continuidad de Dede- 
kind, puesto que el mismo se realiza sobre toda recta proyectiva. De aquí y del te¬ 
orema 41 (del § 23) se desprende que en la geometría hiperbólica son válidas las pro¬ 
posiciones de Arquimedes y de Cantor. 

Asi pues, en la geometría hiperbólica del dominio interior del absoluto k se satis¬ 
facen las exigencias de todos los axiomas I — IV. Pero entonces, según sabemos, 
debe satisfacerse el requisito del axioma sobre las paralelas de Euclides o el del 
axioma sobre las paralelas de Lobachevski. Por lo visto, tiene lugar el segundo caso. 
Efectivamente, a través de un punto arbitrario A dentro de la linea k pasa una infi¬ 
nidad de cuerdas que no cruzan la cuerda dada o (fig. 155), y esto quiere decir que 
en la geometría hiperbólica a través de todo punto pasa una infinidad de rectas sin 
cruzar la recta hiperbólica dada. 

A base de todo lo expuesto llegamos a la proposición siguiente: la geometría hi¬ 
perbólica del interior de un absoluto oval es la geometría no euclidiana de Lo¬ 
bachevski. 

5 171. Es interesante considerar cómo son los diversos hechos de la geometría de 
Lobachevski a! interpretarse dentro del absoluto k. 

Señalemos algunos de ellos. 

Por ejemplo, la recta hiperbólica h es perpendicular a la recta hiperbólica p si 
pasa a través del polo de la recta p respecto al absoluto k sobre ¿1 plano proyectivo. 

En rigor, sean h y p rectas hiperbólicas que se intersecan en el punto Q; además, 
la recta h, siendo prolongada desde el interior del absoluto k, pase a través del polo 
P de la recta p (fig, 156). Apliquemos armónicamente el plano proyectivo sobre si 
mismo, eligiendo por el centro de esta aplicación el punto P y, por el eje, su polar p. 
De la definición de la polar y de la aplicación armónica (véase el § 131 y la nota al fi¬ 
nal del § 106) se deduce que en el caso de la aplicación señalada, los segmentos del 
interior del absoluto k partidos por la recta p. se convierten unos en otros. De tal 
manera, respecto a la línea k, la referida aplicación es un automorfismo el cual, des¬ 
de el punto de vista de la geometría hiperbólica, puede considerarse como reflexión 
especular respecto a la recta p. 

Luego, es evidente que los trozos de la recta h partidos por el punto Q, se aplican 
uno en otro, mientras la recta p permanece inmóvil. Por consiguiente, los ángulos 
adyacentes definidos por las rectas h y p. desde el punto de vista de la geometría hi¬ 
perbólica del absoluto k, son congruentes uno a otro, y entonces la recta h es per¬ 
pendicular a la recta p. 

Notemos de paso que el principio de reciprocidad, conocido en la teoría de pola¬ 
res, (que dice; si una recta contiene el polo de la otra, entonces ésta contiene el polo 
de la primera) en la geometría hiperbólica significa el carácter reciproco de la pro- 
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piedad de perpendicularidad de dos rectas (si una recta es perpendicular a otra, en¬ 
tonces ésta es perpendicular a la primera). 

Detengámonos en la interpretación de las equidistantes y los oriciclos conocidos 
en la geometría no euclidiana (véanse los §§ 36 — 40). 

Sea k x una línea oval de segundo orden que se halla en el interior del absoluto k y 
toca el absoluto en los puntos de su intersección con la rectap (fig. 157). Evidente¬ 
mente, en el caso de la reflexión especular hiperbólica respecto a cualquier recta que 
pase a través del punto P (éste es el polo de la recta p respecto al absoluto), la linea 
k t se aplica sobre si misma. Por lo tanto, todas las cuerdas de la linea orientadas 
hacia el punto P, son segmentos hiperbólicamente congruentes; además, la recta p 
es perpendicular a estas cuerdas, partiéndolas por la mitad. Por eso, la linea k , des¬ 
de el punto de vista de la geometría hiperbólica, es una equidistante con el eje p. Si 
ambos puntos de adherencia de la línea *, al absoluto se convierten en uno solo, en¬ 
tonces, en el límite, la linea se convierte en oriciclo. No nos detendremos en la 
demostración de esta última circunstancia. 

Otros ejemplos numerosos de interpretación hiperbólica de los hechos no eucli- 
dianos los podrá hallar el lector en el libro de Baldus «Nichteuklidische Geometrie». 

§ 172. Ahora, demostremos que la geometría elíptica es la geometría de 
Riemann (véanse los §§ 63 — 68). 

Supongamos que el plano proyectivo, sobre el cual se establece la geometría 
elíptica, constituya un plano infinitamente alejado del espacio euclidiano E comple¬ 
tado por elementos infinitamente alejados. En el espacio euclidiano E, sea dado un 
sistema de coordenadas cartesianas x, y, z con el origen en el punto O. Partiendo de 
estas coordenadas, deduzcamos coordenadas homogéneas jr,, x 2 , x Jt x 4 (véase el 
§ 102). Consideremos que el espacio E está completado no sólo por elementos infi¬ 
nitamente alejados, sino también por imaginarios (véase el § 127). 

La ecuación x 4 = 0 define un plano infinitamente alejado. La ecuación 
*2 + x§ + = 0 define sobre el referido plano una linea nula de segundo orden. 

Tomémosla por el absoluto de la geometría elíptica sobre el plano x t = 0. Al mis¬ 
mo tiempo, establezcamos sobre este plano las relaciones básicas de la geometría de 
Riemann asi como se hizo en el § 67. Tenemos que establecer la identidad entre estas 
dos geometrías. 

Al comparar las relaciones de enlace y de orden en estas geometrías, nos cer¬ 
cioraremos de que éstas son idénticas (iguales a las relaciones de enlace y de orden 
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en la geometría proyecliva). Queda aclarar la cuestión de congruencia de figuras: a 
saber, hay que mostrar que dos figuras del plano at 4 = 0, congruentes en el sentido 
de la geomelrfa elíptica, serán congruentes también en el sentido de la geometría de 
Riemann, y a la inversa. Dicho en otros términos, hay que mostrar que toda trans¬ 
formación de los puntos det plano x t = 0, la cual es un movimiento en el sentido de 
la geometría elíptica, será un movimiento en el sentido de la de Rietnann, y vicever¬ 
sa. 

Consideremos alguna esfera *, suponiendo que su centro esté en el punto O. 
Comparemos con un punto arbitrario M del plano r ( = 0 un par de pumos 
diametralmeme opuestos de la esfera k, que resultan al proyectarse el pumo M del 
centro de la esfera*. Comparemos con una figura arbitraria fdel plano at 4 = Ouna 
figura que pertenezca a la esfera k y conste de pares de puntos diametralmeme 
opuestos correspondientes a los puntos de la figura F. De acuerdo con el § 67, dos 
figuras del plano a: 4 = 0 se estiman congruentes en el sentido de la geometría de 
Riemann si son congruentes las figuras correspondientes a ellas sobre la esfera k. De 
aquí se deduce que sobre el plano jr 4 = 0 todo movimiento en el sentido de la 
geornetria de Riemann constituye tal transformación de pumos que las imágenes y 
prcimá^enes son proyecciones de las imágenes y preimágenes resultantes de cierto 
giro de la esfera k alrededor del centro o de una cierta reflexión especular de la esfe¬ 
ra* respecto al plano diametral. 

Ahora, notemos que todo giro de la esfera * alrededor del centro o la reflexión 
especular de la referida esfera respecto al plano diametral, se define en coordena¬ 
das cartesianas por las fórmulas del tipo de: 

x' = r,,* + c l2 y + c„z, 

y' = v + w + c 23*- (i) 

*' = C 3I* + c ay + 

donde x ‘, y ‘, z' son las coordenadas de la imagen, x, y, z, las de la prcimagen. En 
las fórmulas (I) los coeficientes están enlazados por la condición de 

x' 2 + y’ 2 + z' 2 = r 2 + / + z 2 . ( 2 ) 

Si x, y, z son las coordenadas cartesianas de algún pumo sobre la esfera *, entonces 
la proyección del referido pumo sobre el plano xr 4 = 0 liene como coordenadas ho¬ 
mogéneas los números x¡, x 2 , x } proporcionales a a\ y, z (véase el § 102). De aquí se 
infiere que sobre el plano * 4 = 0 todo movimiento en el sentido de la geornetria de 
Riemann se define por las fórmulas del género de: 

px\ = c tl x, + c l2 x 2 + c.yrj, 
px i = c 2l x, + c 22 r 2 + c 2j x } , 
px i a c sr*i + c u*z + íjjXj. 

donde a-,', xj, xj son las coordenadas de la imagen, x 2 , Jt 3 son las de la preimagen. 
p es cualquier número desigual a cero. A consecuencia de la identidad (2), toda vez 
quejrJ + .rf + x¡ = 0. se tendrá también x' t 2 + x 2 2 + Arj 2 = 0. De tal forma, 
sobre el plano at 4 = 0 todo movimiento en el sentido de la geometría de Riemann es 
una transformación proyecliva automorfa respecto a la línea nula 

+ *2 + *3 = Con esto queda demostrado el hecho de que sobre e! plano 
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* 4 = 0, lodo movimiento en el sentido de la geometría de Ricmann será también un 
movimiento en el sentido de la geometría elíptica con el absol' to 
xf + x| + x^ = 0 . Demostremos lo recíproco, es decir, que todo movimiento et. el 
sentido de la geometría elíptica es un movimiento en el sentido de la de Riemann. 
Consideremos algún movimiento en el sentido de la geometría elíptica, designándo¬ 
lo con el símbolo/. En el planox, = 0, tomemos un punto arbitrario M y una recta 
arbitraria orientada a que pase por M. El movimiento / convierte el punto M en 
cierto punto M' y la recta orientada a. en cierta recta orientada a'. Sean/, y/ 2 dos 
movimientos cu el sentido de la geometría de Ricmann. cada uno de los cuales con¬ 
vierte MenMyaena'. Conforme a lo demostrado más arriba,/, y/ 2 son movi¬ 
mientos en el sentido de la geometría elíptica. Pero en la geometría elíptica existen 
sólo dos movimientos que transforman M en M' y o en a' (véase el § 168, el teore¬ 
ma B). Por consiguiente, / coincide con/, o con/ 2 , es decir, un movimiento ar¬ 
bitrariamente adoptado en el sentido de la geometría elíptica es un movimiento en el 
de la geometría de Riemann. Así pues, sobre el planox 4 = 0, un conjunto de lodos 
los movimientos en el sentido de la geometría elíptica coincide con el conjunto de 
todos los movimientos en el sentido de la geometría de Riemann, Con esto mismo 
queda demostrada la identidad entre las referidas geomclrias. 

8 173. GRUPO DE KLEIN. Ahora, mostraremos que la geometría de Euclides tam¬ 
bién es la geometría de un grupo de automorfismos proyectivos. 

Sobre un plano proyectivo, tomemos alguna recta, designándola con el símbolo 
oo; sobre », tomemos dos pumos imaginarios cualesquiera /, e / 2 que posean coor¬ 
denadas complejas conjugadas en un sistema arbitrario de coordenadas homogéne¬ 
as proyectivas. 

Para hacer cómodos los cálculos siguientes, supongamos que el sistema de coor¬ 
denadas se haya elegido de modo que la ecuación x } = 0 represente la recta <», y los 
números (1, ¡, 0) y ( 1 , —i, 0) sean las coordenadas de los puntos /, e / 2 . 

Consideraremos la colección de transformaciones proyectivas automorfas res¬ 
pecto al par de puntos /, e / 2 . Llamaremos la referida colección (según el § 162, es 
un grupo) grupo de Klein. 

Procuremos obtener representaciones analíticas de los automorfismos de Klein. 
Para ello, en primer lugar, notemos que todos los automorfismos de Klein al mismo 
tiempo son automorfismos respecto a la recta x } = 0, por eso pueden representarse 
analíticamente por las fórmulas 

p'x{ = c„x, + c, >x 2 + C.jXj, 

»' x 7 = C 2l X l + *22*2 + *23*3- O 

°' X Í = *33*3 

(más detalles al respecto véanse en el § 163). 

Luego, debemos lomar en consideración dos posibilidades: 

1) el automorfismo puede dejar fijo cada punto /, e / 2 ; 

2) el automorfismo puede hacer pasar el punto /, a punto / 2 y el punto / 2 , a pun¬ 
to /,. 

En el primer caso, poniendo en las ecuaciones (•) primero 

x, = 1, x 2 = i, x 3 = 0, x¡ = I. x{ = i, x¿ = 0, p- = p,. 
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luego 


— 1, 

x 2 = -i, x } = 0, x¡ = 

1, x' 2 = -i, Xj = 0, p' m p 2 , 

obtendremos: 



y 

P, = e„ + «c 12 . 

p,( = C 2 , + ¿Cjj 

De aquí 

*2 = C ll “ ic w 

-»2'- C 2I “ ¡C 22- 


C 2I = “ C I2" 

C 22 ~ C ll" 

En el segundo caso, poniendo en las ecuaciones (•) primero 

x | = 1. 

x 2 = '• X 1 = ®. x ¡ = 

1. x- 2 = -i. xj = 0. p' = a,. 

después 



x, = 1, 

x¡ = Xj =0. X¡ : 

= 1, x 2 = i, xj = 0, p' = o 2 . 

hallaremos: 

e, = C„ + »c |2 . 

-e,f o c 2| + ic 22 

y 

De aquí 

°2 = C|1 ~ *12- 

"i = c 21 - ic 22 . 

C 2I = c |2* 

C U = ~ c lf 


De tal modo, tas fórmulas que representan los automorfismos de Klein, necesa¬ 
riamente tienen la forma siguiente: 

P' x í = c ll*l + + c l¡*v 

P' x 2 = * c 12*l * C H X 2 + c 23*3- (**> 

P' X Í = C 3Í* 3 . 

correspondiendo los signos superiores de la segunda linea a los automorfismos de 
primer tipo, y los inferiores, a los de segundo tipo. Es también del todo evidente que 
estas fórmulas, cualesquiera que sean los valores de sus parámetros, definen los 
automorfismos de Klein; en rigor, si en las fórmulas (**> ponemos x, = I, 
x 2 ~ *'’ x 3 = 0. entonces obtendremos x[ :xj:xj = I: */: 0. Por consiguiente, 
se ha encontrado la representación analítica del grupo de Klein en coordenadas ho¬ 
mogéneas. 

Con el propósito de considerar el grupo de Klein sobre un plano afín obtenido 
mediante el corte del plano proyectivo a lo largo de la recia Xj = 0 y para todos los 
puntos del cual x } * 0, pasaremos a las coordenadas no homogéneas. Adoptemos 



dividiendo término a término las primeras dos igualdades (**) por la tercera. Ob¬ 
tendremos las relaciones 

*' = SlL x + .flLy + Su., y- = *Sn. x ± ÜL, + . 

C 33 C 31 C J3 c 33 C J3 C J3 
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Si apuntamos los parámetros de otro modo, suponiendo 

c, i c, 2 c n 

—— = r eos y>, = — r sen y», —= u, 

C 33 c 33 c 33 


-^ = v. 

C33 


entonces las igualdades precedentes podrán presentarse de la forma siguiente: 


x' = r(x eos ifi — y sen y>) + u, 
y' - r(±x sen y> ± y eos y>) + v. 


C”) 


De estas fórmulas se ve que el grupo de Klein coincide con la colección de tales 
transformaciones del plano euclidiano que se obtienen mediante la combinación de 
movimientos, reflexiones especulares y la variación en r veces de distancias entre to¬ 
dos los puntos. Tales transformaciones se llaman transformaciones de semejanza. 

De tal forma, tiene lugar la proposición fundamental que sigue: •' 

Si se consideran equivalentes figuras semejantes de! plano euclidiano, entonces 
la geometría euclidiano puede estimarse como geometría deI grupo de Klein. 

Hagamos constar que una colección de rectas imaginarias que pasen por el pun¬ 
to /, o por el punto 7 2 , constituye un haz degenerado de segunda clase. Por cuanto 
éste se aplica sobre sf mismo a raíz de todas las transformaciones del grupo de Klein, 
lo llamaremos absoluto del referido grupo. Aplicando este término, podemos decir 
que la geometria de Euclides es la geometría del grupo de automorfismos respecto a 
una absoluto degenerado. 

{ 174. PROPIEDADES DE LOS PUNTOS CÍCLICOS Y FÓRMULA DE LAGUOKKE. Ahora 
partiremos de la consideración del plano euclidiano. Sobre éste, introduzcamos las 
coordenadas ortogonales cartesianas x, y y luego las coordenadas homogéneas 
x 2 , Xj, estimando que el punto de las coordenadas cartesianas x, y tiene coordenadas 
homogéneas x,, x 2 , x 3 (x 3 * 0), si x, : x 3 = x, x 2 : x 3 = y. Al fin, completemos el 
plano euclidiano por una recta infinitamente alejada x 3 = 0. Los puntos 7,(1, 1 , 0)c 
7 2 (1, —i, 0) se llaman puntos circulares o cíclicos del plano euclidiano completado. 
Se denominan así por ser puntos comunes de todas las circunferencias. Efectiva¬ 
mente, en las coordenadas homogéneas, la ecuación de cualquier circunferencia 

xf + x§ + 2/lXjXj + íflXjXj + Cx§ = 0 (•) 


se satisface si x, = l.x 2 = ±i,x } = 0, por consiguiente, la circunferencia (*) pasa 
por los puntos /, e / 2 . 

Las rectas imaginarias que pasen por un punto cíclico, se llaman isótropas o 
mínimas. 

La ecuación de la recta que pase por el punto 7,, tiene la forma de 
x, + ¿x 2 + cx 3 = 0; la ecuación de la curva isótropa que pase por el punto 7,, tiene 
la forma de Xj — tx 2 + cx 3 = 0. En las coordenadas no homogéneas, las rectas 
isótropas se definen por las ecuaciones del tipo de 

y = ix + I 


Es notable que la distancia entre dos puntos finales cualesquiera de una recta isótro¬ 
pa es igual a cero. En efecto, si X t ( Xj. jr,) y X 2 (x 2 ,y 2 ) son dos puntos finales de una 
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recia isótropa, entonces 

Vi - y\ *> ~ r i)- 

de donde 

P(X,,X¡) = V(x 2 - jr,) 2 + 0- 2 - y,) 2 = (x 2 - x l )'/m ¡ = 0. 


Precisamente merced a la propiedad referida las rectas isótropas se llaman mínimas. 
Evidentemente, a través de lodo punto real (*„, y¿> pasan dos rectas isótropas 
y - y 0 = ±Hx - xj; 

designémoslas con7, yj 2 . Sean u, y u 2 dos rectas reales que pasan por (x ü , y 0 ), con 
los coeficientes angulares y k 2 . Podemos componer una relación compleja de dos 
pares de rectas u 2 yj,.j 2 . valiéndonos de la fórmula deducida en el § 119: 


í'WVá) 




k 2 + i 


Esta magnitud constituye el invariante del grupo de Klein, y es natural que postule¬ 
mos una relación existente entre ella y el valor euclídeo del ángulo formado por las 
rectas ir, y u 2 . Efectivamente, al denotar la magnitud t («,, u 2 ) con v> de modo que 


18 v» = 


*2 ~ *l 

I + k,k 2 ’ 


y 1 al efectuar las transformaciones (se aducen a continuación) del segundo miembro 
de la igualdad précedentc, hallaremos: 


(*W| h) 


i ~ *| . -i - *, 
* 2 - I ' + i 


(« ~ *|)(* 2 ~ 0 
(*2 — /)(“/' — * ( ) 


*t*2 1 ~ '(*2 — *|) _ I - i t g íp _ eos -p — / sen <p 
* 1*2 + 1 + ^*2 — *|) 1 + > 'g 9 eos y» + / sen <p 


De aquí -2 i? = ln(u t u 2 j t j 2 ) y 

V = j Hu x u 2 j x j¿. (••) 

La fórmula (**) conocida por fórmula de Laguerre representa el ángulo euclídeo co¬ 
mo un invariante proyectivo. Es análoga a las fórmulas que expresan la longitud de 
segmento en la geometría hiperbólica y la elíptica (véase el § 169). La fuente de esta 
analogia radica en el principio de dualidad (más detalles véanse en Klein , 
Nichl—Euklídische Geometrice, cap. VI). 

A base de lo expuesto en los últimos párrafos, el lector pudo cerciorarse de que 
los métodos de la teoría de grupos reducen a un esquema único los sistemas ge¬ 
ométricos más principales (de Euclides, de Lobachevski, de Ricmann), permitiendo 
asi ver algo consubstancial en lo que, al parecer, es contrario. 



Capítulo VI / 

ESPACIO DE MINKOWSKI 

I. Espacio afin multidimensional 

8 175. El objeto principal del presente capítulo es el espacio de Minkowski; 
dicho espacio ofrece un interés considerable desde el punto de vista del aparato ma¬ 
temático de la física, por estar enlazado directamente con las ecuaciones de la teoría 
especial de la relatividad. El espacio de Minkowski constituye un espado afin con 
cierta métrica particular, es decir, un espacio afin en el cual están determinadas de 
cierto modo las distancias entre puntos (asi también la congruencia de figuras, el 
movimiento, etc.). 

En relación con la física, resulta ser particularmente importante el espacio 
CtJADRiDtMENSiONAL de Minkowski. Con el propósito de estudiar el referido espa¬ 
cio, tenemos que exponer preliminarmente la teoría de espacios afines multidimcn- 
sionalcs. La exposición se basa sobre el concepto de espacio lineal, y la parle princi¬ 
pal de ésta no depende de las construcciones axiomáticas precedentes. 

8 176- Sea L algún conjunto: admitamos que 1) esté dada una regla según la cual 
a cada par de elementos x, y del conjunto L le corresponde un elemento del mismo 
conjunto L\ lo llamaremos suma de xey, designándolo con x + y; 2) esté dada una 
regla según la cual a cada par x, X compuesto por el elemento x del conjunto/, y el 
número real X, también le corresponde un elemento del conjunto ¿; lo llamaremos 
producto de x por X, denotándolo con Xx(o x\). Las operaciones de axirionar los 
elementos de L y de multiplicarlos por números reales pueden prefijarse de cual¬ 
quier modo, pero en este caso deben observarse las exigencias de los adornas si¬ 
guientes: 

1. x + y = y + x. 

2. (* + y) + Z = x + (y + z). 

3. Entre los elementos del conjunto L existe un elemento 0 tal que a: + 6 = x 
para cualquier jt; 0 se llama elemento nulo de L. 

4. Para todo x existe un elemento y tal que x + y = 0; el elemento y se llama 
opuesto del elemento x, se designa con -x. 

5. 1 ■ x = x. 

6. a(0x) = (a0)x; aquí y más abajo a, 0 denotan cualesquiera números reales. 

7. (a + 0)X = txx + 0x. 

8. a(x + y) = ax + ay. 

El conjunto L para cuyos elementos están definidas las operaciones de adicionar 
y de multiplicar por números reales con la observación de los axiomas enumerados, 
se llama espacio lineal real; también llamaremos vectores a los elementos del espacio 
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lineal. En lo sucesivo, hablaremos sencillamente sobre el espacio lineal, sin especifi¬ 
car que se traía precisamente del espacio real, por cuanto no consideraremos espa¬ 
cios de otro tipo. 

Uno de los ejemplos concretos más simples del espacio lineal es el conjunto de 
vectores geométricos cuyas adición y multiplicación por números reales están defini¬ 
das según las reglas de álgebra vectorial elemental. 

De los axiomas I — 8 pueden deducirse los siguientes teoremas (los aducimos 
sin demostrar, remitiendo al lector a cualquier curso de álgebra lineal): 

1) En el espacio lineal se contiene solamente un único elemento nulo. 

2) Para todo elemento * existe solamente un único elemento opuesto -x. 

3) 0 • x = 8 para cualquier x. 

4) 0 • a = 0 para cualquier número a. 

5 177. Si tiene lugar la igualdad 

ax + 0y + ... + X/ = 6, (I) 

donde x, y ,... I son vectores, a.fi ,... X son números entre los cuales por lo menos 

uno es diferente de cero, entonces se dice que los vectores*, v./son linealniente 

dependientes-, si de (I) se infiere que a = 0, /3 = 0.X = 0, entonces los vecto¬ 
res x.y ./ se llaman linealmente independientes. 

Un espacio lineal se dama n-dimensional si en ¿I hay n vectores lineal mente inde¬ 
pendientes, pero cualesquiera vectores de número n + I son linealmente depen¬ 
dientes. 

ejemplo. Consideremos un conjunto K n cuyos elementos (vectores) son grupos 
ordenados compuestos por n números reales cada uno: * = (*,, * 2 .*„). Defi¬ 
namos las operaciones de adición de vectores arbitrarios * * (*,, x 2 .xj, 

y = I y\<y-i . y„) y de multiplicación de un vector* = |*,,* 2 .*„|porun 

número real arbitrario X, mediante las reglas siguientes: 

1) x + y = (*, + y K , ... ,*„ + y |; 

2) X*o |X*,¡...; X*„). 

En este caso es fácil comprobar que se observan todas las exigencias de los axiomas 
I — 8 (el vector nulo es ff = (0,0.0|);s¡* = l*,,* 2 .*„) es un vector ar¬ 
bitrario, entonces su vector opuesto será —* = | -*,, -* 2 .-* 3 ). Por consi¬ 

guiente, K n con las operaciones dadas constituye un espacio lineal. 

En el espacio K n hay n vectores linealmente independientes, por ejemplo, (1,0, 

0.01. |0> 1.0. ... ,0].(0,0,0, ... ,0, 11. De otra parte, cualesquiera vec- 

. lores de número n + I son linealmente dependientes. En rigor, consideremos vec¬ 
tores arbitrarios o, = |a„.« I2 .- (<r 2l .o 22 . fl2 J.o n+ , = 

“ * a n + 1 i» a n ♦ » 2 * • a n + j /,) • componiendo una matriz 



°n + 1 n ) 
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Según el teorema conocido del rango de ia matriz, el número máximo de filas l¡- 
nealmenre independientes de una matriz es igual al número máximo de sus columnas 
linealmente independientes. Mas, en esta matriz hay sólo n columnas; por consi¬ 
guiente, el número de columnas linealmente independientes no supera «, por lo tan¬ 
to, el número de filas lincaltncnte independientes tampoco es superior a », De tal 
modo, las filas de esta matriz, cuyo total es n + 1, deben guardar una dependencia 
lineal, lo cual significa la dependencia lineal de los vectores «,, a 2 . ■■■ ,a n + r Asi 
pues, en el espacio K n hay « vectores Encálmente independientes, pero cualesquiera 
vectores de número « + 1 son Encálmenle dependientes. Por consiguiente, K n es un 
espacio lineal «-dimensional; lo llaman espacio coordenado o aritmético 
«-dimensional. 

En el espacio « dimensional lineal, todo grupo de vectores linealmente indepen¬ 
dientes tomados en número «, se llama base. Sea e,. e n una base, x, un vector ar¬ 
bitrario. Como el tota! de vectores .v, e,. e n es igual a n + I, entonces debe te¬ 

ner lugar la igualdad 

ax + (3|C, + ... + ñ n e„ = 0, (2) 

donde por lo menos uno de los números a, 0 X . 0 n difiere de cero. El número a 

no puede ser igual a cero, pues entonces los vectores e¡, ... , e n resultarían Encál¬ 
mente dependientes. Por eso podemos dividir por a y reducir la igualdad (2) a la si¬ 
guiente forma 



al introducir las notaciones = x f °b*e ndrem °s: 

x = at.c, + ... + w (3) 

La expresión del vector x mediante la fórmula (3) se llama descomposición de x res¬ 
pecto a la base e, . e„; los números x-,. x n se llaman coordenadas de x res¬ 
pecto a la base e t . e n . Es fácil cerciorarnos de que la descomposición de x res¬ 

pecto a una base dada, es la única; en rigor, admitamos que además de (3) tenga lu¬ 
gar también la igualdad 

* = x n e \ + - + x « e n- < 4 > 

De (3) y (4) se deduce que 

(x-; r- + ... + {x¡ - x„)e n = 0\ (5) 


pueslo que los vectores e,. e n son Encálmente independientes, a base de (5) Ob¬ 
tenemos: x¡ - x x - 0. x' n - x n = 0, ó x\ = x . . = x n . es decir, las 

descomposiciones (3) y (4) no pueden diferenciarse una de otra. 

Al multiplicar (3) por un número X, obtendremos: 

>ur = (Xx,V, + ... + Qot n )e n . 


es decir, o la multiplicación de un vector por un número le corresponde ¡a multipli¬ 
cación de todas las coordenadas suyas por el mismo número. 

Luego, esté descompuesto respecto a la base e t , ... , e n un vector arbitrario y\ 


y = y t e t + ... + y n e n . 


(6) 
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Al sumar término a término (3) y (6). obtendremos: 

x + y = (*i + >•■)«. + - + <*» + y«K’ 

es decir, a la adición de vectores le corresponde ¡a de sus respectivas coordenadas. 
De tal manera, si en un espacio lineal «-dimensional está elegida una base, entonces 
la representación de los vectores del referido espacio y las operaciones con sus vecto¬ 
res se arítmetizan completamente; y además se aritmetizan bien uniformemente (sin 
depender de la naturaleza de los objetos que son elementos del espacio). Dicho de 
otro modo, todos los espacios lineales «-dimensionales son ¡somorfos respecto a un 
espacio lineal «-dimensional concreto, precisamente al espacio aritmético K n . 

í 178. En un espacio lineal L cualquiera sean dados arbitrariamente los vectores 
linealmente independientes a 2 , ... , a m . Consideraremos el conjunto L ' de todas 
las combinaciones lineales de los vectores a { , a 2 . a m , es decir, el conjunto de to¬ 
dos los vectores del tipo de ", 

* = \,a t + XjOj + ... + \ m a„, 

donde X,, X 2 .X m son números cualesquiera. Evidentemente, si x c y son dos 

vectores de L'. entonces x + y también pertenece a L' ; si X es un número cual¬ 
quiera, entonces, \x pertenece a L'\ el vector nulo 0 ■* 0 a, + 0 • a 2 + ... + 
+ 0 • a m y el vector -x = (-X,)o, + ... + (-X m )o„, pertenecen a L'. De tal mo¬ 
do, el propio conjunto L' es un espacio lineal. Este es isomorfo a un espacio K m co¬ 
ordenado y por ende es /«-dimensional. Los vectores o,, a 2 . a m componen la 

base de L'\ los números X,, \ 2 .X m son las coordenadas del vector x de L' res¬ 

pecto a la referida base. 

§ 179. Sean dados algún conjunto ?i cuyos elementos en lo sucesivo se llaman 
puntos, designándose con las mayúsculas A, B. C, y algún espacio lineal 
«-dimensional 4; denotaremos sus vectores con las minúsculas o. Ir. x, y, ... (menos 
el vector nulo; lo designaremos con 0). Supongamos que a todo par ordenado de 
puntos/1, B del conjunto 91 le corresponda cierto vectora: de L. Si en el par A. B 
el punto A se considera primero, y bajo esta condición al par A. B le corresponde el 
vector x, entonces nos valdremos de la inscripción: 

AB = x. 

A un par arbitrario de puntos iguales se le pone en correspondencia un solo vector 
de L. puesto que no tiene sentido estimar ordenado a tal par. La correspondencia de 
vectores de L a los pares de puntos de 91 puede ser cualquiera; sólo se supone que 
se observan las exigencias de los dos axiomas siguientes: 

1. Para cualquier punto A y para cualquier vector x tendremos un único punto B 
tal que AB = x. 

2. Si AB = x, BC = y, entonces AC = x + y. Un conjunto de puntos enlaza¬ 
do del modo referido con un espacio lineal de n dimensiones, se llama espacio afín 
n-dimensional. 

De los axiomas 1, 2 se infieren fácilmente dos teoremas: 

1. A todo par de puntos coincididos le corresponde un vector nulo. 

En efecto, sea x cualquier vector, y A A = z. Conforme al axioma I. existirá un 
punto B tal que AB = x, y del axioma 2 sigue que AB = z + x; de tal forma, 
z + x = x para cualquier x, de donde z = 9. 

2. Si AB = x. entonces BA => —x. 



I. Espacio aiín nnitndimensinnal 


395 


Efectivamente, si BA = y, entonces dei axioma 2 se tiene A A = x + y, de 
donde x + >' = 0e.>' = —.v. 

En lo sucesivo, para simplificar las formulaciones, vamos a llamar sencillamente 
vectores a los pares ordenados de puntos de! espacio afín. A base de lo expuesto 
queda claro que en el sentido de las operaciones lineales (adición y multiplicación 
por un número), los pares ordenados de puntos del espacio afin juegan un papel ple¬ 
namente análogo al de los vectores geométricos libres del álgebra vectorial ordina¬ 
ria. No obstante, es sustancial el hecho de que tenemos vectores en un espacio de 
cualquier dimensión. 

§ 180. En el espacio afín se puede introducir coordenadas afines. El sistema afín 
de coordenadas viene determinado por la fijación del origen de coordenadas O y de 
la base de coordenadas e,, e 2 , ... , e n . Sea M un punto arbitrario; descompongamos 
su radio vector OM respecto a la base de coordenadas: 

OM = x,e, + x 2 e 2 + ... + x„e n . 

Los coeficientes de esta descomposición se llaman coordenadas del punto M en 
el sistema dado. 

Si M’ es un punto diferente, entonces 

OM- = x;e, + xfr + ... + 

De aquí 

MAT = OM * - OM = - x t ]e, + ... + (x- - *„)<?„. 


De tal manera, al igual que en el álgebra vectorial ordinaria, obtenemos las coorde¬ 
nadas del vector MM‘ sustrayendo las coordenadas del punto M de las del punto 
M-. 

Deduzcamos las fórmulas de transformación de las coordenadas afines al pasar 
a un nuevo origen O' y a una nueva base e¡, e 2 ... , e' n . Supongamos que se conoz¬ 
can las coordenadas (<a ,. a 2 , ... , a n ) del punto O' respecto al sistema viejo, y los co¬ 
eficientes de descomposición de vectores de la nueva base respecto a la base vieja: 


e ¡ = Pu e \ + Pvfi * - + P\« e n> \ 
e¡ = p 2] e, + p 22 e 2 + ... + P2n e n , i 


< = Pnfi, + Pn *2 + - + P„n e n- J 


(I) 


Anotemos brevemente las fórmulas (1) en forma de: 


< = Y , P * e * <' =l - 2 .")• ( 2 ) 

A ■ I 

Si M es un punto arbitrario, entonces 


OM = *,e, + x^ 2 + ... + x„e n = £ xf t . 

k ~ I 

n n 

OM = O'M + OO- = £ + Y °* e *• 

1=1 *= ! 

Aquí las virgulillas marcan las nuevas coordenadas del punto M. Al comparar los 
segundos miembros de las dos últimas relaciones y al valernos de las fórmulas (2), 
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hallaremos: 




¿ v* = I + ¿ = ¿ f *; i •*«*•*) + ¿ < 

* - i .-i ». i . i c. *. i j t , i 

“ ( ¿ */**/+«*] **• 

En esta cadena de igualdades, la descomposición inicial y la obtenida al término del 
cálculo, están dadas respecto a una misma base. Como la descomposición respecto a 
la base dada es la única, obtenemos: 


** “ E ¿Vi + <V 

i - I 

o, anotado detalladamente: 

■*i = p.i*í + ptfi +... + p nl x; +) 

.;. (3) 

*• = *U*I + P 2*X2 + ... + p**; + «V J 

Estas fórmulas expresan las coordenadas viejas del punto arbitrario mediante sus 
nuevas coordenadas. Designemos con P la matriz compuesta por los coeficientes de 
los segundos miembros de las fórmulas (I). Como los vectores e¡, ... , son lineal¬ 
mente independientes, las filas de la matriz P también deben serlo. Por ende, el de¬ 
terminante de la matriz/'difiere de cero. La matriz P‘ resultante de la transposición 
de la matriz P, tiene el mismo determinante: por lo tamo, para P‘ existe una matriz 
inversa. Evidentemente, los coeficientes de*;, xr 2 ',... . x' n que están en los segundos 
miembros de (3), componen la matriz P‘. Si designamos con q ¡k los elementos de la 
matriz Q r= (/>•)- *, es decir, de la inversa de P‘, entonces de (3) obtenemos: 

x ¡ a <7|i*i + *ii*2 + - + «iS* + *i- \ 

*2 = <721*1 + «722*2 + - + <72+ *2- 1 

. I (“) 

x 'n = < 7 /i,*! + <7/r 2*2 + - + + h n , J 

donde ¿>, = - £ <7,*< J *- Las fórmulas (4) expresan las nuevas coordenadas del 

> - i 

punto a través de sus coordenadas viejas. 

De conformidad con lo expuesto, si las fórmulas (4) responden a una cierta 
transformación de coordenadas afines, entonces el determinante de la matriz 
Q = (<?,*) es desigual a cero. A la inversa, si están escritas de antemano fórmulas del 
tipo de (4) con cualesquiera números b¡ y con cualquier matriz Q = {q lk ) cuyo de¬ 
terminante es desigual a cero, entonces dichas fórmulas responden a una cierta 
transformación de coordenadas afines. En rigor, si Det Q * 0, entonces de las 

n 

ecuaciones £ q ¡k a k = - b¡ se hallarán a k , es decir, se determinará el origen del 
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nuevo sistema; además, al invertir la matriz Q, hallaremos P‘, luego P. después de 
lo cual a base de las fórmulas (1) hallaremos la nueva base. 

6 181. Para mayor determinación, en lo sucesivo vamos a considerar n = 4. En 
el espacio cuadridimensional afin se determinan de forma natural los recios, los pla¬ 
nos y los hiperplanos. 

Sean A un punto dado, a, un vector dado (o * 9); llamaremos reda que pasa 
por el punto A en la dirección del vector a, a un conjunto de puntos M definidos por 
la ecuación 

AM = Xa (I) 

para todos los valores numéricos posibles del parámetro X; el propio punto A 
corresponde al valor X = 0. 

Es fácil comprender que todos los puntos de ia recta son equitativos en el sentido 
de que a cada uno de ellos se puede atribuirle el papel del punto A. Efectivamente, si 
B es cualquier punto de la recta sujeta al examen, que responde al valor del pará¬ 
metro X = X,, entonces 

BM = AM - AB => (X — X,)p = „a. (2) 

donde n = X — X,. De tal modo, el conjunto de puntos M definidos por la 
ecuación (1) con el parámetro X puede definirse también por la (2) con el parámetro 
p; en virtud de la ecuación (2), el punto B corresponde al valor de p = 0. 

Ahora, sean dados un punto A y dos vectores linealmente independientes a y b; 
llamaremos plano que pasa por A en la dirección de los vectores o, b, a un conjunto 
de pumos M definidos por la ecuación 

AM = Xa + pb (3) 

para todos los valores numéricos posibles de los parámetros X y p. 

Al fin, si están dados un punto A y tres vectores linealmente independientes o, b, 
c, entonces al conjunto de puntos M definidos por la ecuación 

AM = Xa + pb + ve (4) 

para todo género de valores numéricos de los tres parámetros X, n, v, lo llamaremos 
hiperplano que pasa por el punto A en la dirección de los vectores a, b, c. 

Al igual que en el caso de la recia, es fácil comprender que todos los puntos del 
plano y del hiperplano son equitativos en el sentido de que a cada uno de ellos puede 
atribuirse el papel del punto A. 

Es imporlante notar que el hiperplano puede considerarse como un espacio afín 
de tres dimensiones. En efecto, el conjunto L' de todas las combinaciones lineales 
de los vectores a, b, c constituye un espacio lineal tridimensional (véase el § 178); al 
mismo tiempo, si M } y M 2 son dos puntos de un hiperplano, definidos por la 
ecuación (4) para X = X|.#i = /»,,«• = v, y para X = X 2 , p = n 2 ,e = v 2 , entonces 
al par ordenado de puntos M¡ y M 2 le corresponde el vector 

M,M 2 = (X 2 - X,)a + (m 2 - M,)ó + (r 2 - v,)c 

de L‘. Esta correspondencia satisface los requisitos de los dos axiomas del § 179; 
consiguientemente, según la definición del § 179, el hiperplano es un espacio afín y 
además es tridimensional, pues lo es el espacio lineal L'. Los parámetros X, p, ¡> de 
la ecuación (4) no son sino las coordenadas del punto M en el sistema afín de coor¬ 
denadas que se define dentro del hiperplano. dándose el punto A como origen de las 
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coordenadas y la terna de vectores o. b. c como base. Por supuesto, d mismo iti- 
pcrplano puede definirse por la ecuación del tipo*de (4), al lomarse en vez del punto 
A olro punto cualquiera del referido hiperplano, y en lugar de los vectores a, b, c, 
tres vectores cualesquiera de L ', que sean linealmente independientes; tal modifica¬ 
ción de la ecuación (4) corresponde al paso a olro sistema afín de coordenadas 
dentro del hiperplano dado. 

De forma análoga a lo precedente se puede mostrar que todo plano es un espacio 
afín de dos dimensiones; loda recia es un espacio afín de una dimensión. 

8 182. De la definición de las rectas, los planos y los híperplanos se deducen di- 
rcciamente la proposiciones siguientes: 

1) Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A y tí, existe una recta, y sólo 
una, que pasa por los puntos A y B (es decir, contiene dichos puntos); a saber, será 
una recta que pasa por A en la dirección del vector a = AB. 

2) Cualesquiera que sean tres puntos /I, B, Cno pertenecientes a una misma rec¬ 
ta. existe un plano, y sólo uno, que pasa por los puntos A, B. C (precisamente, el 
plano que pasa por A en las direcciones de los vectores AB, AC). 

3) Cualesquiera que sean cuatro puntos A, B, G D no pertenecientes a un mis¬ 
mo plano, existe un hiperplano, y sólo uno, que pasa por puntos A. B. C. V (preci¬ 
samente, el hiperplano que pasa por A en las direcciones de los vectores A tí, AC, 
AD). 

4) Si dos puntos diferentes A. B pertenecen a un plano a, entonces todos los 
puntos de la recta AB pertenecen al plano a. Para demostrarlo, baste definir el pla¬ 
no por la ecuación 

AM — \a + fib, 

al adoptar a => AB; entonces todos los puntos de la recta AB se definen por la mis¬ 
ma ecuación, si X es variable y si n = 0. 

5) Si dos planos diferentes a.0 tienen dos puntos comunes.4, B que no coinci¬ 
den uno con otro, entonces lodos los puntos comunes de los planos a, 0 se hallan 
sobre la recta AB. En efecto, si entre los puntos comunes de los planos a, 0 hubiese 
uno que no se hallase sobre la recta AB, entonces los planos a, 0 deberían coincidir 
en contradicción a la hipótesis. 

6) Si tres puntos A, B, C que no se hallan sobre una misma recta, pertenecen a 

un hiperplano a, entonces todo el plano ABC pertenece a a (se demuestra análoga¬ 
mente a la cuarta proposición). 1 

7) Si dos híperplanos diferentes a, 0 tienen un punto común, entonces se interse¬ 
can según un plano. 

demostración . Sean e,. e 2 , e } vectores linealmente independientes en el hi¬ 
perplano a. Como los hiperplanos o y 0 son diferentes, en el hiperplano 0 existirá 
un vector e 4 tal que e,, e 2 , e¡, e 4 sean linealmcnte independientes; además, en el hi¬ 
perplano 0 existirán dos vectores e 5 , e 6 más que componen una terna independiente 
junto con e 4 . Por ser cuadridimensionat todo el espacio, e ,. e 2> e 2 , e 4 , e ¡ están suje¬ 
tos a una dependencia lineal: 

Vi + V 2 + Vj + V< + Vj = 0; 

aquí X s * 0. Análogamente, existe la dependencia 


^i + + Vs + •‘Sa + Vs = °» 
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donde /i 6 * 0. Adoptemos: 

a = X 4 e 4 + X } e 5 * — X,e, — X,e 2 — X 3 e 3 , 
l> = /* 4 e4 + í*í*6 =* “i 1 ,?, “ #** - /IjCj. 

Los vectores a y b pertenecen al hiperplano a y al hiperplano 0; de otra parte, estos 
vectores son linealmentc independientes (ya que X s * 0, p 6 * 0). Por eso, si A es un 
punto común de a y 0, entonces la ecuación 

AM = Xa + ¡ili 


define un plano perteneciente a a y a 0. El referido plano abarca todos los puntos 
comunes de los hiperplanos a, 0, pues en el caso contrario a y 0 deberían coincidir 
(según la tercera proposición). 

8) Si el plano a tiene un punto común con el hiperplano 0, entonces a se halla 
completamente en 0, o « y 0 se intersecan según una recta (se demuestra análoga¬ 
mente a lo anterior). 

§ 183. Sea definida una recta arbitraria por la ecuación AM = Xa; sean A#,, 
M v A/, tres puntos diferentes de dicha recta, sean X,, X 2 , X 3 los valores del pará¬ 
metro X correspondientes a ellos. Diremos que el punto Aí 2 se halla entre M, y A/ 3 si 
X, < X 2 < X 3 o X } < X 2 < X,. Si en lugar del vector a tomamos el vector 
b = oa(o * 0), entonces la misma recta se definirá por la ecuación AM = ¡ib, 

donde p = - . De acuerdo a la nueva ecuación, a los puntos Ai., Ai,, Ai, les corres- 
o ' 1 1 

ponden los valores del nuevo parámetro: /i, «= ^ , p, = ^2 , p. = . Queda cía- 

o o o 

ro que si el número X 2 está entre los números X, y X 3 , p 2 también está cnirc p t y p r 
De tal manera, la definición enunciada no depende de la elección del vector director 
de la recta; es fácil mostrar que ella tampoco depende de la elección del punto A. 

Una vez definido el concepto “entre", se definen del modo ordinario el segmen¬ 
to, el triángulo, etc. Dentro de todo plano, para cualquier triángulo es válida la afir¬ 
mación de Pasch; es válida la afirmación de que toda recta perteneciente a un plano 
dado, divide el referido plano en dos dominios, etc. 

§ 184. En el espacio afín se define naturalmente el paralelismo de dos rectas, de 
una recta y de un plano, etc. Dos rectas definidas por las ecuaciones 
A f M = Xa |, A 2 M = Xa 2 , 

se llaman paralelas si no coinciden, y si los vectores directores son proporcionales 
(es decir, si a 2 es igual al producto de a, por un número). La recta 

A ¡M = Xü| 

se llama paralela al plano 


AyM = Xo 2 -I- ¡ib^ 

si no se halla en este plano, y sí el vector a, puede descomponerse respecto a los vec¬ 
tores o 2 , b 2 . La recta 

A¡M = Xa, 

se llama paralela al hiperplano 

AyM ~ Xa 2 + pb 2 + ec 2 
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si no pertenece a dicho hiperplano. y si el vector a ¡ puede descomponerse respecto a 
los vectores o 2 , b 2 , c 2 . Dos planos 

=j Xo, + ¡tbA-¡M = ¡ia 2 + \b 2 

se llaman paralelos si no coinciden, y si los vectores a,, 6, pueden descomponerse 
respecto a los vectores a 2 , b 2 . El plano 

A t M = Xa, + ní> ( 

se llama paralelo al hiperplano 

A = Xflj + (1Í>2 ■*" eCj 

si no se halla en el referido hiperplano, y si los vectores b , pueden descomponer¬ 

se respecto a los vectores a 2 . b 2 , c 2 - Al fin, dos hiperplanos 

A t M = Xa, + itb t + A^>1 = Xa 2 + nb 2 4- vc 2 

se llaman paralelos si no coinciden uno con otro, y si los vectores a¡, b,, c, pueden 
descomponerse respecto a los vectores a 2 , b 2 , c 2 . Son válidas las afirmaciones si¬ 
guientes: 

1) dos rectas son paralelas si, y sólo si, se hallan en un mismo plano y no se inter¬ 
secan; a través de todo punto que no se halle sobre una recta, pasa una recta, y sólo 
una. paralela a la dada; 

2) una recta y un plano son paralelos si, y sólo si, se hallan en un mismo hi¬ 
perplano y no se intersecan; 

3) una recta es paralela a un hiperplano si, y sólo si, no lo cruza; 

4) un plano es paralelo a un hiperplano si, y sólo si, no lo corta; 

5) dos hiperplanos son paralelos si, y sólo si, no se cortan. 

En virtud de las proposiciones expuestas más arriba, se ve que por lo menos la 
geometría del espacio afín tridimensional que se desarrolla en la presente sección, 
no difiere de la geometría del espacio afin tridimensional en el sentido del § 164 (vé¬ 
ase la nota al final del § 164). 

S 185. Las afirmaciones del párrafo precedente, al igual que las del § 183, son 
fáciles de demostrar algebraicamente (análogamente a como se hace en la geometría 
analítica ordinaria) si se emplean ecuaciones de imágenes geométricas en coordena¬ 
das afines. i 

Sea dado un sistema afín de coordenadas. Entonces toda ecuación de primer 
grado 

A,x, + Ajc 2 + AjX¡ + A¿c 4 + A, = 0. (I) 

define un hiperplano. Efectivamente, si ( x ®, x§, Xj, xj) es alguna solución de la 
ecuación (1), entonces la referida ecuación puede apuntarse en forma de 

■4,(*, - *®) + A 2 ^ 2 - x°) + A 3 (x 2 - x§ + A¿x 4 - x?) = 0. <2) 

Suponiendo x¡ — xV= u¡, obtendremos: 

A t u, + A 2 u 2 + A } u¡ + A 4 u 4 - 0. 

La ecuación (3) tiene tres soluciones linealmcnte independientes: 

(a,. a 2 ,a 3 ,a 4 ), (ó,, b 2 . b y b 4 ), (c,. c 2 , c,, c 4 ). 


(3) 
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presentándose cada solución de la ecuación (3) en forma de una combinación lineal 
de estas tres soluciones: 

*i -■*?=". *= H + •*, (4) 

(l = 1. 2. 3, 4); 

dando todos los valores numéricos posibles a los parámetros X, obtendremos 
todas las soluciones de la ecuación (3) y, al mismo tiempo, todas las soluciones x 
de la ecuación (1). Si denotamos con AY un punto que tiene las coordenadas ,v ; , con 
A , un punto que posee las coordenadas con a, b. c, los vectores que tienen las co¬ 
ordenadas <?., ó ( , c¡, entonces las igualdades numéricas (4) equivaldrán a la igualdad 
vectorial 

AM = Xa + nb + pc. (5) 

Con esto mismo queda demostrado que el conjunto AY de pumos cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación (I), coincide con el hipcrplano definido por la ecuación (5). 

A la inversa, todo hiperplano se define por la ecuación de primer grado del tipo 
de (I). En rigor, si un hiperplano viene dado por una ecuación del tipo de (5), enton¬ 
ces, al pasar a las ecuaciones (4) equivalentes a ella y al excluirlos parámetrosX, n, 
v, obtendremos una ecuación del tipo de (2), la cual se reduce de un modo evidente a 
una ecuación del tipo de (I). 

De las afirmaciones recién demostradas y de las proposiciones 7), 8) del § 182 se 
infiere que I) dos ecuaciones de primer grado que sean compatibles c independien¬ 
tes, definen un plano; 2) tres ecuaciones de primer grado que sean compatibles e in¬ 
dependientes definen una recta. 

S 186. En el espacio afín se puede examinar hipersuperficies de segundo orden, 
es decir, las hipersuperficies que se definen en coordenadas afines por una ecuación 
de segundo orden. No vamos a exponer la clasificación de las hipersuperficies de se¬ 
gundo orden; en términos generales, es análoga a la clasificación afín bien conocida 
de las superficies de segundo orden en el espacio de tres dimensiones. Detengámo¬ 
nos sólo en un caso particular que tendrá importancia en lo sucesivo. 

Sean (r,, x 2 , x t ) las coordenadas de un punto variable M(xP v .*$, x%), las de 

un punto constante A. Consideremos la ecuación 

£ tufn, - ■*?)<** --*$> = 0 (I) 

f. Jt - I 

cuyo primer miembro es la forma cuadrática de los argumentos x¡ — x'j, ... , 
.v 4 - jfi con los coeficientes g lk ; designaremos esta forma con 4>. Si adoptamos 
x¡ = x¡, entonces la ecuación (1) quedará satisfecha. Esto quiere decir que el punto 
A pertenece a la hipersuperficie definida por la ecuación (I). Sea AY otro punto cu¬ 
yas coordenadas satisfacen la ecuación (I). Movamos el punto AY según la recta que 
parte del punto A . Entonces las diferencias x¡ - irán variando proporcionalmen¬ 
te, permaneciendo igual a cero el primer miembro de la ecuación (I). Por consi¬ 
guiente, si cierto punto AY se halla sobre la hipersuperficie (I), entonces todos los 
puntos de la recta AM estarán sobre dicha hipersuperficie. De tal manera, la hiper- 
superficie (1) consta de las rectas que pasan por el punto A , y por eso se llama cono 
de segundo orden con el vértice A. Desde luego, puede suceder que ningún punto, 
salvo A, satisfaga con sus coordenadas la ecuación (1); asi será siempre que $ sea 
una forma de signo definido. En este caso el cono se llama imaginario. Si 4- es una 


26—136 
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forma de signo variable y regular (es decir, una forma de signo variable, cuyo deter- 
minamc difiere de cero: Del g lk * 0), entonces el cono 1 ) posee un conjunto infinito 
de rectas que lo conforman; 2 ) escuadridimensional, es decir, no se halla por entero 
en algún hipcrplano; 3) divide el espacio en dos dominios, en uno de los cuales 
4> > 0, en el oiro * < 0. Un cono así se llama cono real y regular de segundo orden. 
No vamos a demostrar que el cono real regular posee las propiedades enumeradas, 
sino explicaremos la esencia del fenómeno medíanle un ejemplo. Consideremos la 
ecuación 

(*, - x 0 ,) 1 + (x 2 - a-") 2 + (x } - x®) 2 - (x 4 - x«) 2 = 0. ( 2 ) 

cuyo primer miembro es una forma cuadrática respecto a x ( - x®con los cocficicn- 
,es «n = 822 = *33 = *• *44 = " = 0 (/ * k). Esta forma es regular, pues 

Del *‘ k sT ~ 1 * y dc signo variablc (es Positiva six, * xf, x 2 = .v?, x 3 = x», 
x 4 = xj. es negativa si x, = xf,x 2 = xf,x 3 = x®,x 4 * x°). Consiguientemente, la 
ecuación (2) define un cono real regular de segundo orden. Para que se tenga una 
idea clara y evidente de las propiedades del cono definido por la ecuación (2), es útil 
notar que todo hiperplano x 4 — Xj = C corta dicho cono según una esfera dc tres 
dimensiones 

(x, - x ?) 2 + (x 2 - x ?) 2 + (x 3 - xS ) 2 = C 2 

dc manera análoga a como un plano perpendicular al eje dc un cono circular ordina¬ 
rio, corta el referido cono según una circunferencia. El conjunto de puntos para los 
cuales el primer miembro de la ecuación ( 2 ) es negativo, se llama región interior de! 
cono ( 2 ). El interior se divide en dos huecos, en uno de los cuales x. > x^, en el otro 
x 4 < x®. 

§ 187. Ahora nos ocuparemos de una proposición que tendrá un papel particu¬ 
larmente importante en lo sucesivo. 

Sean dados cierto sistema afín de coordenadas y cuatro funciones; 

*2 = A<*P Xj- Xj. X 4 ), I 

*í - f jC*|» x i- x y *4)- f 

^=/ 4 (X,,X 2 .X,,x 4 ), J 

cada una de las cuales está definida en todo el espacio; con esto mismo viene dada la 
aplicación del espacio en sí mismo, pues a todo punto M (x,, x ? . x v x 4 ) le correspon¬ 
de un punto M ' (x¡, xj, xj, xj). Admitíanos que tu aplicación (1) .veo una aplicación 
biunívoca del espacio sobre si mismo (a cualquier punto M' le corresponde una 
prcimagen M, y sólo una); además, sea cotineal, es decir, a tres pumos cualesquiera 
M ]t M } situados sobre una misma recta, les correspondan las imágenes Af[, A/j, 
A/j también ubicadas sobre una misma recta. Para estas condiciones las funciones 
/|./ 2 ./ 3 ,/ 4 son lineales, es decir, tienen forma de 

x ¡ = «11*1 + < 7 ,2*2 + <hs x i + + V 

Xj = q 2 |X, + q 2 ¡ x 2 + q 23 x } + « 7 ^ + b 2 . \ 

*3 = <73t*l + </ 3 2*2 + <?3Í*3 + <7j4*4 + *3- f 

x 4 = «/a,*, + <742*2 + <743*3 + <744*4 + t> 4. ( 

siendo diferente de cero el determinante de la matriz Q = (q rk ). J 
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En breve: si una aplicación es colineal, será también lineal. 

Expondremos las principales etapas de la demostración de este teorema, omi¬ 
tiendo algunos detalles de los razonamientos. 

1) Consideremos alguna aplicación colineal biunívoca del espacio afín sobre si 
mismo. Sean A. B, Ctres puntos del espado que no están sobre una misma recta, a, 
un plano definido por los pumos A, B. C. Supongamos que las imágenes A', B ', 
C' de estos puntos tampoco se hallen sobre una misma recta, denotando con a' el 
plano que pasa por A ', B', C'. Entonces, las imágenes de todos los pumos del pla¬ 
no a están situadas en el plano <*'. En rigor, sea M cualquier punto de a; en el plano 
a, tracemos a través de M, dos rectas distintas o y b de modo que a interseque las 
rectas A C y BC en dos puntos diferentes PyQ.y que la recta b cruce las rectas A C y 
BC en dos puntos diferentes P y Q, y que la recta b cruce las rectas A C y BC en dos 
puntos diferentes R. S. De la definición de la aplicación sujeta al examen (y del pun¬ 
to 4 del § 182) se deduce que los puntos P'. Q'. R'. S' correspondientes a los pun¬ 
tos P. Q, R. S según la aplicación, se hallan en el plano a'. Pero la imagen M' del 
punto M se define por la intersección de las rectas P' Q ' y R ’ S'; consiguientemente, 
el punto M' también está en el plano <*'. 

2) Según la definición de la aplicación colineal, las imágenes de puntos de una 
recta arbitraria a se hallan sobre una determinada recta a'; diremos que la recta a' 
corresponde a la recta a a consecuencia de la aplicación. Si en el plano cr, sobre el 
cual se trató en el punto precedente, ciertas dos recias o, b son paralelas, entonces 
las recias a", b’ correspondientes a ellas en el plano a ', son paralelas también (esto 
se infiere del carácter biunivoco de la aplicación que estamos considerando). Por en¬ 
de, podemos completar los planos a y a' con pumos infinitamente alejados (de for¬ 
ma análoga a como lo hicimos en los §§ 80, 81) y atribuirles la aplicación dada, con¬ 
siderando que un punto infinitamente alejado de la recta o sobre el plano a, tiene 
por su imagen un punto infinitamente alejado de la recta o' sobre el plano a'. Asi 
pues, a lodo punto del plano a le corresponde un punto del plano a'; a los puntos 
ubicados sobre una misma recta en el plano a, les corresponden los puntos que tam¬ 
bién se hallan sobre una misma recta del plano o'; a una recta infinitamente alejada 
del plano a le corresponde una recta infinitamente alejada del plano a'; al fin, 
sobre el plano o hay tres pumos A. B. C que no se localizan sobre una misma recta, 
y cuyas imágenes A B', C' en el plano a’ tampoco se localizan sobre una misma 
recta. Conforme al § 106, tal aplicación es una aplicación proyectiva del plano 
completado a sobre el plano completado a'. 

3) Ahora, con la aplicación que estamos considerando, permanezcan fijos, es 
decir, coincidan con sus imágenes los puntos A, B, C. En tai caso, el plano o perma¬ 
nece fijo, aplicándose proycctivamente sobre si mismo. Hagamos notar que junto 
con los puntos A, B. C siguen inmóviles los puntos infinitamente alejados de las rec¬ 
tas CA y CB. Designemos con a la recta que pasa por el pumo A y por un punto in¬ 
finitamente alejado de la recta CB, denotando con b la recta que pasa por B y por 
un punto infinitamente alejado de la recta CA . Las rectas a y b siguen fijas; por con¬ 
siguiente, permanece fijo el punto P en el cual ellas se intersecan. De tal modo, si¬ 
guen fijos cuatro puntos A, B, C. P del plano a, sin que haya entre ellos tres pumos 
que estén sobre una misma recta. De aquí y del teorema 26 del § 106 se desprende 
que todos los puntos del plano a permanecen fijos. 

4) En un espacio, sean dados cuatro puntos A, B, C, D que no estén ubicados en 
un mismo plano, permaneciendo fijos en el caso de la aplicación dada. Ahora, de- 
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signemos con a un Kiperplano definido por los punios A, B, C. D, y demostremos 
que lodos los pumos suyos permanecen fijos. Consideremos un pumo arbitrario M 
del hiperplano a. Denotemos con K el punto de intersección de la recta DM con el 
plano ABC; del punto antecedente se infiere que el punto K permanece fijo. Del 
modo análogo permanece fijo el punto de intersección de la recta CM con el plano 
ABD. De aquí se desprende que el propio punto M también está fijo. 

5) Sean A, B, C, D, E cinco puntos de un espacio, no pertenecientes a un mismo 
hiperplano; si estos puntos están fijos, entonces todos los pumos del espacio lo es¬ 
tán también. Esta afirmación se deduce de la del punto 4) del mismo modo que la 
última fue deducida de la afimación del pumo 3). 

6) Ahora, consideremos la aplicación colineal dada en el enunciado del teorema; 

designémosla simbólicamente: M' = /(Ai). Sean O, <?,, e 2 , e v e t el origen y la base 
dd sistema dado de coordenadas afines; sean A r A 2 , A i% los extremos de los 
vectores básicos aplicados al pumo O. De la definición de la base se infiere que cin¬ 
co puntos O, A¡, A 2 , A } , A 4 no están en un mismo hiperplano; en tal caso sus 
prcimágcnes O*. A *, A j. A J, A¡ tampoco lo están. Por eso existe un sistema de co¬ 
ordenadas afines con ef origen O* y la base integrada por los vectores a¡ = O’A’ 
(/ = I, 2, 3,4). Convengamos en llamar nuevo a este sistema y viejo, al inicialmente 
dado. Sea M un punto arbitrario del espacio, x", sus coordenadas respecto al nuevo 
sistema, M', la imagen del punto M en virtud de la aplicación dada, x¡, las coorde¬ 
nadas de M' en el sistema viejo. Definamos una aplicación más, M“ - *j(Aí), ha¬ 
ciéndolo del modo siguiente: en el sistema viejo, el punto M" tiene justamente las 
mismas coordenadas x ’que las que tiene M respecto al nuevo sistema. Es evidente 
que la aplicación M" = f(M) es biunivoca, siendo colineales ella misma y su apli¬ 
cación inversa M = tí(AÍ') (en efecto, si, por ejemplo, M se mueve según una recta 
definida por tres ecuaciones cualesquiera de primer grado en el nuevo sistema, en¬ 
tonces la trayectoria de M" se define por las ecuaciones absolutamente iguales en el 
sistema viejo y, por consiguiente, también es recta). Hagamos constar que la aplica¬ 
ción M = ^(Aí') hace pasar los puntos O, A¡ a puntos O*, A‘ Ahora, construya¬ 
mos la aplicación M' = fWM')); dicho en otros términos, apliquemos primero el 
punto M" en punto M = luego el punto M en punto M‘ = /(Ai). La apli¬ 

cación Ai' = f('HM')) es biunivoca y colineal (ya que los componentes de su apli¬ 
cación poseen estas propiedades); además, la aplicación M' = )) deja fijos 

los puntos O. A¡ (puesto que los referidos puntos primero pasan a puntos O*, A‘, 
luego vuelven a sus lugares). De aquí y del punto 5) se deduce que a consecuencia de 
la aplicación Ai' =/(it(Ai*)) todos los puntos permanecen fijos, es decir, todo 
punto Ai’ coincide con su preimagen Ai'. Por lo tanto, en el sistema viejo el punto 
Ai' = /(Ai) tiene justamente la mismas coordenadas que las que tiene Ai en el 
nuevo sistema: x¡ = x‘. Mas, según el § 180, las nuevas coordenadas x¡de un punto 
arbitrario se expresan linealmente mediante sus coordenadas viejas A',. De tal mane¬ 
ra, x ¡son funciones lineales de las magnitudes a,-, es decir, tienen ia forma (2). La de¬ 
sigualdad a cero del determinante de la matriz Q se debe a la invertibilidad univoca 
de las fórmulas (2), la cual viene asegurada por el enunciado del teorema. 

§ 188. La aplicación biunivoca y colineal dd espacio afín sobre sí mismo se lla¬ 
ma transformación afin del referido espacio. Conforme al teorema demostrado, to¬ 
da transformación afín se representa en coordenadas afines por fórmulas lineales 
del tipo (2) con el determinante de la matriz Q desigual a cero. Para toda transfor¬ 
mación afin existe una transformación inversa, la cual también es afín; esto se in- 
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fierc del teorema demostrado (dado que la transformación colineal se representa 
por fórmulas lineales, la transformación inversa a ella también se representa por 
fórmulas lineales y, por lo tanto, es de forma colineal). Luego, es evidente que el 
producto de dos transformaciones afines es una transformación afín. De tal modo, 
todas las transformaciones afines de un espacio afin dado integran un grupo; lo lla¬ 
man grupo afin del referido espacio. La teoría de los invariantes del grupo afín de 
un espacio afín /¡-dimensional se llama geometría afín n-dimensional. Los concep¬ 
tos de recta, plano, hiperplano, paralelismo, etc. deducidos más arriba, son inva¬ 
riantes respecto al grupo afín; correspondientemente a ello, son objetos de la 
geometría afín. 

2. Espacios de Euclides y espacio de Minkowski 

§ 189. Sea dado un espacio afín (real) n-dimensional SI . Supongamos que a 
cada par de vectores x, y de este espacio le corresponda cierto número real que se de¬ 
signa en lo sucesivo con xy, observándose los requisitos de los tres axiomas siguien¬ 
tes: 

1. xy = yx. 

2. x(\y + pz) = X(xv) + p{xz). donde X, p son cualesquiera números reales. 

De estos axiomas se infiere, en particular, que para un vector nulo 6 y para cual¬ 
quier vector j: tendremos 9x = 0 (como 6 = 0 • x, entonces Ox = xB = x (0 x 
x x) - 0 (xx) = 0). 

3. Si xy = 0 para algún x y para cualquier y, entonces x = 8 . 

El número xy se llama producto escalar de los vectores x e y. El espacio 
n-dimensional afín con un producto escalar prefijado de sus vectores se llama espa¬ 
cio n-dimensional euclidiano (mediante nuestra definición introdujimos el espacio 
euclidiano real, pues suponíamos que SI era un espacio afín real, y (x, y), núme¬ 
ros reales). 

§ 190. Al considerar algún espacio /¡-dimensional euclidiano, tomemos sobre él 
un sistema afín arbitrario de coordenadas; sea O el origen del referido sistema, 

e,. e n , la base. Denotemos con g ík el producto escalar de un par arbitrario de 

vectores básicos e¡, e k : 

e fk = «/*• (>) 

según el axioma 1, debe ser g ík = g ki . Ahora, sean x e y cualesquiera vectores, 

n n 1 

* = I x i e o y* Y. >■*«*• (2)' 

I - I k - I 

sus descomposiciones respecto a la base dada. Multipliquemos escalarmente los pri¬ 
meros y segundos miembros de las igualdades (2); al multiplicar término a término 
los segundos miembros (a base del axioma 2) y al servirnos de la tabla de multiplicar 
(1) de los vectores básicos, obtendremos: 

v E «,* W (3) 

i» = I 

el segundo miembro de esta igualdad constituye la forma bilineal de las coordenadas 
de los vectores x, y con los coeficientes g lk . 
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Designemos con g el determinante de la matriz (g, 4 ); del axioma 3 se deduce que 
g * 0 (es decir, la matriz (g ¡k ) es regular). 

Efectivamente, si g = 0, entonces se puede escoger el vector x * Odemodoque 

ff 

para todas las coordenadas suyas x¡, todas las sumas £ g, k x¡ (A = 1,2. n) 

i ■ I 

serán iguales a cero; pero entonces xy = 0 para cualquier .y, lo cual queda excluido 
por el axioma 3. 

Así pues, en despacio euclidiano n-dimensional e¡ producto escalar xy se expre¬ 
sa por la forma bilineal de las coordenadas de los vectores x. y, cuyos coeficientes 
integran una matriz simétrica y regular. 

Ahora, sea dado un espacio n-dimensional afín; queremos introducir en él un 
producto escalar, es decir, hacer euclidiano este espacio. Con tal objeto, elijamos en 
el espacio dado un sistema afin de coordenadas, asignemos los números g lk , obser¬ 
vando la condición g lk ~ g kl . y comparemos el número xy con un par arbitrario de 
vectores x. y según la fórmula (3). En este caso, se observarán los axiomas I y 2, da¬ 
do que la matriz escogida g tk es simétrica, y el segundo miembro de la igualdad (3) es 
lineal respecto a los argumentos x, y respecto a los y r Para observar el axioma 3, es 
menester elegir los números g ¡k de modo que el determinante g de la matriz (jg lk ) sea 
desigual a cero. Nos cercioramos fácilmente de que esta condición asimismo es sufi¬ 
ciente. En rigor, supongamos queg * 0; six,y = 0 para cualquier^, entonces de (3) 

ñ 

se infiere la igualdad £ g ik x l = 0(k = 1,2, ... , n), y como g * 0, de estas ígual- 

> - i 

dades obtendremos x, = 0 óx = 0. 

Asi pues, si en el espacio afín n-dimensional determinamos el número xy me¬ 
diante la fórmula (3) lomando en el segundo miembro cualquier forma bilineal con 
la matriz simétrica y regular, entonces xy satisfará los tres axiomas del producto es¬ 
calar. 

nota. Como acabamos de mostrar, el axioma 3 equivale a la regularidad de la 
matriz (g l4 ). Por eso el axioma 3 se llama condición de regularidad. 

§ 191. En el espacio euclidiano se examinan los importantes conceptos que si¬ 
guen: 

1. Ortogonalidad de vectores, de rectas, etc. Los vectores x e y se llaman ortogo¬ 
nales o perpendiculares uno a otro, si xy = 0. Dos rectas se llaman ortogonales si 
lo son sus vectores directores: una recta y un plano son ortogonales si el vector di¬ 
rector de aquélla es ortugonul a todo vector director del plano; de forma análoga se 
define la ortogonalidad de una recta y de un hiperplano. 

2. Norma de vector. La norma del vector x se denota con el símbolo Rxll y se de¬ 
fine mediante la igualdad 

Ixl = yfífl, (I) 

donde x 2 = xx. Para mayor determinación, supondremos el signo más ante la raíz. 
No obstante, hay que tener en cuenta que la definición general del producto escalar 
aducida más arriba, no excluye el caso de x 2 <0; en este caso el vector tiene norma 
imaginaria. Tampoco se excluye la posibilidad de HxII = 0 para x * 0. 
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El vcclor x se llama unitario si x 2 = i, imaginario anuario si x 2 = -I, isótropo 
si a 2 = 0 para x * 0. 

De la fórmula (3) del § 190 y la (I) del § 191 se deduce la expresión de la norma 
de veclor en coordenadas: 

1x12 m i m- (2) 

Aquí a la derecha leñemos una forma cuadrática cuyos argumemos son las coorde¬ 
nadas del veclor x\ la llaman forma métrica deI espacio euclidiano. Como Del g . * 
* 0. la forma métrica es regular. “ 

3. Distancia entre dos puntos. La distancia entre dos puntos A y B se supone 
igual a la norma del vcclor AH-. 

p{A. B) = IABI. 

Designemos con mayúsculas las coordenadas de puntos (para no confundirlas con 
las de vectores). Tengan los puntos A y B coordenadas (*,, X v ... , X n ) y (X!, 

.-O- Entonces las coordenadas del vector AB serán x, = XJ - x\. 

X}= Xí - X 2 , etc.; de aquí y de la fórmula (2) obtenemos: 

P \A.B)= l «,*(*;- x¿(X' k - X k ). ( 3 ), 

I. * - I 

La definición general del espacio euclidiano no excluye el hecho de que la distancia 
entre ciertos puntos pueda ser imaginaria o igual a cero. Sean A un punto fijo con 
las coordenadas Xj, M. un punto variable cuyas coordenadas las denotaremos con 
X¡. Hallemos todos los puntos M que se encuentren a distancia nula de A; para las 
coordenadas de los referidos puntos resulta la ecuación 

¿ «,*<*. - xy.*k - *?) = o. (4) 

/. í - I 

Si la forma métrica es de signo definido, entonces la ecuación (4) se satisface sólo en 
el caso de A". = X^, aquí p(A. M) = 0 sólo cuando M coincide con A. Si la métrica 
es de signo variable, entonces la ecuación (4) define un cono regular real de segundo 
orden con el vértice A. llamado cono isótropo en el punto A (el cono isótropo es re¬ 
gular. pues lo es la forma métrica; véase el § 186). Las rectas que conforman el cono 
isótropo, se llaman rectas isótropas. Toda recta isótropa se caracteriza con que para 
cualquier par de sus puntos la distancia es igual a cero. 

§ 192. En el espacio afin toda recta, todo plano o hiperplano a su vez es un espa¬ 
cio afín de dimensión correspondiente (véase el § 181). Si el espacio afín está con¬ 
vertido en espacio euclidiano, es decir, para cualquier par de sus vectores está deter¬ 
minado un producto escalar, entonces con esto mismo queda determinado el pro¬ 
ducto escalar para cualquier par de vectores de una recta, de un plano o un hiperpla¬ 
no dados. Por eso toda recta dada, todo plano o hiperplano dados se tornan espacio 
euclidiano de dimensión correspondiente, si dentro de dicha recta, dicho plano o hi¬ 
perplano se observa la condición de regularidad, pero ésta puede faltar. A saber, se¬ 
gún la condición de regularidad, si xy = 0 para un determinado jr y para cualquery , 
entonces x = 0; pero puede suceder que sobre cierta recta, sobre cierto plano o hi¬ 
perplano haya un vector x * Otal que xy = 0 para cualquier y que esté sobre la re¬ 
ferida recta, el referido plano o hiperplano. Por ejemplo, el producto escalar de dos 
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vectores cualesquiera situados sobre una recta isótropa, es igual a coro. Análoga¬ 
mente a las rectas, los planos e hiperplanos del espacio euclidiano, en cuyo interior 
no se observe la condición de regularidad, se llaman isótropos. 

§ 193. Sean e,, ... , e„ la base de un sistema afín de coordenadas, en el cual la 
forma métrica del espacio tiene el aspecto (2) de! § 191. Pasemos a una nueva base 
e¡ .e,' suponiendo 


e ¡ = Y, p * e t- ' =,lZ ."• Oeip ¡k *0; ( 1 ) 

» - i 

entonces las coordenadas viejas * ( de un vector arbitrario x se expresan mediante sus 
nuevas coordenadas x¡ por las fórmulas 

n 

x k = Y P * X r k = ’- 2 . "■ ( 2 ) 

> ■» i 

•(Véase el § 180; no nos interesa la posición de los orígenes nuevo y viejo de coorde- 
1 nadas, puesto que tenemos coordenadas de vectores y no de puntos; las fórmulas de 
transformación de las coordenadas de vectores son homogéneas, es decir, los térmi¬ 
nos independientes de los segundos miembros de las referidas fórmulas son iguales a 

cero.) En la fórmula métrica (2) del § 191 en lugar de*,, * 2 .x„ pongamos sus 

expresiones mediante .r¡, x 2 . x' n , con esto mismo dejaremos reducida a nuevas 

coordenadas la forma métrica. Conforme a la teoría de las formas cuadráticas, los 
coeficientes p lk de la transformación lineal (2) pueden escogerse (observando la con¬ 
dición de Det p ik * 0) de suene que en las nuevas coordenadas la fórmula métrica 
tomará un aspecto canónico, es decir, poseerá sólo términos con los cuadrados de 
coordenadas, el número de dichos términos será igual a n (en vista de la regularidad 
de la forma), y los números + I ó -1 les servirán de coeficientes. Dicho en otros 
términos, si denotamos con o ¡k los coeficientes de la forma transformada, obtendre¬ 
mos: 

»„= =■='. '= >.2 . 

a i* =• ' * *• A* “ I. 2. n. 

En las coordenadas especiales halladas tenemos: 

Hjrl 2 = *¡ 2 + ... + x'} - x' 2 , x' 1 : 

i w m + i n * 


aquí los primeros m coeficientes de <j (( son positivos, lo cual puede lograrse con la 
numeración apropiada de las coordenadas. No se descartan los casos de ser positi¬ 
vos (m = n) o negativos (rn = 0) cuantos coeficientes comprenda esta expresión. 
Tengamos en cuenta que e/e* = o lk ; de aquí se infiere que 



e'J 


+ I. e' 2 . 

m + i 


< 2 = -'•<** = 0.¡*k, 


es decir, los vectores básicos son unitarios o imaginarios unitarios, siendo ortogona¬ 
les de dos en dos. La base de tal género se llama ortonormal. Hemos demostrado 
que en lodo espacio euclidiano existe una base ortonormal. 

La reducción de la forma cuadrática al aspecto canónico puede efectuarse por 
infinidad de procedimientos; esto quiere decir que en et espacio euclidiano existe 
una infinidad de bases ortonorrnales diversas. Según la ley de inercia que rige en la 
teoría de las formas cuadráticas, el número de términos negativos en la representa¬ 
ción canónica de una forma métrica no está sujeto al procedimiento de reducir 
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dicha ¡orina al aspecto canónico. 1.1 referido número expresa propiedades geométri¬ 
cas de un espacio euclidiano dado y se llama su índice. Al mismo tiempo, el índice es 
el número de vectores imaginarios unitarios presentes en cualquier base orionormal. 

Si el índice es igual a cero, entonces la norma de un vector, el producto escalar 
de dos vectores, etc. se expresan por fórmulas completamente análogas a las bien 
conocidas de la geometría analítica ordinaria. En este caso las propiedades ge¬ 
ométricas del espacio de hecho no difieren de las del espacio euclidiano tridimen¬ 
sional ordinario, pero, a decir más exactamente, pueden diferir sólo en dimensión. 
Correspondientemente, un espacio euclidiano de indice nulo se llama propiamente 
euclidiano ; los demás espacios de Euclides se ilaman seudoeudidianos. Un espacio 
euclidiano que tenga el índice igual a uno se llama espacio de Minkowski; éste será el 
objeto de nuestra exposición ulterior. 

§ 194. Sea introducido en el espacio de Minkowski un sistema de coordenadas 
con algún origen O y con la base orionormal c,. ... , e, r Supongamos que los vecto¬ 
res básicos estén numerados de forma queef =... = «*_,= + = -I. En¬ 

tonces la norma de un vector x que tenga las coordenadas x -se expresará por la fór¬ 
mula 

w* = *i + - + *S-i -J# (I) 

para el producto escalar de dos vectores x. y con las coordenadas x¡, y ( , obtendre¬ 
mos la expresión 

*y = -Vi + - + *„ - - 1 - w (2) 

para el cuadrado de la distancia entre dos puntos A (A",), B{X 7 ) tendremos 

p*</i. ¿i) = - xf + ... + (x; . , - _ ,)* - <*; - xf. ( 3 ) 

El cono isótropo con el vértice A (A - " ... , A^¡) en las coordenadas dadas se define 
por la ecuación 

<*t - + ... + (X„ _ , - x* _ ,) 2 - (X„ - >*> 2 a 0, (4) 

siendo real y regular. Los puntos en que el primer miembro de la ecuación (4) es ne¬ 
gativo, constituyen la región interior del cono isótropo; la región interior se divide 
en dos huecos, en uno de los cuales X n > A^, en el otro X < X*¡. 

§ 195. Para mayor evidencia, consideremos algunos objetos del espacio de Min¬ 
kowski en los casos de n = 2 y n = 3. 

I. Construyamos un modelo de geometría bidimensional de Minkowski sobre el 
plano euclidiano. Ante todo, convengamos en concebir del modo corriente los pun¬ 
tos, los vectores y las operaciones lineales con los vectores. Elijamos un sistema de 
coordenadas afines con el origen O y la base e,, e 2 ; las coordenadas X,. X 2 de un 
punto arbitrario M también tendrán el sentido corriente (por ejemplo, X x se repre¬ 
senta mediante un segmento cortado por una recta que pasa por M paralelamente al 
segundo eje; por supuesto, el referido segmento debe medirse en la escala de e,). 
Más aún, nada se opone a que los vectores e¡, e 2 tengan una misma longitud y sean 
perpendiculares uno a otro desde el punto de vista euclidiano. Entonces el sistema 
de coordenadas elegido será simplemente cartesiano rectangular. Sin embargo, 
introduciremos el producto escalar de dos vectores x, y con las coordenadas x , y 
(1 = 1, 2) en el sentido de la geometría de Minkowski, suponiendo 

W = -V, - W 
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dicha forma al aspecto canónico. I I referido número expresa propiedades geométri¬ 
cas de un espacio cuclidiatio dado y se llama su índice. Al mismo tiempo, el índice es 
e) número de vectores imaginarios unitarios presentes en cualquier base ortonormal. 

Si el índice es igual a cero, entonces la norma de un vector, el producto escalar 
de dos vectores, etc. se expresan por fórmulas completamente análogas a las bien 
conocidas de la geometría analítica ordinaria. En este caso las propiedades ge¬ 
ométricas del espacio de hecho no difieren de las del espacio euclidiano tridimen¬ 
sional ordinario, pero, a decir más exactamente, pueden diferir sólo en dimensión. 
Correspondientemente, un espacio euclidiano de índice nulo se llama propiamente 
euclidiano', los demás espacios de Euclides se llaman seudoeudidianos. Un espacio 
euclidiano que tenga el índice igual a uno se llama espacio de Minkowski; éste será el 
objeto de nuestra exposición ulterior. 

§ 194. Sea introducido en ei espacio de Minkowski un sistema de coordenadas 
con algún origen O y con la base ortonormal e,. e n . Supongamos que los vecto¬ 
res básicos estén numerados de forma queej = ... =* _ , = + l,ej; = -I. En¬ 

tonces la norma de un vector x que tenga las coordenadas x se expresará por la fór¬ 
mula 

txl 2 = x\ + ... + *¡5., - x% ( 1 ) 

para el producto escalar de dos vectores .v, y con las coordenadas x r y ¡t obtendre¬ 
mos la expresión 

*■y ~ -Vi + - + *„ - -, - w < 2 ) 

para el cuadrado de la distancia entre dos puntos A(X t ), B{XJ) tendremos 

B) = (*• - Xf + ... + y - { x• - Xf. ( 3 ) 

El cono isótropo con el vértice A [X*¡ .en las coordenadas dadas se define 

por la ecuación 

(*, - xtf + ... + ve„ _ , - ,) 2 - (x„ - a *» 2 = o, ( 4 ) 

siendo real y regular. Los punios en que el primer miembro de la ecuación (4) es ne¬ 
gativo, constituyen la región interior del cono isótropo; la región interior se divide 
en dos huecos, en uno de los cuales X n > X° n , en el otro X n < X*¡. 

§ 195. Para mayor evidencia, consideremos algunos objetos deí espacio de Min¬ 
kowski en los casos de n = 2 y n = 3. 

I. Construyamos un modelo de geometría bidimensional de Minkowski sobre el 
plano euclidiano. Ante lodo, convengamos en concebir del modo corriente los pun 
tos, los vectores y las operaciones lineales con los vectores. Elijamos un sistema de 
coordenadas afines con el origen O y la base <?,, e 2 ; las coordenadas X ,, X 2 de un 
punto arbitrario M también tendrán el sentido corriente (por ejemplo, X, se repre¬ 
senta mediante un segmento corlado por una recta que pasa por M paralelamente al 
segundo eje; por supuesto, el referido segmento debe medirse en la escala de e,). 
Más aún, nada se opone a que los vectores e,, e 2 tengan una misma longitud y sean 
perpendiculares uno a otro desde el punto de vista euclidiano. Entonces el sistema 
de coordenadas elegido será simplemente cartesiano rectangular. Sin embargo, 
introduciremos el producto escalar de dos vectores x, y con las coordenadas x , y 
(i - I, 2) en el sentido de la geometría de Minkowski, suponiendo 

= -Vi - 
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correspondientemente, la norma del vector x se definirá por ia ecuación 

«Ai 2 = a 2 - .v 2 . 

El cono isótropo cuyo vértice lo ubicamos en el origen de coordenadas por razones 
de sencillez, se da por la ecuación 

— X\ - 0; 

el cono isótropo consta de dos bisectrices coordenadas cuclideas (fig. 158). En cual¬ 
quiera de estas dos bisectrices, el vector OP tiene norma igual a cero; cualesquiera 
puntos P, Q de la bisectriz coordenada se encuentran a una distancia nula uno res¬ 
pecto a otro. La región interior del cono isótropo se define por la desigualdad 
~ X\ < 0; lo componen los puntos situados dentro de los ángulos verticales, 
uno de los cuales está acotado por los rayos superiores de las bisectrices, el otro, por 
los inferiores. Todo punto M situado en el interior del cono isótropo, se encuentra a 
una distancia imaginaria respecto al origen de coordenadas. Sea/>(0, M) = al\ en¬ 
tonces todos los puntos que se hallan a esta misma distancia del punto O, satisfacen 
la ecuación 

X] - X\ = -r/ 2 . 

En el sentido de la geometría de Minkowski, estos puntos integran una circunferen¬ 
cia de un radio imaginario ai: en el sentido eudidiano ellos se hallan sobre una hi¬ 
pérbola ordinaria (pues esta última ecuación define una hipérbola con los vértices 
ubicados en el segundo eje de coordenadas). Todo punto N que está en la región ex¬ 
terior del cono isótropo, se halla a una distancia real con relación al punió O, Sea 
PÍO, N) = a; entonces todos los punios situados a la misma distancia de O, satisfa¬ 
cen la ecuación 


X] - X\ = o 2 . 
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En el sentido euclidiano, osla ecuación define una hipérbola con los vértices lo¬ 
calizados en el primer eje de coordenadas; en el sentido de la geometría de Min¬ 
kowski, esta misma hipérbola es una circunferencia de un radio real a. 

Los vectores OM y ON con las coordenadas (a:, , jr 2 ), {y t , j'j)son perpendiculares 
uno a otro en el sentido de Minkowski, si — ay-, = 0; en el sentido euclidiano 
esta igualdad expresa la simetría de las direcciones de OM y ON respecto a las bi¬ 
sectrices coordenadas. En particular, dos vectores que se hallan sobre una misma bi¬ 
sectriz coordenada, son perpendiculares uno a otro en el sentido de la geometría de 
Minkowski. 

2. La construcción de un modelo de geometría tridimensional de Minkowski 
puede realizarse de forma análoga a la antecedente, realizada en el espacio cucli¬ 
diano de tres dimensiones. Partamos de un sistema de coordenadas rectangulares 
oridinario con la base <?,, e 2 , tf 3 ; para dos vectores arbitrarios .v, y con las coordena¬ 
das x t , y [i = 1,2,3), definamos el producto escalar en el sentido de Minkowski por 
la fórmula 

Xy = -V, + ATjV, - Ay-j. 

Entonces la norma del vector x se definirá por la fórmula 
■acB 2 = .X 2 + — Xj, 

el cono isótropo, por la ecuación 

X] + x¡ - xj = o. 

su región interior, por la desigualdad 

X\ + X\ — X\ < 0. 

Desde el punto de vista de la geometría eudidiana, el cono isótropo es un cono ordi¬ 
nario de revolución alrededor del tercer eje de coordenadas; su región interior se 
compone de dos huecos del propio cono. Todo punto que está dentro del cono 
isótropo, se halla a una distancia imaginaría del origen de coordenadas. Si esla dis¬ 
tancia es igual a ai, entonces todos los puntos situados a la misma distancia del pun¬ 
to O, conforman una esfera de un radio imaginario ai, en el sentido euclidiano ésta 
es un hiperboloide de dos hojas con la ecuación correspondiente 

X\ + X* 2 - X] = —a 1 . 

El hiperboloide de dos hojas definido por la ecuación 
X] + X\- X] = o 2 , 

en la geometría de Minkowski representa una esfera de un radio real u. 

Si en las fórmulas que expresan xy y l.vl 2 , suponemos iguales a cero las terceras 
coordenadas, entonces obtendremos fórmulas bidimensionales del álgebra vectorial 
ordinaria. Esto quiere decir que en el plano de coordenadas que pasa por los vecto¬ 
res e t , e 2 tiene lugar la geometría propiamente euclidiana. En general, todo plano 
que pasa por el origen de coordenadas y no contiene generatriz alguna del cono 
isótropo, es un espacio propiamente euclidiano bidimensional (puesto que sobre él 
no hay rectas isótropas). Todo plano que pasa por el origen de coordenadas y corte 
el cono isótropo según dos generatrices, es un espacio bidimensional de Minkowski. 
El cono isótropo de la métrica de Minkowski sobre esfe plano y su región interior se 
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define por la intersección del plano con el cono isótropo espacial. Si un plano que 
corta el cono isótropo espacial, se convierte en su plano tangente, entonces las rec¬ 
tas integrantes del cono isótropo del plano, se reducen a una sola, desapareciendo la 
región interior del referido cono. El cono isótropo de tal plano resulta degenerado. 
Por consiguiente, todo plano tangente a un cono isótropo del espacio tridimen¬ 
sional de Minkowski es un plano isótropo de dicho espacio. 

Las propiedades del espacio cuadridtmensional de Minkowski han de concebirse 
por la analogía natural con el modelo tridimensional considerado. 

§ 196. A toda transformación afín del espacio de Minkowski, a consecuencia de 
la cual la distancia entre dos puntos cualesquiera sea igual a la distancia entre sus 
imágenes, la llamamos movimiento en el referido espacio. En el espacio de Min¬ 
kowski (lo suponemos cuadridimcnsional), haya introducido un sistema afin de co¬ 
ordenadas con el origen O y la base ortonormal <?,, e v c 3 , e 4 = - 1). Entonces, 
toda transformación afín que haga pasar el punto M(X¿ a punto M‘ (X), se repre¬ 
senta por las fórmulas del tipo de (2) del § 187; las anotaremos abreviadamente; 

4 

X ! = £ ■?/*•** + b r <= '• 2 , 3 , 4 . ( 1 ) 

* - i 

Se comprende fácilmente que la transformación (I), hablando en general, no con¬ 
servará la distancia entre los puntos; para conservarla, sus coeficientes deben satis¬ 
facer ciertas condiciones. Procuremos hallar dichas condiciones. 

En primer lugar, consideremos un caso particular de la transformación (I): 

x; = + b r (2) 

Sean convertidos los puntos M(X¡) y N(X") en puntos M'iX¡) y N'(XT') por la 
transformación (2); si x, = X- - X, son las coordenadas del vector MN, 
x! — X‘‘ — X,', las del vector M'N ', entonces, a consecuencia de las fórmulas (2) 
tenemos: x¡ = xf, de aquí se deduce que las normas de los vectores MN y M'N' son 
iguales. De suerte que la transformación (2), cualesquiera que sean b¡, conserva la 
distancia entre los puntos; este caso particular del movimiento se llama desplaza¬ 
miento paralelo. Evidentemente, el desplazamiento paralelo puede elegirse de modo 
que el origen de coordenadas se desplazará a cualquier punto prefijado. 

En otro caso particular de la transformación (1), cuando b j - 0, el origen de co¬ 
ordenadas permanece fijo. 

Cualquier transformación del tipo de (I) puede obtenerse mediante la realiza¬ 
ción sucesiva de las dos transformaciones consideradas; primero, ha de desplazarse 
paralelamente el origen de coordenadas junto con la base a una nueva posición, 
luego ha de realizarse la transformación que se da en las nuevas coordenadas por las 
fórmulas del tipo de (I) con la misma matriz (< 7 lt ), pero con términos independientes 
iguales a cero. Como el primer desplazamiento paralelo obviamente no ofrece inte¬ 
rés, en lo sucesivo consideraremos homogéneas las fórmulas (1): 

A 

x;= i «***■ < 3 > 

k = I 

Sean M{X¡) y N(XT) dos puntos arbitrarios, M'(X¡) y N'(X ’'), sus imágenes, sean 
x, = X’ - X¡ y x¡ = X‘‘ - X¡ las coordenadas de los vectores MN y M'N'. 
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Merced a las fórmulas (3) tenemos; 

n 

x ¡= E Wk- h) 

k = i 

La igualdad de las distancias p(MN') y p(M, N) equivale a la igualdad de las nor¬ 
mas de los vectores M'N' y MN\ por consiguiente, las fórmulas (3) definirán un 
movimiento si los coeficientes q lk están seleccionados de forma que 

x¡ 2 + .Vj 2 + a:, 2 - xj 2 = ^ - x 2 . (5) 

En este caso la relación (5) debe observarse como corolario de las igualdades (4), pa¬ 
ra cualesquiera x. , x 1% x 3 ,x r Denotemos con a lk los coeficientes de la forma métrica 
en las coordenadas ortonormales (o M = o 22 — o }i = +1, = — I, o jk - 0 si 

i * k), apuntemos el primer miembro de (5) como suma doble con los coeficientes 
o jk y apliquemos las fórmulas (4): 

x ' 2 + .Cj 2 + v 2 - = Z WK - 

i, H m | 

“ Z °-*( I «/</«) ( Z «a*) “ 

“ Z ( Z °lk (2 laflkk ) Vji 

anotando también como suma doble el segundo miembro de (5): 

/ 4 

+ + £ o aB x a x B . 

oj ■ I 

A consecuencia de (5), las expresiones obtenidas deben ser iguales; de aquí 

4 

Z WtoQkfi = °aB <«• 0 = *• 2 " 3 - 4 )- 

(.* ■ I 

Precisamente éstas son las condiciones buscadas para los coeficientes q lk \ al obser¬ 
varse estas condiciones, la transformación (3) o la (1) es un movimiento. A las con¬ 
diciones (6) puede dárseles forma matricial. Al igual que antes, denotemos con Q la 
matriz que posee los elementos q ¡k , con Q\ la matriz que contiene los elementos 
Q‘ a¡ = Q ia (Q' se obtiene de Q mediante la transposición), con 7, la matriz que tiene 
los elementos a ¡k . Entonces las relaciones (6) pueden escribirse como siguen 

4 

Z «aiWke = a «B (C. 0 = 1.2, 3.4). (7) 

t* = i 

Pero, escritas asi, evidentemente, equivalen a una sola igualdad matricial: 


Q'IQ = / 


(8) 
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o, detalladamente: 
A?n <?21 <7 3l <7 41 ^ 

. /■ 

0 

0 

°\ , 


<7|2 

<7|3 

<7|4\ 

<7|2 <722 <7 3 2 *742 

(° 

1 

0 

0 1 

?2t 

«22 

<723 

<724 

*713 <723 <733 <?43 

l\° 

0 

1 

°/ 

<73. 

<732 

<733 

<734 1 

Sf7|4 <724 <7 3 4 <744 y 

\o 

0 

0 

-1/ 

\<741 

<742 

<743 

<744/ 




De lal modo. la transformación afín (I) es un movimiento si, y sólo si, su matriz Q 
satisface la condición (8). 

Hagamos notar que de aquí, la desigualdad a cero del determinante de la matriz 
Q ya deriva de por si sola; más aún, de la relación (8) tenemos: (Det Q) 2 = 1, consi¬ 
guientemente. 


DetQ = *|. (9 ) 

S 197, Mediante las fórmulas (6) se muestra fácilmente que a consecuencia de 
cualquier movimiento en el espacio de Minkowski se conservan el producto escalar y 
la ortogonalidad de vectores. En rigor, a raíz de un movimiento, conviértanse los 
vectores* = Zxft.y = en vectores*' = £x¡e,,y' = Zyfr (descompues¬ 

tos respecto a la misma base). Entonces 


x'y = x\y[ + xft + -ty¡m £ o lk xy t = 


- I 


= E °lk ( £ «fcO'í £ = I ( I WialMl) x a x B = 

'• * “ I ' « ■ I ' 'l-l / o, 0 - I \ ,. » > 1 / 

4 

■ £ w* = x >y< + x i?2 + *yy¡ - **y* = *r- 


Asi pues, x'y' = xy. En particular, si xy = 0, entonces x'y' = 0, es decir, las 
imágenes de vectores ortogonales son ortogonales. De aquí se infiere una conclusión 
importante: en el espacio de Minkowski todo movimiento hace pasar la base orto- 
normal a base orlonormal. 

§ 198. Si a consecuencia de cierto movimiento un pumo dado del espacio perma¬ 
nece fijo, entonces el cono isótropo del espacio cuyo vértice está en el punto dado, 
también permanece fijo (sus puntos se desplazan a nuevas posiciones, pero se 
quedan sobre él). Efectivamente, supongamos, a modo de ejemplo, que permanezca 
inmóvil el origen de coordenadas O. Si M es un punto arbitrario de un cono isótro¬ 
po con el vértice O, entonces p(0, M) = 0. y, dado que durante el movimiento se 
conservan las distancias, entonces, para la imagen M’ del punto M tenemos p{0, 
M‘) = 0; por consiguiente, M'se halla sobre el mismo cono isótropo. Mediante ra¬ 
zonamientos análogos se puede mostrar que, a consecuencia de tal movimiento, los 
puntos situados dentro del cono isótropo, permanecen en su interior; no obstante, 
no se excluye el hecho de que dos huecos del cono isótropo se cambien de lugares. 
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§ 199. El conjuntó de todos los movimientos en el espacio de Minkowski consti¬ 
tuye un grupo, ya que el producto de dos movimientos es un movimiento, y la trans¬ 
formación recíproca al movimiento es un movimiento también. 

Estas propiedades de grupo dimanan evidentemente de la definición de ¡os movi¬ 
mientos. El grupo de movimientos en el espacio de Minkowski es uno de los subgru¬ 
pos del grupo afín. En el espacio de Minkowski, entre todo el grupo de movimientos 
se puede distinguir, a su vez, un subgrupo de movimientos que dejan fijo un punto. 
Un grupo más reducido lo integran los movimientos, a causa de los cuales permane¬ 
ce fijo cada hueco del cono isótropo. 

§ 200. La transformación 

4 

X\ = £ q a x k + b'. Del q lt * 0, i = 1,2, 3. 4 

* . i 

que constituye cierto movimiento en el espacio de Minkowski, se llama transforma¬ 
ción general de Lorentz. La transformación general de Lorentz se caracteriza por la 
ecuación (8) del § 196 para la matriz Q = Los números b ( que pueden ser 
cualesquiera, no juegan un papel sustancial en el estudio de las transformaciones ge¬ 
nerales de Lorentz, por ende, al prescindir de los números ¿» ( , frecuentemente se lla¬ 
ma transformación general de Lorentz a la transformación homogénea 

4 

*¡- I ?***• ' = ‘.2.3.4. (1) 

» . i 

con la misma condición para la matriz Q. El conjunto de todas las transformaciones 
de Lorentz integra un grupo llamado grupo general de Lorentz. 

Si la transformación (1) constituye un movimiento en el espacio de Minkowski, a 
raíz del cual cada hueco del cono isótropo permanece fijo, entonces tal transforma¬ 
ción se llama sencillamente transformación de Lorentz. Estas transformaciones, 
además de la condición (8) del § 196 para la matriz Q, se caracterizan por que ellas 
mismas hacen pasar el punto (0,0,0, xj, x t > 0, al punto (x¡, Xy xj. x¡), x k > 0. 
Las transformaciones de Lorentz componen un grupo llamado grupo de Lorentz. 

§ 201. Además, las transformaciones de Lorentzfo las transformaciones genera¬ 
les de Lorentz) pueden interpretarse geométricamente de un modo distinto. 

Sea dado un sistema de coordenadas con el origen O y con la base ortonormal 
e ? , e 3 , e 4 (<^ = - 1); luego, introdúzcase un nuevo sistema de coordenadas con 
el origen O' y con la base ortonormal e¡, e' y e¡ (e^ = -1). Entonces, si 

4 

e ¡= £ p '*** <>) 

• k * I 

son las descomposiciones de los vectores de la nueva base respecto a la vieja base, y 

4 

x : = i <?*•*■* + *. (2) 

k - I 

son las expresiones de las nuevas coordenadas a través de las coordenadas viejas, en¬ 
tonces la matriz Q = (q tk ) resulta de la matriz P = (p tt ) mediante la transposición 
y la inversión: Q = </**)“ 1 (véase el § 180). Como las bases vieja y nueva son orto- 
normales, en las designaciones del § 196 tenemos: 

< e k = °Uc 


e , e k = a ,k- 
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De aquí 

< ‘ 4 4 

= •/«* = £ I P«*fl = £ K e B>P»cfik» = £ a a0PlaPkB- 

“ ■ l 0 » I O, 0 » I «, ¿* » I 

(3) 

Si introducimos los elementos de la matriz />', es decir, p¡j k = p k¡J , entonces las 
igualdades antecedentes lomarán la forma siguiente: 

4 

£ "«Vlt 5 "/» (i,* = 1,2,3.4). (4) 

Todas eslas relaciones equivalen a una sola igualdad malricial 

P1P- = /. (5) 

Mas, como las matrices P’ y Q son mutuamente inversas, entonces 
P’Q = E. Q'P = E, 

donde E es una matriz unidad. Por ende, al multiplicar ambos miembros de la igual¬ 
dad (5) a la izquierda por la matriz Q\ a la derecha, por la matriz Q, obtendremos: 

^ Q'PIP’Q = EIE = / = Q'IQ ( 6 ) 

Q'IQ = /■ 

Esta última igualdad coincide exactamente con la igualdad (8) del § 196. Por consi¬ 
guiente, toda transformación de coordenadas que corresponde aI paso de un siste¬ 
ma orlonormat a un nuevo sistema orlonormal, es una transformación general de 
Lorentz (no homogénea, dicho en términos generales). A la inversa, si la base e¡, e,, 
e 3 > £4 es ortonormal, y si se observa la condición ( 6 ), entonces, por cuanto de ( 6 ) si¬ 
gue (5), luego (4), luego (3), obtendremos e¡e k = o lk , es decir, la nueva base será or¬ 
tonormal también. Por lo tanto, toda transformación generaI de Lorentz puede 
considerarse como una transformación de coordenadas ortonormales. Ante tal in¬ 
terpretación de las transformaciones generales de Lorentz, las llamadas de Lorentz 
a secas concurrentes entre ellas, se caracterizan por el que los vectores básicos e, y e k 
se hallan en un mismo hueco del cono isótropo. 

S 202. Al concluir esta sección, indicaremos una relación que existe entre el gru¬ 
po de Lorentz y el grupo de movimientos en la geometría de Lobachevski. Para 
simplificar la exposición, vamos a considerar el espacio tridimensional de Minkow¬ 
ski con un cono isótropo 

X] + X\ - X\ = 0. (1) 

Cortemos este cono con el plano X } = 1. En la sección se forma una circunferencia 

+ X\ = 1, X 3 = 1; (2) 

la denotaremos con k. Sea dada una transformación homogénea de Lorentz 

X¡ = q„X, + q n X 2 + q n X y 'j 

*2 = q 2¡*l + 022*2 + 

X’i = <7 3 l A j + q S2 X 2 + 


(3) 
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le corresponde un movimiento en el espacio de Minkowski, que hace pasar el punió 
arbitrario AÍ(X,, X 2 , X¡) al punto Ai' (X¡, X¿, X 2 ), dejando fijo el origen de coor¬ 
denadas. 

A la transformación de Lorentz dada le ponemos en correspondencia cierta 
transformación del plano X 3 = 1. Precisamente, si P es el punto de intersección de 
la recta OM con el plano X 3 = I, P' es el punto de intersección de la recta OM' 
con el mismo plano, entonces consideraremos P' como imagen del punto P. Esta 
transformación es fácil de expresar en coordenadas. 

Sean (xr, y, I) las coordenadas del punto P: dado que O. P, M se hallan sobre 
una misma recta, 

± _2L = .L. 

X, X 2 X, 

Por consiguiente, 



Análogamente, si (*', y', 1) son las coordenadas de P‘, entonces 


, X.' 

x "*f* 

De aquí y de las fórmulas (3) obtenemos: 



„ hi* + W * «i» 

<7j,x + q n y + <7 j3 

y = « *,* + W * 

<7jl* + W + «JJ - 


Por cuanto Det q- k * 0, la aplicación del plano Xj = I sobre si mismo expresada 
por las fórmulas (4), es proyectiva (véase el § 112). Tengamos en cuenta que la 
transformación de Lorentz dada en el espacio, deja fijos el cono isótropo y su re¬ 
gión interior; de aquí se deduce que sobre el plano X 3 = 1 la transformación (4) de¬ 
ja fijos la circunferencia k y su región interior. Por eso la transformación (4) es un 
movimiento no euclidiano en la métrica de Lobachcvski que está definida sobre el 
plano X 3 = I dentro del absoluto k (véase el § 170). Hemos mostrado que toda 
transformación de Lorentz induce cierto movimiento no euclidiano dentro de k 
sobre el plano X 3 = 1. Ahora, mostremos que a base de un movimiento no eucli¬ 
diano dado de antemano dentro de k, se puede hallar, y además unívocamente, la 
transformación de Lorentz que lo induce. 

Sea dado un movimiento no euclidiano por las fórmulas del tipo de (4). Enton¬ 
ces la transformación buscada de Lorentz debe tener forma de 


X¡ = X(<7,,.Xj + if l2 X 2 + < 7 , 3 X 3 ), 1 
X 2 = X(<7 2 i X, + < 722 X 3 + 02jXj), . 


(5) 


Xj = M? 3 |X, + <732X2 + <733X3), J 

donde X es cierto número * 0 . Para cualquier X * 0 las fórmulas (5) definen una 
transformación afin en el espacio. Demostremos que con la elección apropiada de X 
esta transformación afín será una transformación de Lorentz. 
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En rigor, la transformación (4) deja fijas la circunferencia * y su región interior; 
de aquí se infiere que la transformación afín (5) deja fijos el cono isótropo y su re¬ 
gión interior. Algebraicamente, esto quiere decir que a consecuencia de las igualda¬ 
des (5) tiene lugar la relación 

X' 2 + X- 2 - X' 2 = a(X 2 + X\ - X 2 ). < 6 > 

donde a es proporcional a X 2 con el factor de proporcionalidad positivo. Elijamos X 
observando la igualdad a = I; entonces la transformación (5) expresará un movi¬ 
miento en el espacio de Minkowski. Hagamos constar además que q )} * 0, pues en 
el caso contrario, el punto interior (0, 0,1) del cono isótropo se convertirá en punto 
exterior (Xr/ |3 , Xr/ 2J , 0) por la transformación (5). lo cual queda excluido. Por ende, 
podemos elegir el signo de X de modo que > 0. Bajo esta condición la transfor¬ 
mación (5) deja fijo cada hueco del cono isótropo y, consiguientemente, es una 
transformación de Lorentz. Está claro que la elección requerida de X es univoca. 

Asi pues, las transformaciones homogéneas de tres dimensiones se hacen corres¬ 
ponder biunívocamente a los movimientos de la geometría bidimensional de Lo- 
bachcvski. Además, es fácil comprobar que el producto de dos transformaciones de 
Lorentz se hace corresponder al producto de los movimientos no cuclidianos corres¬ 
pondientes. Por consiguiente, el grupo homogéneo tridimensional de Lorenlz y el 
grupo de movimientos de la geometría bidimensional de Lobachevski son isomor- 
fos. 

1 Análogamente se puede mostrar el isomorfismo del grupo homogéneo cuadridi- 
mcnsional de Lorentz y del grupo de movimientos en la geometría tridimensional de 
Lobachevski. 

3. Espacio de sucesos de la teoría especial 
de la relatividad 

§ 203. Considérese cierto suceso M. Imaginémonos que en realidad nos interesa 
no la naturaleza del suceso Ai, sino el lugar y el tiempo en que transcurre este suce¬ 
so; además, admitamos que el suceso Ai tiene lugar en una porción tan pequeña del 
espacio y en un intervalo de tiempo tan corto que se puede considerar que dicho su¬ 
ceso transcurre instantáneamente en un determinado punto e. Entonces llamaremos 
elemental al suceso sujeto a la consideración. El lugar de un suceso elemental ar¬ 
bitrario se determina respecto a cierto cuerpo material elegido de antemano, y el 
tiempo se establece mediante un determinado reloj. Por ejemplo, se puede determi¬ 
nar el lugar de todo suceso respecto a la Tierra y registrar el tiempo según el reloj del 
observatorio de Púlkovo. 

Sea elegido cierto cuerpo material T respecto al cual se determina el lugar de un 
suceso elemental arbitrario; estén ligados fijamente con el cuerpo T tres ejes carte¬ 
sianos mutuamente perpendiculares y sea dada una escala, respecto a los cuales el 
lugar del suceso M se caracteriza por las coordenadas x.y, z (considerando euclideas 
las propiedades geométricas del espacio real); sea dado, al fin, un reloj, según el 
cual el momento del suceso M se caracteriza por el número t (considerando t igual al 
número de unidades de tiempo a partir de cieno momento de referencia). El 
complejo integrado por el cuerpo T, la escala, los ejes, el reloj y el momento de refe¬ 
rencia se llama sistema de referencia, los números x, y, z, t se llaman coordenadas 
del suceso M en un sistema de referencia dado. 
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La elección del sistema de referencia puede variar; entonces el mismo suceso M 
en un nuevo sistema de referencia, hablando en general, tendrá oirás coordenadas 
x' ,y', z', /'- En estecaso, si se toma el mismo cuerpo T, cambiando sólo los ejes li¬ 
gados con él, la escala, la unidad de medida de tiempo y el momento de referencia, 
entonces el cambio del sistema de referencia y la transformación correspondiente de 
las coordenadas de sucesos se llaman triviales. En oposición a esto, llamaremos 
esenciales el cambio del sistema de referencia y la transformación correspondiente 
de las coordenadas de sucesos, si en lugar del cuerpo T se toma un cuerpo distinto 
V el cual se mueve respecto a T. 

Para la física, reviste una importancia de principio el problema de cómo se 
transforman las coordenadas de sucesos al cambiar esencialmente el sistema de refe¬ 
rencia. Por cierto, tiene sentido plantear tal problema sólo respecto a algunas deter¬ 
minadas clases de sistemas de referencia, que sean suficientemente abarcables. A 
continuación se expone la solución del referido problema en cuanto a los sistemas 
inerciales. 

§ 201. Llamaremos inercia! a cierto sistema de referencia S si todo punto mate¬ 
rial independiente se mueve rectilínea y uniformemente respecto al sistema S. Al 
hablar del punto material independiente, tenemos en cuenta un cuerpo de pequeñas 
dimensiones tan alejado de otros cuerpos que se puede despreciar la acción de éstos 
sobre el referido cuerpo. 

Sean S y S‘ dos sistemas inerciales de referencia, M, un suceso arbitrario. 
Nuestro objeto es obtener o caracterizar las fórmulas que expresen las coordenadas 
(x ', y ', z ', t') del suceso M en el sistema S' a través de las coordenadas {x, y,z. i) 
del mismo suceso en el sistema S. 

Primero, veamos cómo se resuelve este mismo problema desde el punto de vista 
de la física clásica. Ante todo, en la física clásica se admite que se pueda sincronizar 
universalmente los relojes, estableciendo un mismo sistema de referencia de tiempo; 
entonces /' = I. A la par con esto, se considera posible establecer una sola escala 
para medir las longitudes de segmentos en todos los ejes de coordenadas de los siste¬ 
mas S y S'. Estos supuestos y la ley de la composición de velocidades formulada por 
la cinemática clásica prueban que en el caso de cierta elección especial de los ejes de 
coordenadas en los sistemas 5 y 5', las coordenadas de cualquier suceso M, al pasar 
del sistema S al S', cambiarán con arreglo a la fórmulas 

*' a x - vt - y' ° y> *' = t •' =' (■) 

(los ejes de coordenadas están elegidos de modo que O'x' desliza por el Ox, y los 
ejes O'y', O'z' siguen siendo paralelos a los ejes Oy, Oz; ves la velocidad de movi¬ 
miento de S' respecto a S). 

De tal manera, las fórmulas buscadas se deducen fácilmente de las hipótesis de la 
física clásica y tienen forma muy sencilla. 

No obstante, hagamos constar que la posibilidad de sincronizar umversalmente 
todos los relojes, en absoluto, no es tan evidente como puede parecer a primera vis¬ 
ta. Se podría sincronizar los relojes en todos los sistemas inerciales si existiesen se¬ 
ñales de propagación instantánea. Bastaría fijar en una cierta fase el reloj de un sis¬ 
tema ¡ocrcial, enviando al instante una señal a otros sistemas y allí fijar los relojes en 
la misma fase en el momento de recibir la señal; luego se podría unificar la marcha 
de los relojes dando otra señal tras un determinado lapso de tiempo. En este caso to- 
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dos los sistemas inerciales resultarían equitativos en el sentido de que la transmisión 
de una señal de cualquier sistema y la recepción de la misma en otro sistema cual¬ 
quiera tendrían lugar en unas mismas fases de los relojes de estos sistemas. Mas. en 
la naturaleza no existen señales que se propaguen instantáneamente. Si se vale de se¬ 
ñales luminosas, mediante el procedimiento recién referido se puede lograr sólo una 
sincronización aproximada de los relojes en los sistemas inerciales, a condición de 
que sea pequeña en comparación con la velocidad de la luz, la de movimiento de 
unos sistemas inerciales respecto a otros. 

En el sentido aproximado, no ofrecen lugar a dudas otras dos hipótesis que ale¬ 
gamos (la posibilidad de unificar las escalas, la ley clásica de la composición de velo¬ 
cidades). Por ende, las fórmulas (1) también son aproximadamente exactas si v es 
pequeña en comparación con la velocidad de la luz. 

Pero las fórmulas (1) contradicen a los datos experimentales de la física moderna 
de gran velocidad. El caso consiste en lo siguiente. Es sabido desde hace mucho que 
las leyes de la mecánica se observan igualmente en todos los sistemas inerciales. Las 
fórmulas (1) no contradicen a esta tesis si se sobreentienden las leyes de la mecánica 
clásica, pues sus ecuaciones son invariantes respecto a la transformación según las 
fórmulas (1). Al mismo tiempo, de las fórmulas (I) se deduce que las leyes de la 
electrodinámica tienen que depender de la elección del sistema inercial, por cuanto 
las ecuaciones de la electrodinámica no son invariantes respecto a la transformación 
(1). Ante todo, la velocidad de la luz tiene que ser diferente con respecto a diversos 
sistemas inerciales; a saber, si en el sistema S la luz se propaga en dirección hacia el 
eje x con una velocidad c, entonces según las fórmulas (1), en el sistema S' debe 
existir una velocidad de la luz = c — v. No obstante, los experimentos adecuados 
no registraron tal efecto. En virtud de esta circunstancia, en la física está adoptado 
el postulado sobre la independencia de la velocidad de la luz en cuanto a la elección 
del sistema inercial de referencia. Aquí toma su principio la teoría especial de la rela¬ 
tividad descubierta por la obra de Lorentz, Poincaré, Minkowski y, sobre todo, de 
Einstcin; según la referida teoría, no sólo las leyes de la mecánica, sino también las 
de la electrodinámica son unas mismas en todos los sistemas inerciales. La teoría de 
la relatividad sustituye las hipótesis iniciales de la física clásica que conducen a las 
fórmulas (1), por tesis más exactas concordantes con la física experimental de gran- 
.des velocidades. Con esto mismo se sustituyen también las fórmulas (I) por fórmu¬ 
las más exactas. Estas serán deducidas en los párrafos inmediatos. En este caso, 
tendremos que utilizar esencialmente los conceptos geométricos desarrollados en 
dos secciones precedentes. 

§ 205. Sea S algún sistema inercia! de referencia, M, un suceso elemental arbitra¬ 
rio, t, x, y, z, las coordenadas del referido suceso en el sistema S (aquí y más abajo el 
tiempo t se considera como la primera coordenada para hacer cómodo el apunte de 
algunas fórmulas que siguen). 

Designemos con ?l un espacio cuadridimensional afín, en el cual están elegi¬ 
dos de un modo cualquiera el origen O y la base a,, a v a y a 4 de un sistema afín de 
coordenadas. Convengamos en hacer corresponder al suceso M un punto del espa¬ 
cio SI , que se define por las coordenadas l, x, y, z respecto al origen y la base ele¬ 
gidos; diremos que este punto representa el suceso M en el espacio SI . El punto 
que representa el suceso, lo denotaremos con la misma letra que el propio suceso. 
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El espacio cuadridimensionat afín 31 cuyos punios representan sucesos ele¬ 
mentales -de todo género, se llama espacio de sucesos. Notemos que los sucesos que 
transcurren durante cierto lapso de tiempo t¡ < / $ t 2 en un punto del espacio 
físico, inmóvil respecto a los ejes del sistema S y dotado de las coordenadas at 0 , y Q , 
z 0 , se representan en el espacio SI por medio del segmento f, ^ < l 2 , X = .v n , 

y = y 0 , z = z n ; evidentemente, tal segmento es paralelo al vector a,. Correspon¬ 
dientemente a esto, el eje de coordenadas orientado según el vector básico a¡ en el 
espacio de sucesos, se llama eje de tiempo. 

§ 206. Ahora haremos el primer paso en la resolución del problema de transfor¬ 
mación de las coordenadas de sucesos al pasar de un sistema inercial de referencia a 
otro. Considérese, además del sistema S. un otro sistema de referencia S', también 
inercial; sean f, x, y, z las coordenadas de un suceso arbitrario M respecto a S\ sean 
/', x' , y' , z' las coordenadas del mismo suceso respecto a S'. Entonces I', x', y', 
z' son determinadas funciones de I, x, y, z: 

l' = /('. x, y. z). 
x' = <pü. x. y. z), 
y' = </>{!, x, y, z), 
z' = x('. z. y, z). 

Supongamos que 1)/, ip, x están determinados para cualesquiera valores de l, x. 
y, z; 2) según cualesquiera valores de x'.y',z' de las ecuaciones (1) se determi¬ 
nan, y además de un único modo, t, x, y, z. 

Con esto mismo suponemos que respecto a cada uno de los sistemas S. S\ los 
sucesos puedan tener lugar dondequiera y en cualquier momento; estos supuestos 
significan también que los sistemas S, S' son siempre inerciales. 

Demostraremos que tas fórmulas (I) son lineales, es decir, tienen forma de 

I' = c,,/ + c l2 r + c,jj> + c l4 z + d„ 

x‘ = c 2l r + c 22 x + c 2y y + c 34 z + d 2 , 

y’ = c 3i' + c 32* + «»)’ + f j«* + d v 

Z' = c 4| / + c 42 x + c 4> y + crf + d t . 

Además. Del C lt * 0. 

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar este teorema, tenemos que adoptar una suposi¬ 
ción física más. A saber, supondremos que a través de cualquier tugar de un espacio 
físico, en cualquier momento de tiempo en cualquier dirección puede pasar con 
cualquier velocidad conocida en la física experimental, un punto material indepen¬ 
diente (sin embargo, no suponemos que un punto material puede tener cualquier ve¬ 
locidad en general, puesto que nadie ha registrado velocidades arbitrariamente 
grandes, y tal suposición carece de fundamento; más aún, como se verá en lo sucesi¬ 
vo, la misma resultaría también errónea). Al hablar de la velocidad de un punto 
material, tendremos en cuenta la velocidad respecto al sistema 5. Designemos con C 
un número positivo tal que sea factible cualquier velocidad inferior a C. 

Pase volando en el espacio algún punto material independiente. Como el sistema 
5 es inercial, respecto al sistema 5 el movimiento de dicho punto es rectilíneo y uni- 
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forme. Por lamo, las ecuaciones del movimiento de tal pumo deben lener forma de 
x - x 0 = 1(1 - íq), y - y 0 = m(t - tj, 

Z - z 0 = n(l - /o). (3) 

donde I, m, n son las componemes de la velocidad del pumo en vuelo, (x 0 ,y Q , zj es 
el lugar en que el punto se encuentra en el momento / = l Q . En virtud de la hipótesis 
admitida al comenzar la demostración, los números /„, x 0 , y 0 . z 0 pueden considerar¬ 
se cualesquiera. En cuanto a /, m, n, éstos deben satisfacer la desigualdad 

I 2 + m 2 + n 2 < C 2 . (4) 

El hecho de que en el momento / el punto en vuelo se encuentra en el lugar (x, y, z), 
es un suceso que se representa por medio de un punto (/, x, y, z) en el espacio de su¬ 
cesos VI . Todo el proceso de movimiento del punto en vuelo se representa en el es¬ 
pacio de sucesos mediante cierta recta, pues I, x, y. z están sujetas a tres ecuaciones 
independientes de primer grado (3) (véase el § 185). Denotemos esta recta con b. 
Luego, hagamos notar que de las relaciones (3) y (4) se infiere la desigualdad 

lx - x 0 ) 2 + 0- - y^ + (z - z¿> 2 - CHi -i 0 ) 2 < 0, (5) 

que define la región interior de cierto cono real regular de segundo orden con el vér¬ 
tice (/„, x 0 , y 0 , íq) (véase el § 186); lo designaremos con K 0 . Por cuanto la desigual¬ 
dad (5) es un corolario de las relaciones (3) y (4), entonces la recta b que pasa por el 
vértice del cono K 0 , se halla en su región interior. De las hipótesis admitidas se 
desprende que toda recta del espacio de sucesos que pasa dentro del cono K 0 por su 
vértice, puede representar el proceso de movimiento de un punto material indepen¬ 
diente que pasa por el punto (* 0 , y 0 , z¿) en el momento /„. 

Ahora, abordemos las ecuaciones (I). En virtud de las referidas ecuaciones, a lo¬ 
do punto M(t. x, y, z) del espacio de sucesos le corresponde un punto Ai' (/', x', 
y', z') es decir, está definida una cierta aplicación Ai' = /(Ai); en virtud de las con¬ 
diciones impuestas a las ecuaciones (I), esta aplicación es una aplicación biunivoca 
del espacio de sucesos sobre si mismo. Ahora, tengamos en cuenta que el sistema de 
referencia S' es inercia! también. Por eso, si /, x, y, z constituyen coordenadas 
corrientes en las ecuaciones (3), entonces/', x', y', z' satisfacen las ecuaciones aná¬ 
logas, aunque sean distintos los parámetros (dado que las ecuaciones (3) definen el 
movimiento de un punto material independiente, y tal movimiento en el sistema S‘ 
será rectilíneo y uniforme). De aquí se infiere que si en el espacio de sucesos un con¬ 
junto de puntos Ai se halla sobre la recta b. entonces los puntos correspondientes de 
Ai' = /(Ai) también se hallan sobre cierta recia b'. Asi pues, 1) en el espacio de su¬ 
cesos para cualquier punto M 0 (< 0 , x 0 , y 0 , zj está definido un cono K 0 con el vértice 
Ai 0 ; 2) si la recta b pasa por Aí 0 dentro detf 0 . entonces a causa de la aplicación 
Ai' = /(Ai), todas las imágenes de los puntos de la recta b quedan dispuestas sobre 
cierta recta ó'. Ahora, demostremos que cualquiera que sea la recta ¿>, las imágenes 
de sus puntos también están situadas sobre una recta, es decir, que la aplicación 
Ai' — f(M ) es colineal. 

Sobre la recta b, tomemos tres pumos diferentes Ai,, A/,, Ai,; sean Áf,, K^, AT, 
los conos definidos para los puntos Ai,, Ai 2 , Afj de manera análoga a que el cono Kq 
fue definido para el punto Ai„. Ahora ya es natural considerar que la recta b no pasa 
por las regiones interiores de los conos K e Dentro de K v tracemos a través de Ai una 
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recta arbitraria. Las rectas b y b, definen e! plano (bidimensional) 0 que las con¬ 
tiene. A través de los puntos M 2 y M v tracemos las rectas bj y bj paralelas a la recta 
b¡ i las referidas rectas se situarán en el plano 0 y dentro de los conos correspondien¬ 
tes Aj y Ky La continuidad del primer miembro de la desigualdad (5) impone que a 
consecuencia de una pequeña modificación de las coordenadas de los vectores direc¬ 
tores de las rectas bj y bj, los vectores directores modificados definan rectas que 
también se hallan dentro de los conos K 2 y Af 3 . Por eso, existirán rectas b 2 y b 3 que 
I) pasan por M 2 y M } en el plano 0 y dentro de los conos J< 2 y K 2 \ 2) están situadas 
de manera que las tres rectas b 2 , se intersecan dos a dos en tres puntos diferen¬ 
tes P, Q, R del plano 0. 

Sean P', Q', R' las imágenes de los puntos P, Q, R creadas por la aplicación 
M' = f(M). Dado el carácter biunívoco de esta aplicación, los puntos P',Q‘,R‘ 
son diferentes. Si A' se halla sobre la recta P'Q', entonces M¡ = = 1,2,3) 

están sobre la misma recta. Por consiguiente, en este caso no hay que demostrar na¬ 
da. Supongamos que P', Q‘, R' no estén sobre una misma recta. Entonces ellos de¬ 
finen el plano 0' que los contiene. Como las rectas b,,b 2 , b } pasan dentro de los co¬ 
nos K v K 2 , K y las imágenes de sus puntos se hallan sobre tres rectas b¡, bj, bj. Las 
rectas bj, bj, bj se intersecan dos a dos en los puntos P', Q‘, R' y por eso están si¬ 
tuadas en el plano 0‘ (véase el § 182); junto con ellas, el plano 0' contiene los pun¬ 
tos Mj = /(A/,)(r =1,2, 3). Por el punto M¡ dentro del cono A, se puede trazar 
una recta c, que no pertenece al plano 0. Aplicando a la recta c, la misma construc¬ 
ción que fue aplicada a la b,, obtendremos análogamente a lo aducido más arriba, 
un plano y' que contiene los puntos Mj, Mj, Mj y no coincide con el plano 0'. Ya 
que los planos 0' y y' son diferentes, entonces todos los puntos comunes suyos se 
hallan sobre una misma recta. A consecuencia de esto mismo los puntos Mj, Mj, Mj 
están situados sobre una misma recta, resultando establecido el carácter colineal de 
la aplicación M' = f{M). Pero según el § 187, si la aplicación M‘ = f(M) es coli¬ 
neal, entonces en las coordenadas afines la misma se representará por fórmulas line¬ 
ales con un determinante diferente de cero. Por esto mismo queda demostrada 
nuestra afirmación. 

nota. La demostración sigue siendo válida si se considera que el sistema S' es 
inercial respecto al sistema S, es decir, si se exige solamente que todo movimiento 
rectilíneo y uniforme de un punto material (con una velocidad admisible) respecto a 
5 sea rectilíneo y uniforme también respecto a S'. En la demostración no se necesitó 
la reciprocidad de tal relación entre S y S'. 

Ahora sabemos que las fórmulas buscadas de transformación de las coordena¬ 
das de sucesos tienen forma lineal. A continuación hay que establecer los coeficien¬ 
tes de las referidas fórmulas, lo cual haremos a partir del postulado sobre la inde¬ 
pendencia de la velocidad de la luz en cuanto a la elección del sistema inercial de re¬ 
ferencia. Preliminarmente tendremos que completar un poco el concepto de espacio 
de sucesos expuesto en el § 205. 

§ 207. Al definir el espacio de sucesos ?1 , partíamos de la consideración de un 
sistema inercial de referencia S en el espacio físico. Junto con S, elegimos en el espa¬ 
cio afin SI el origen O y la base o,, a 2 , a y o 4 del sistema afin de coordenadas; el 
punto M que representa un suceso, se construye en el sistema de coordenadas elegi¬ 
do a base de las coordenadas del suceso (/, x. y, z); las referidas coordenadas se con¬ 
sideran dadas respecto a S. Si S' es otro sistema inercial de referencia cualquiera, en 



424 


Cap. Vil. Espacio de Minkowski 


el cual el mismo suceso (iene nuevas coordenadas t', x', y', z', entonces estas 
nuevas coordenadas se expresan a través de l, x, y, z según las fórmulas lineales (2) 
del § 206 con un determinante diferente de cero. Mas, conforme al § 180, cualquier 
transformación lineal de cuatro variables cuyo determinante difiera de cero, puede 
considerarse como transformación de coordenadas afines en el espacio afín de 
cuatro dimensiones. Esto quiere decir que existe un nuevo sistema de coordenadas 
afines en el espacio VI , definido por un origen O' y una base o¡, oj, a'¡. <r¿. Res¬ 
pecto al referido sistema, el punto M que representa el suceso dado, tiene coordena¬ 
das x', y', z'■ De tal modo, a todo sistema inercial de referencia ubicado en el 
espacio físico le corresponde un determinado sistema afín de coordenadas del espa¬ 
cio de sucesos. 

8 208. Sean M 0 yM dos sucesos que se observan desde el punto de vista del siste¬ 
ma inercial de referencia S. Estimemos que M 0 suceda en un lugar dado (x 0 , y 0 , z¿) 
del espacio físico en un momento dado l 0 . Consideraremos arbitrario el lugar (x, y, 
z) del suceso M\ denotaremos con t el instante del suceso M. Supongamos que en el 
caso de l 0 < t una señal luminosa enviada desde el lugar del suceso M 0 en el instante 
l 0 , llegue al lugar del suceso M justamente en el instante /, a la inversa, si l < z 0 , en¬ 
tonces la señal luminosa dei suceso M 0 llega al lugar del suceso M ( precisamente en el 
instante t 0 . 

Entonces 

~c 2 U - 'o) 2 + (x - x/ + (y - V 2 + (z- - 0, (I) 

donde c es la velocidad de la luz, ya que el trayecto recorrido por la señal es igual a 
su velocidad multiplicada por un intervalo de tiempo correspondiente. En/¡l espacio 
VI los sucesos M 0 yMse representan por dos puntos; los designaremos también 
con M 0 y M, siendo M 0 un punto fijo, y M, en un punto corriente. El conjunto de 
todos los puntos M del espacio VI definidos por la ecuación (1), constituye un co¬ 
no con el vértice en el punto M 0 (véase el § 186); este cono se llama cono de luz del 
espacio de sucesos en el punto M „. La ecuación (I) define un cono de luz en el siste¬ 
ma afín O, a ,, a v a 3 , correspondiente al sistema inercial S. 

La región interior del cono de luz se define por la desigualdad 

-cfy - z„) 2 + (x - Xq) 2 + 0- - yo) 2 + (z - Zo) J < 0- 
Junto con la condición t > i 0 , esta desigualdad define un hueco del cono de luz; lo 
llamaremos superior. Al hueco superior le corresponden los sucesos M cuyo lugar 
alcanza la señal luminosa del suceso M 0 anticipando los referidos sucesos. El otro 
hueco del cono de luz, correspondiente a la condición de / < lo llamaremos infe¬ 
rior, le corresponden los sucesos M antecedentes a M 0 , la señal luminosa del suceso 
M también alcanza el lugar del suceso M Q antes que lo alcance dicho suceso. 

La región exterior del cono de luz corresponde a los sucesos M que no pueden 
comunicarse con el-suceso M 0 aun mediante señales luminosas (asi ocurre, por 
ejemplo, si M 0 y M suceden en distintos lugares del sistema S y a un mismo tiempo, 
es decir, t - l q). 

8 209. Ahora tenemos la posibilidad de determinar los coeficientes presentes en 
las fórmulas de transformación de las coordenadas de sucesos al cambiar de sistema 
inercial de referencia. Pasemos al sistema afin O’, <z¡, a' 2 , oj, correspondiente al 
sistema de referencia S'. En el nuevo sistema, los puntos M ü y M tienen nuevas co- 
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ordenadas, pero el cono de luz se define análogamente ai caso anterior mediante la 
fórmula 

-c 2 (/' - /¿) 2 + ix' - x$ 2 + 0-'- y¿) 2 + (?• - z¿) 2 = 0 (2) 

con el mismo valor de c; esto se infiere del postulado sobre la independencia de la 
velocidad de la luz en cuanto a la elección del sistema inercial de referencia. 

Transformemos la ecuación (2) respecto a las coordenadas viejas I. x, y, z, me¬ 
diante las fórmulas (2) del § 206. 

Obtendremos: 

-cV - g 2 + <-*■' - x¿) 2 + 0 -' - y¿) 2 + (z' - z¿) 2 = 

= /!(/ — /„) 2 + «(r - / 0 )(a- - ,e 0 ) + ... + K(z - Zo ) 2 . (3) 

Aqui en el segundo miembro tenemos una forma cuadrática respecto a las diferen¬ 
cias l - l 0 , x - x 0 , y - y 0 , z - Zo, cuyos coeficientes A, B . K son ciertas 

expresiones compuestas por los coeficientes c lk de las fórmulas (2) del § 206 y por el 
número e. 

Si consideramos igual a cero el segundo miembro de la ecuación (3), tendremos 
la ecuación del cono de luz en las coordenadas viejas. Pero el mismo cono, también 
en las coordenadas viejas, está definido por la ecuación (1). De aqui se deduce que 
los coeficientes del segundo miembro de la igualdad (3) deben ser proporcionales a 
los de la ecuación (1). 

De tal modo resulta que en rigor la igualdad (3) debe tener forma siguiente 
-cV - t¿) 2 + <x' - x¿) 2 + (y' - y¿) 2 + <z' - z¿) 1 = 

= «|-cHl - g 2 + (x - jg 2 + (y - y¿> 2 + (Z - Z 0 ) 2 I. (4) 

donde H es cierta expresión integrada por los coeficientes c ik de las fórmulas (2) del 
§ 206, siendo H > 0 (en virtud de la ley de inercia de las formas cuadráticas). Aho¬ 
ra, admitamos que en uno de dos sistemas de referencia S, S' la escala lineal y la 
unidad de medida de tiempo varíen un mismo número de veces; en tal caso, todas 
las diferencias / - t 0 ,x- x 0 ,y - y 0 , z - z Q se multiplican por un mismo número 
(al mismo tiempo varían proporcionalmcnte los coeficientes c lk en las fórmulas (2) 
del § 206). Por consiguiente, mediante cierta coordinación de las escalas lineales y 
las unidades de medida de tiempo en los sistemas S, S' podemos lograr la igualdad 
H = 1. En lo sucesivo consideraremos que tal coordinación tiene lugar en todo ca¬ 
so; bajo esta condición, para cualquier par de puntos M^, M. como corolario de las 
fórmulas (2) del § 206, debe observarse la Igualdad 
-cV - g 2 + (X- - X¿) 2 + (y- - y¿) 2 + <z' - z¿) 2 = 

= ~ g 2 + (x - x„) 2 + (y - y,,) 2 + (z - z,,) 2 . (5) 

De tal manera, para que las fórmulas (2) del § 206 expresen la transformación de las 
coordenadas de sucesos al pasar de un sistema inercial de referencia a otro, sus co¬ 
eficientes deben estar escogidos de modo que se observe idénticamente la igualdad 
(5). De aquí resultan las condiciones necesarias para los coeficientes de las fórmulas 
buscadas. Pero, más aún, estas condiciones resultan también suficientes; a saber, 
según lo mostrará el análisis ulterior, al observarse las referidas condiciones, la ar¬ 
bitrariedad de la elección de coeficientes corresponde precisameme a la de la elec¬ 
ción de sistemas incrciales posibles. 
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No hay necesidad de hacer medición para oblcncr las condiciones en cuestión. 
De hecho, el resultado requerido ya lo obtuvimos en la sección precedente donde 
consideramos el espacio de Minkowski; hay que sólo saber sacarlo. Con este objeto, 
introduciremos en el espacio de sucesos la métrica de Minkowski. 

A un par arbitrario de puntos M 0 , M del espacio de sucesos, hagamos correspon¬ 
derá el número 

p(M 0 , M) = V - c\t - í/ + {x - + t>- - y¿) 2 + (z - Z 0 ) ¿ , (6) 

llamándolo distancia entre los puntos M 0 , M o entre los sucesos M 0 , M. Al mismo 
tiempo determinaremos el producto escalar de un par arbitrario de vectores MqM, 
MqN, suponiéndolo igual a la forma bilineal de las coordenadas de los vectores 
MiyM, /Víf/V; los coeficientes de dicha forma bilineal, naturalmente, los adoptare¬ 
mos iguales a los de la forma cuadrática que está bajo el signo de radical cuadral ico 
en la igualdad ( 6 ) (véase el § 191). 

La fórmula ( 6 ) expresa la distancia entre sucesos en las coordenadas pertenecien¬ 
tes a un determinado sistema inercia! de referencia S. Mas, como muestra la igual¬ 
dad (5), aquí no importa la elección del sistema inercial de referencia. Dicho en 
otros términos, la métrica de Minkowski introducida en un espacio de sucesos, es in¬ 
variante respecto al paso de un sistema inercial de referencia a otro. 

La distancia entre dos sucesos M 0 y M puede ser imaginaria, igual a cero y positi¬ 
va. Precisamente. p(M 0 , M) es imaginaria si A / 0 y M pueden comunicarse mediante 
una señal cuya velocidad es < c; n{M 0 , M) = 0 si la comunicación es posible única¬ 
mente mediante una señal luminosa; p(M 0 . M) > 0 cuando ni siquiera una señal 
luminosa que comunica un suceso, puede anticipar el otro. Estas tres clases de suce¬ 
sos M responden a la región interior del cono de luz con el vértice M 0 . al propio co¬ 
no y a su región exterior respectivamente (véase el § 208). Hagamos constar de paso 
que un cono de luz de un espacio de sucesos no es sino el cono isótropo de la métrica 
de Minkowski introducida en el referido espacio. 

De la fórmula ( 6 ) se deduce que la norma del primer vector básico del sistema 
elegido de coordenadas afines es igual a ci ; las normas de los demás vectores básicos 
son iguales a uno. Sustituyamos el primer vector básico por un vector unitario ima¬ 
ginario orientado en el mismo sentido; dejemos sin cambiar los demás vectores, pe¬ 
ro ahora designaremos los vectores básicos con <•,, e 2 , e¡. e 4 (en el § 207 usamos los 
símbolos o,. fl 2 , <j 3 . o 4 ). De tal manera, 


I 



Correspondientemente, ahora la primera coordenada del suceso será ct y no t. 
Introduzcamos nuevas notaciones de las coordenadas de sucesos suponiendo 
ct = X t , x = X 2 , y — X¡, z — X t \ 

llamaremos coordenadas normalizadas de un suceso a las coordenadas X¡. De la 
fórmula ( 6 ) tenemos: 

p\M 0 ,M) = -(X { - X?) z + (X 2 - A *) 2 + (Af, - X° } ) + (Af 4 - *°) 2 , (7) 

donde X^ y X k son las coordenadas normalizadas de los sucesos M g y M. Conforme 
a la fórmula (7), el producto escalar de dos vectores x, y con las coordenadas a*, y* 
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se expresa ■Hedíanle la lórmula 

*y = -Jfp’i + x &i + + % (8) 

Por cuanto las fórmulas (7) y (8) tienen aspecto canónico, la base e,, e 2 , e¡, <? 4 es or- 
tonormai; ej = - 1 (véase el § 193). Én un espacio físico, pásese del sistema inercia! 
S al sistema inercia! ó”. Entonces las coordenadas de sucesos se transformarán se¬ 
gún fórmulas lineales; apuntémoslas abreviadamente para las coordenadas normali¬ 
zadas 

4 

*/- £ </-*•*■* + h e ' = 1.2.3.4. (3) 

i = i 

En el espacio de sucesos esta transformación corresponde al paso del sistema afín O. 
é|. e 2 , e v e 4 confrontado con S, al sistema afín O', e¡, ej. ej, ej comparado con S'. 
Dada la invariación de la métrica del espacio de sucesos, la base e¡, e’ 2 , ej. ej tam¬ 
bién es ortonorma!, siendo e¡ 2 = -1. De tal modo, si en el espacio físico un sisie- 
nw inerciaI de referencia se sustituye por otro, entonces las coordenadas de un suce¬ 
so arbitrario (X,. X 2 , X v XJse transforman según las fórmulas (9) que coinciden 
con las de transformación de coordenadas ortonormales en el espacio cuadrldlmen- 
sional de Minkowski. 

Con esto, el problema planteado queda resuello en lo fundamental, pues la cues¬ 
tión de la transformación de coordenadas ortonormales se ha estudiado en la sec¬ 
ción precedente (véase el § 201). Queda un solo detalle del cual vamos a hablar. 

$ 210. Para facilitar la exposición, haremos notar que mediante una transforma¬ 
ción trivial de los sistemas inerciales de referencia .5 y S', las fórmulas (9) pueden 
hacerse homogéneas. En efecto, recordemos que el sistema ¡nercial de referencia es 
un complejo integrado por un cuerpo material T, tres ejes cartesianos ligados fija¬ 
mente con el cuerpo T. una escala, un reloj y un instante inicial de medida de tiem¬ 
po. Al desplazar paralelamente los ejes cartesianos de uno de los sistemas S, S', 
procuremos que se dispongan de modo que en cierto instante el punto de origen de 
los ejes del sistema S coincida con el del sistema S'; el momento de observaciones de 
este suceso en los sistemas S y S' lo adoptaremos como instante inicial de medida de 
tiempo en cada uno de estos sistemas. Entonces a los valores nulos de t. x, y. z les 
corresponderán los valores nulos de x'. y\ z'. Por consiguiente, en las fórmulas 
(9) los términos independientes b t serán iguales a cero, resultando 

4 

. x ¡ = £ 'itk x t- o) 

4 = 1 

En el espacio de sucesos las fórmulas (I) corresponden a la variación de la base 
de coordenadas ortonormales al permanecer invariable el origen. Consideremos un 
cono de luz con el vértice ubicado en el origen de coordenadas. Como los primeros 
vectores e¡, e¡ de las bases vieja y nueva son unitarios imaginarios, ambos se en¬ 
cuentran en la región interior del cono de luz. Dado que el hueco superior del cono de 
luz responde a los sucesos futuros respecto al instante nuio de medición de tiempo del 
sistema S, e, está orientado precisamente hacia el hueco superior. Mas, entonces e¡ 
también debe estar orientado hacia el mismo hueco del cono de luz. De aquí se 
desprende que la transformación (1) de las coordenadas normalizadas de sucesos 



428 


Cap- Vil. Espacio de Minkowski 


corresponde en el espacio de sucesos al paso a una nueva base ortonormal a condi¬ 
ción de que el nuevo vector básico e j se halle en el mismo hueco del cono de luz don¬ 
de está el vector básico viejo e,. 

Conforme al § 201, esta afirmación puede formularse del modo siguiente: toda 
transformación de coordenadas inerciales ortonormales de sucesos es una transfor¬ 
mación cuadridimensional de Lorentz (se tiene en cuenta la transformación de !_o- 
rentz en el sentido estricto). 

§ 211. Ahora podemos apuntar de una vez las condiciones que deben satisfa¬ 
cerse por los coeficientes q ¡k , si las fórmulas (1) del § 2IOexpresan una transforma¬ 
ción de coordenadas inerciales normalizadas de sucesos; basta alegar la relación 
tnalricial (6) del § 201 (véase también el § 196). Sólo hay que tener en cuenta que 
ahora por vector imaginario unitario se loma el vector c, y no el e t , como en los 
§§ 196 — 201. Por eso, en el caso dado 


/ 



0 0 
1 0 
0 I 

o o 


( 1 ) 


Asi pues, si tus fórmulas (1) del § 210 expresan una transformación de coordena 
dus inerciales normalizadas, entonces la matriz Q = (<?,,) satisface las condiciones 
Q'IQ = I. < 7 „ >0 ( 2 ) 


(la relación < 7 ,, > 0 significa que e, y c¡ están en un mismo hueco lid cono de luz.). 

§ 212. Podemos dar una forma muy sencilla a la matriz Q realizando transfor¬ 
maciones triviales adecuadas de los sistemas inerciales sujetas a la consideración. 

Imaginémonos que en el sistema inercial 5 pasemos a nuevas coordenadas carte¬ 
sianas, sin variar la medición de tiempo ni la escala. Entonces las coordenadas de 
sucesos tendrán una transformación trivial con la matriz 


Q = 


<722 

<723 

<724 

<732 

<733 

<734 

<742 

<743 

<744 


dado que i' = t y x‘. y'. 

z‘ se expresan 

sólo medíanle .v, y; z. 

La matriz 

/<722 

<723 <724\ 


Q\ = ! <732 

<733 <734 J 


V742 

<743 <744/ 


constituye una matriz ortogonal tridimensional ordinaria que se conoce bien de la 
geometría analítica.La transformación de coordenadas con la matriz Q dada corres¬ 
ponde en el espacio de sucesos al paso de la base e¡ a la base e¡, y si 

4 

e ¡ = E Ptk e k’ 

k = 1 

entonces la matriz P = (p tk ) = (Q") _l (véase el § 180). 
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De aquí 


P =1 


0 0 O' 

0 P 22 Pii P 21 
0 Pn Pn P¡4 
P-12 P41 P*i, 


Esto quiere decir que e¡ = c ( , y los vectores cj, <r¿, e' A se expresan sólo a través de los 
vectores e 2 , e,, e 4 según las fórmulas cuyos coeficientes eonslituycii la matriz 

, ÍPn Pn Pm\ 

P l = P)2 Pn P)A } 

\Pn Pas Pm) 


Evidentemente, P t = 1 y, por consiguiente, /*, también es una matriz ortogo¬ 

nal de tres dimensiones. Por lo tanto, los vectores ej, e‘ t se hallan en el Itiperpla- 
no de los vectores t’j, e-¡, t* 4 y pueden obtenerse a consecuencia del movimiento eucli- 
diano ordinario de una terna de vectores e 2 , e¡, e 4 como un todo. Aqui hay que te¬ 
ner en cuenta que en el hiperplano se realiza la geometría euclidiana tridimen¬ 
sional (véase el § 159). Viceversa, si en el espacio de sucesos e¡ = e,, y los vectores 
ej, <?j, e' A se obtienen de la terna de vectores e,, e¡, e 4 a raíz del movimiento cucli- 
diano en el hiperplano e 2 e 3 e 4 , entonces tal transformación corresponde al paso tri¬ 
vial en el sistema S a nuevos ejes cartesianos. 

Ahora, sean S y S‘ dos sistemas inerciales arbitrarios (coordenados sólo en el 
sentido del § 210), e , y e¡, las bases correspondientes a ellos en el espacio de sucesos 
(los puntos de origen O y O' coinciden). Si e[ = e¡, entonces S' se obtiene median¬ 
te una transformación trivial de S, lo cual no ofrece interés. Estimaremos que<?¡ -P 
’P e, (el caso de e¡ = -e ( queda excluido en absoluto; véase el § 210). Denotemos 
con o el hiperplano de los vectores e 2 , <?j, e 4 . con a' , el hiperplano de los vectores 
<rj, ej. c 4 . Estos hiperplanos tienen un punto común O. sin coincidir uno con el otro. 
Por eso y según el § 182, los hiperplanos a, a' se cortan según el plano bidimen- 
sional 0. Dejemos invariable el vector e,, dando una nueva posición a la terna de 
vectores e 2 , e¡, e 4 mediante el movimiento euclidiano dentro del hiperplano a, de 
modo que e 2 , e, queden ubicados sobre el plano 0. Análogamente, conservando t?¡, 
demos una nueva posición a la terna de vectores c 2 , ej, e A por medio del movimiento 
euclidiano dentro de <»', para que e 2 y ej también vayan a parar sobre el plano 0 y, 
además, que coincidan con los vectores e 2 , e } . E 11 las nuevas posiciones, dejemos vi¬ 
gentes las notaciones viejas de los vectores. A cada una de las variaciones operadas 
de las bases e¡, e¡ le corresponde una variación trivial de los sistemas S. S' del espa¬ 
cio físico. 

Ahora tenemos: 


e \ = P ll e l + Plfl + Pl3*J + P 14*4. 
e í = Pu e I + Pn e 2 + P&. 3 + P24? 4. 
e'¡ = 6 +9 + e 3 +6, 

e' A = fi + 0 + 6 + e 4 . 
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Multipliquemos escalarmente ambos miembros de la primera igualdad por ambos 
miembros de la tcrccra;.comoe¡ej = 0.e,e } = 0. e 2 e¡ = 0. = 0. ye\ = I, por 

ende 0. Se puede mostrar exactamente del mismo modo que p u = 0, 
Ph = Ó, p 2i = 0. Por consiguienie. la matriz P adquiere el aspecto que sigue 


De aquí obtenemos: 


P 11 /'I2 



P 22 
0 
o 



■2 



«12 

«22 

0 

0 



O) 


Asi pues, mediante tina variación trivial de los sistemas incrcialcs S, S', las fórmulas 
de transformación de coordenadas normalizadas de sucesos siempre pueden redu¬ 
cirse a la forma que sigue: 


X\ - r/n-V, + <?i2-''2- ^ 


X'l - «2I-’ 1 ’| + 


( 2 ) 




a-; = X A< J 

§ 213. Para determinar los demás coeficientes, se puede usar las condiciones (2) 
del §211. No obstante, respecto a los sistemas especializados S, S ‘, la transforma¬ 
ción buscada se apunta tan sencillamente que preferiremos obtener de inmediato el 
resultado final a partir de la identidad (5) del § 209, que expresa la invariación de la 
métrica del espacio de sucesos. 

Volvamos a la designación física de las coordenadas de sucesos, apuntando 
correspondientemente a las ecuaciones citadas más arriba: 


r' = At + lix. x' = Di + Ex, y' = y, z' = z. (I) 


La identidad (5) del § 209 cu este caso toma la forma de 


-A'* 4- .V 2 = -cV + A- 2 . 


Al colocar las expresiones (I) en el primer miembro de esta igualdad y al compa¬ 
rar los coeficientes de la forma cuadrática resultante del primer miembro, con los 
coeficientes correspondientes del segundo, hallaremos: 

-c*A 2 + D 2 = -c 2 , (2) 

-c*AB + DE = 0, (3) 

-o 2 * 2 + £ 2 = 1. (4) 

Ahora, hagamos notar que por razones físicas expuestas en el § 210 (véase lam- 
bién el § 211), debe ser zl > 0. Asimismo por razones físicas resulta que E * 0 y se 
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puede considerar E > 0 (con la elección del sentido adecuado del eje a-). A conse¬ 
cuencia de la igualdad (3) tenemos: 

D _ cD 
~cÁ ~ ~E ' 


Denotemos con -0 cada una de estas relaciones; entonces D = —0cA, 
cB = -0E. De aquí y de las igualdades (2), (4) obtenemos: 


A = 


vr?ji' 


después de lo cual hallaremos B y l). De tal manera. 


/ - * 

c , _ -peí + x 

'JT - 0 2 * “ vf - 0i 

y' - y, z' = z. 


(5) 


Hemos aprovechado todas las condiciones algebraicas. Por consiguiente, el pa¬ 
rámetro/3 es arbitrario, dicho en términos más exactos, desde el punto de vista ma¬ 
temático el mismo debe satisfacer lan sólo la desigualdad 

I - 0 2 > 0. (6) 

El parámetro tiene un sentido físico sencillo. Para revelarlo, consideremos un 
punto arbitrario M del espacio físico, que permanece fijo en el sistema S '; las coor¬ 
denadas x',y', z' del referido punto son constantes. El punto M se mueve respecto 
al sistema S ; al diferenciar las tres últimas ecuacióncs (5), hallaremos la velocidad 
del punto M en el sistema S: 


dx 

di 




0. 


De tal modo, todos los puntos fijos en el sistema S', se mueven respecto al sistema S 
con una misma velocidad (0c, 0, 0) orientada según el eje*. Esta velocidad común 
para iodos los puntos de S' se llama velocidad de movimiento del sistema S' respec¬ 
to a S; al designar con v su cumponentc extendida a lo largo del eje*, obtendremos: 
0 = v/c. De la desigualdad (6) tenemos: 

v 2 < r 2 . (7) 

Si las propiedades del espacio físico no imponen otras limitaciones sobre la veloci¬ 
dad v, con la c.ual puede moverse un sistema inercia! respecto a otro, entonces, tam¬ 
bién desde el punto de vista físico el parámetro 0 queda limitado sólo por la desi¬ 
gualdad (6). Por tanto, en este caso para los coeficientes q jk de la transformación (1) 
del § 210 no existen más condiciones sino las enunciadas por las relaciones (2) del 
§211, quedando resuelto por entero el problema de que nos ocupábamos. 

Dicho en otros términos, toda transformación de coordenadas inerdales norma¬ 
lizadas es transformación cuadridimensional de Lorentz ; toda transformación 
cuadridimensional de Lorentz puede considerarse como una transformación de co¬ 
ordenadas inerdales normalizadas. 
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Al mismo tiempo se puede decir que las transformaciones de coordenadas iner- 
cialcs normalizadas constituyen un grupo isomorfo respecto al grupo cuadridimen- 
sional de Lorentz. Las transformaciones homogéneas de coordenadas inercialcs 
normalizadas integran un grupo isomorfo respecto al grupo cuadridimensionai ho¬ 
mogéneo de Lorentz e isomorfo también al grupo de movimientos no cuclidianos de 
la geometría tridimensional de Lobachevski (véase el § 202). 

§ 214. Señalemos algunas conclusiones inferidas por nuestros razonamientos y 
cálculos. 

1. De la desigualdad (7) del § 213 se deduce que la velocidad de movimiento de 
un sistema inercia! respecto a otro puede ser sólo menor que l¡t de la luz. 

V 

2. Al poner 0 = - en las fórmulas (5), hallaremos: 



y' = y.z' = z. 

Si v es pequeña respecto a la velocidad de la luz c. entonces 

/' ■> t, x' « x — vi, y' = y, z' = z, 

y en este caso obtendremos fórmulas aproximadas de la física clásica (véase el 
§204). 

3. Si dos sucesos (f jr,), (/ 2 , Xj) se dan en puntos distintos del eje* del sistema S, 
siendo simultáneos con respecto al referido sistema (í 2 = í|), entonces de la primera 
formula de(l)se desprende que l{ * r 2 , por cuanto x 2 * Jf|. De tal manera, los su¬ 
cesos simultáneos en el sistema S no son simultáneos en el sistema S'. Por ende, es 
imposible la sincronización universal de los relojes, admitida por la física clásica (en 
esta relación, véase el § 204). 

4. Supongamos que una varilla de una longitud Ax' = x¡ - x¡ descansa sobre 
el ejex' del sistema S'; que en el sistema S, respecto al cual se mueve dicha varilla, 
la misma se mida en un determinado instante I. De la segunda ecuación de (I) obte¬ 
nemos: 



De tal forma, la longitud de la varilla respecto a S es menor que respecto a S '. Pero 
si en el sistema S' hacemos girar dicha varilla, disponiéndola en el eje y, entonces 
por medio de la tercera ecuación de (1) obtendremos A y = Ay '. Por consiguiente, 
podemos comparar varillas de escala rígidas en los sistemas S y S ', disponiéndolas 
transversamente respecto al movimiento; mas, es imposible elegir escalas ¡guales en 
todos los ejes de ambos sistemas S y S'. Entonces, la hipótesis de la posibilidad de 
unificar las escalas en todos los ejes es contradictoria. 
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de 


5. Muévase un punto material en el sistema S' según el eje.v', con una velocidad 


dx' 

~dF 


El sistema S' se mueve con una velocidad v respecto a S. Calculemos la velocidad 
dx 

U = ~df qUC " ene Un PUn '° e " movimienl ° respecto a 5. Para ello, escribamos las 
ecuaciones inversas a las ecuaciones (1): 


I = 


De aquí 


es decir. 



x = 


vi' + x' 


Jl - 


V 2 

7 


dx_ 

di 


v + 


dx' 

~di r 


v dx' 
~c r ~dt 7 ' 
v + u' 


v 

1 + -jH 


( 2 ) 


Esta fórmula sustituye la ley clásica de la composición de velocidades, conforme a la 
cual debe ser u - v + u' (en relación con esto, véase el § 204). Hagamos constar 
que 


v + c 

-= c. 


1 + 




Esto quiere decir que según la ley de la composición de velocidades (2), la velocidad 
de la luz sumada a la velocidad v vuelve a dar la velocidad de la luz. Por esto mismo, 
precisamente la fórmula (2), y no la ley clásica de la composición de velocidades, 
concuerda con el postulado sobre la independencia de la velocidad de la luz respectq 
a la elección de sistemas inerciales de referencia**. 


*’ Más detalles sobre los fundamentos matemáticos de la teoría de la relatividad véanse en 
el libro: n. K. Pauieecxuü. pHMattOBa reosterpita k Teirjopimtt awanra, «Hayica», 
(P. K. Rashevski, Geometría de Riemann y análisis tensorial). 
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Parte III 


GEOMETRÍA DE CURVATURA CONSTANTE 


Capítulo VIII 
PROPIEDADES DIFERENCIALES 
DE LA MÉTRICA NO EUCLIDIANA 


1. Forma métrica del plano euclidiano 


5 215. L3 fuente de todas nuestras deducciones siguientes es el análisis detenido de la 
estructura de las fórmulas mediante las cuales puede Ser expresado el resultado de la medición 
de magnitudes geométricas. 

Ante todo, consideraremos el caso más sencillo, cuando las mediciones se efectúan sobre el 
plano euclidiano. 

Sea dado sobre un plano un sistema de coordenadas ortogonales cartesianas con los ejes 
Ox y Oy. Entonces, como sabemos de la geometría analítica, el cuadrado de la distancia As- 
entre dos puntos M[x, y) y Af ( (jr + Ax, y + Ay) se determina con la igualdad 

As 2 = Ax 2 + Ay 2 . (1) 


Luego, si Mlx + hx.y + Sy) es un punto cualquiera más, entonces el coseno dd ángulo 
*> entre los segmentos MM, y se determina con la igualdad 

A xix + Ayíy 

( 2 ) 


cos«> = 


V Ay 2 + Ay 2 Vi* 2 + Sy 2 ' 


Al fin. el rectángulo con los vértices P,(x.y), Pp + áx,y).P¿x,y + Ay). P f (x + Ax, 
y + Ay) tiene el área a determinada por la igualdad 


o = A» Ay. 


(3) 


A partir de estas fórmulas, mediante pasos límite conocidos pueden obtenerse fórmulas 
ntás generales de la geometría diferencial válidas para las imágenes curvilíneas. A saber, si 
x = ifiO), y = ^ (r) son ecuaciones paramétricas de una curva suave, entonces la longitud de 
su arco s, correspondiente a la variación del parámetro / de a hasta b, se expresa medíante la 
integral 


s a 



y el cuadrado de la diferencial del arco tiene el aspecto de 

, , ds 2 = dx 2 + dy 2 . 

dy ay 

-y-son coeficientes angulares de las direcciones de dos curvas en el punto de su inter- 

dx ex 


sección, el ángulo y> entre las curvas puede hallarse a base de la igualdad 

dxix + dyby 

C ° S '° Idx 2 +■ dy 2 '/&x 2 + Sy 2 ‘ 


(II) 
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Al fin, si £ es cierto dominio cuadrahle. su área o se determina con la igualdad 

« = JJ dxdy. (III) 

<n 


Las fórmulas (I), (II). (III) caracterizan analíticamente la ley de la medición de longitudes, 
ángulos y áreas, expresada por los axiomas de la planimetría de Euclides. Por ende, se dice 
que por las referidas fórmulas se determina la métrica del plano euclidiano. 

Para apuntar los segundos miembros de las fórmulas (I), (II), (III) nos valimos de un siste¬ 
ma de coordenadas ortogonales cartesianas. Si nos hubiéramos valido de algún otro sistema 
de coordenadas, entonces las expresiones para ds 1 , eos y n tendrían un aspecto distinto. 

Sean, por ejemplo, r y 0 las coordenadas polares de un punto arbitrarlo, r = v>(/), 
0 m 4 ,( 1 ), las ecuaciones de cierta recta. Entonces, la diferencial del arco de dicha recta, 
correspondiente a di dado, puede expresarse a Iravés de las diferenciales dr = *'[i)dt, 
(10 = i'(l)di mediante la relación 

ds 1 = di 3 + r 2 dO *. {(') 

Si (Ir. dO son las variaciones de las coordenadas polares provocadas por un desplazamiento 
infinitamente pequeño del punto (r, 0) según la dirección de cierta curva, y Sr, 60 son va¬ 
riaciones de las coordenadas debidas al desplazamiento de este punto según la dirección de 
una otra curva, entonces el coseno del ángulo * entre las curvas viene determinado por la 
igualdad 

dr 6r + r l dO 60 

cos * = TdF-^wWfTrW (,r ¡ 

Al fin, si E es un dominio cuadrable, y a es su área, entonces. 


o = jj rdrdO. 
ff> 




Las fórmulas (P), (IP), (IIP) determinan analíticamente la métrica del plano euclidiano 
mediante las coordenadas polares. 


Para hacer abstracción de las particularidades provocadas por el uso de uno u otro sistema 
de coordenadas en las fórmulas para ds 1 . eos -p y a, y revelar el principio general de la cons¬ 
trucción de dichas fórmulas, las escribiremos en coordenadas arbitrarias. Obtendremos las 
expresiones buscadas a partir de las fórmulas (1), (II), (III). 

Sea dado algún sistema de coordenadas («, x) determinado por las ecuaciones x = x(u, v), 
y = ( 11 , v), mediante las cuales, a partir de las coordenadas rz. v de un punto arbitrario dei 
plano pueden hallarse las coordenadas cartesianas x, y de dicho punto [acotaremos la clase de 
los sistemas de coordenadas admisibles exigiendo que las funcionesx(u, v), y(u. v) sean conti¬ 
nuamente diferenciables y que se cumpla la condición de ser desigual a cero su jacobiano: 



*■ 0, la última condición garantiza que las relaciones x = y(u, v),y = y (o, v) 


sean invertibles en el entorno de un punto arbitrario y sean continuamente diferenciables las 
funciones u = u(x, y), v = v(x, y)). 

Consideremos cierta linea u = u(f), v = v(í); si di es una variación del parámetro r y ds 
es la diferencial del arco de esta linea correspondiente a di. entonces se puede obtener la expre¬ 
sión de ds a través de du = u'(l)dlydv = v'(i)dl sustituyendo en el segundo miembro de la 
igualdad 


ds 1 = dx 2 + dy 2 


(I) 
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los valores , 

. 3x .. 3x . 

dx = - du + - dv, 

du dv 

. . 9y . 

dy — - du + - dv. 

du dv 

Efectuando esta sustitución, agrupando los términos que contienen du 1 , dudv, dv 1 , e 
introduciendo las notaciones 


hallaremos: 


(£)■*(*)■-* 

dx dx dy dy 

-+-— F, 

du dv du dv 

(zy*ar-°- 


ds 2 = Edu 1 + IFdudv + O dv 1 . 


(o) 


(!") 


Aquí E. F. C son magnitudes, las cuales, para la elección dada del sistema de coordenadas 
(u. v), se determinan por las ecuaciones (o) en cada pumo del plano, sin depender en absoluto 
de la elección de la curva que pase por dicho punto. AI contrario, las diferenciales du, dv de¬ 
penden exclusivamente de cómo sé despiara el pumo con las coordenadas u, v. De tal modo, 
la expresión del segundo miembro de (I*) es una forma cuadrática con los argumentos du, dv 
y con los coeficientes E. F. C. 

Más. si du, dx y 6u, Sx son las diferenciales de las coordenadas u. v correspondientes al 
desplazamiento del punto en dos direcciones diferentes que forman un ángulo •/> una respecto 
a la otra, enionces, sustituyendo en la fórmula (II) 


eos v¡ = 


las magnitudes 


dx Sx + dy Sy 

'¡dx 1 +'<ftr*Vfar 1 + íy J 


dx 


dx dx 

- du +- dv, 

du dv 


dy dy 

dy = - du + - dv, 

du dv 


dx dx 

ix =•- Su + - Sv, 

du dv 


dy dy 

Sy = --Su + -—Sv 
du dv 

y tomando en consideración las igualdades (a), bailaremos: 

Edu Su + F(du Sv + dv Su) + O dv Sv 

COSV' ——■— - 


(II •) 


■ÍEdu 1 + TFdud'v + Gdv 2 ■JeSu 1 + 1FhuSv + Cí?’ 

Al fin, realizando la sustitución de las variables en la integral (III), hallaremos la expresión 
siguiente para el área o del dominio E: _ 



dx dx 

3{X ' y) \dudv[[ J 

du dv 

ata*)! JJ ^ 

dy j>> 

E 

du dv 


du dv 


■lí 


\ r ÉG - F 1 du dv. 


(III*) 
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De tal modo, obtuvimos tres fórmulas: 

ds 2 = Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 , (I*) 

E du Su + F(du Sv + dv Su) + G dv Sv . 

COS*) = - (II*) 

VE du 2 + IFdudv + Gdv 2 y/ESu 1 + 2Fiuív + GSv 2 ' 

a = J j 'lEG — F 1 dudv, (III*) 

que expresan en un sistema de cualesquiera coordenadas longitudes, ángulos y áreas sobre el 
plano cuclidiano. Contienen las fórmulas (I) — (III) y (I') — (III*) como casos particulares. 

Ahora es fácil notar que las expresiones para eos *> y o se construyen de un modo bien de¬ 
terminado a partir de la forma cuadrática ds 1 . 

A saber, el numerador del segundo miembro de la fórmula (II*) es una forma bilincal que 
se obtiene mediante la polarización de la forma (I*), y bajo el signo del radical en la integral de 
la fórmula (III*) está nada menos que el discriminante de la forma (I*). 

Por consiguiente, la métrica del plano cuclidiano en cada sistema de coordenadas se deter¬ 
mina por la forma cuadrática (I*), la cual, por esta razón, se llama métrica. 

Las investigaciones de los malemáticos y los mecánicos del siglo XIX revelaron que los sis¬ 
temas geométricos, en los cuales la medición de las magnitudes, lo mismo que sobre el plano 
cuclidiano, se determina analíticamente por la forma diferencial cuadrAtica, resultan ser un 
fenómeno bien general en la geometría. Precisamente, estos sistemas son los que constituyen 
el objeto de la Geometría diferencial. Por ejemplo, el cálculo de longitudes, ángulos y áreas 
sobre cada superficie del espacio cuclidiano, como lo sabemos de la teoría de las superficies (a 
su debido tiempo. lo haremos recordar detalladamente al lector), se efectúa mediante las fór¬ 
mulas de la misma estructura que las (I*) — (111*). 

Nuestro objetivo inmediato es demostrar que en la referida clase de sistemas geométricos 
se incluye la geometría no euclidiana de Lobachevski, es decir, que en esta geometría también 
la métrica se determina por cierta forma diferencial cuadrática. 

. 2. Cálculo de la distancia entre dos puntos en 

el plano de Lobachevski 

§ 216. Con la intención de investigar el carácter geométrico diferencial de la métrica del 
plano de Lobachevski, ante todo, tenemos que deducir una fórmula que exprese la distancia 
entre dos puntos a través de sus coordenadas (en algún sistema de coordenadas suficientemen¬ 
te cómodo). 

La fórmula (1) del § 213 expresa la distancia euclidiana entre dos puntos mediante sus co¬ 
ordenadas cartesianas; en la base de esta fórmula subyace el teorema de Pitágoras. 

La geometría no euclidiana de Lobachevski desconoce el teorema de Pitágoras, y la obten¬ 
ción de un Icorema parecido a él, es bástanle complicada; además, los sistemas de coordena¬ 
das que puedan introducirse sobre el plano de Lobachevski por analogía con el cartesiano, 
aquí resultan no muy cómodos en muchos conceptos para el manejo. 

Por eso no emprenderemos el desarrollo de la teoría sintética de Lobachevski, sino que op¬ 
taremos por otra vía que conduce directamente a la solución del problema planteado. Haga¬ 
mos una reserva previa de que, en este caso, el plano de Lobachevski será considerado no se¬ 
paradamente, sino como un objeto del espacio de Lobachevski. 

Denotemos el plano sujeto al examen (en el espacio de Lobachevski) con la letra a. seña¬ 
lando algún punto O sobre este plano. 

Existen dos orisferas que tocan el plano a en el punto O (se encuentran en lados diferentes 
con respecto al plano «); elijamos alguna de ellas, denotándola con la letra £. Todo lo que si- 
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gue a continuación está basado en que la geometría elemental de la orisfcra E es la geometría 
de Euclides (§ 47). 

Ahora vamos a establecer cierta aplicación especial del plano a en la orisfera ¡3. Precisa¬ 
mente. hagamos que a un punto arbitrario M del plano a le corresponda \in punto M ' de la 
oriesfera E, en el cual ésta se Interseca con la recta que pasa por M paralelamente a la perpen¬ 
dicular trazada a a en el punto O (fig. 159; la dirección de paralelismo se supone establecida 
hacia el mismo sentido desde el plano a en que está situada la orisfcra E). Fácilmente se 
comprende que las imágenes de todos los puntos del plano a no llenan la orisfcra E por 
completo; trataremos de determinar el dominio que llenan. 

En el plano a consideremos alguna recta OA que pase por el punto O; sea OA/la perpendi¬ 
cular al plano a en el punto O (el punto N se encuentra en el mismo lado respecto a a que la 
orisfcra E). En la bisectriz del ángulo AON. tracemos un segmento / de modo que le corres¬ 
ponde un ángulo de paralelismo II (/) = - ; denotemos con la letra L el extremo de dicho seg¬ 
menta. 4 

Debido a la elección de la magnitud de /, la recta ri perpendicular al segmento OL en su 
extremo L y perteneciente al plano del ángulo AON, será paralela con respecto al rayo OA ha¬ 
cia un lado, y lo será con respecto al ON hacia el otro (fig. 159). Como la recta u es paralela a 
ON. es el eje de la orisfera E y. por consiguiente, interseca E en cierto punto T. Ahora, en el 
rayo OA, tomemos un punto arbitrario M (distinto al O), trazando a través de él un rayo para¬ 
lelo con respecto a ON. Este rayo pasa por el plano AON entre las rectas paralelas TL y ON. 
Por consiguiente, el punto M', en el cual el mismo atraviesa el oriciclo OT, se halla entre los 
puntos O y T. Por otro lado, si lomamos un punto cualquiera P' en el oriciclo OT entre O y 
T, trazando a través del mismo una recta paralela a la ON. desde O hacia N. aquélla sera para¬ 
lela a la recta u en la misma dirección; en la otra dirección, esta recta se desviará de la recta n 
hacia el rayo OA. ¡nterscclndolo en un punto P. Esto significa que cada punto del oriciclo OT 
que se encuentre entre O y T es la imagen de un cierto punto perteneciente al rayo OA, Por 
fin, queda claro que el punto O corresponde a si mismo. Así pues, las imágenes de todos los 
puntos del rayo OA llenan el arco del oriciclo OT con un extremo excluido T. 

De aquí concluimos directamente que las imágenes de todos los puntos del plano a llenan 
sobre la orisfera E un dominio «cubierto» por el arco OT (con el extremo T excluido) al girar 
éste alrededor de la recta ON. 

Desde el punto de vista de la geometría, sobre la orisfera este dominio constituye nada 
más que el recinto interior del circulo k, cuyo centro es el punto O, y cuyo radio es el arco del 
oriciclo OT. El arco OT se Huma radio de curvatura deI espacio de Lobachevski. Si elegimos 
algún arco del oriciclo por concepto de la unidad de medida de las longitudes sobre la orisfcra 
E, entonces la longitud del arco OT se expresará por un cierto número N. El número R (con la 
escala elegida) lo Humaremos también radio de curvatura. 
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Comparemos cierta parte determinada del espacio con la escala elegida; o sea, por 
ejemplo, el dominio interior de la esfera £, cuyo radio es igual a la distancia enlrc los extremos 

del arco de escala del oriciclo. El número - puede estimarse como «medida de lo no cucll- 

R 

diano» del espacio dentro de E. Precisamente, cuamo más es R, tanto menos se diferencia el 
espacio de Lobachevski dentro de £ del euclidiano. El scnlido exacto de esta última aserción 
consiste en lo siguiente: si je es cualquier segmento que se halla dentro de E, el ángulo del para¬ 
lelismo n (x) tiende uniformemente a ^ para R - t» (víase el § 230). 

En el caso limite de R = » d circulo k se extiende sobre toda la orisfera E, pero entonces 
la orisfera E coincide con el plano a, resultando euclidiano el espacio. 

Introduzcamos en la orisfera E un sistema de coordenadas rectangulares cartesianas 
(x'; y') con el origen en el punto O y la escala ya elegida antes. En estas coordenadas la fron¬ 
tera del circulo k se representará con la ecuación 

X ** + y' 1 = R. 

Ahora estableceremos cierto sistema de coordenadas también sobre el plano de Lobachevski 
a. Esto es, con cada punto M del plano a, compararemos, por concepto de coordenadas, dos 
números 



donde x' , y' son las coordenadas cartesianas de la imagen M' del referido punto sobre la oris¬ 
fera E. 

l)e lo antecedente se deduce que las coordenadas de cualquier punto del plano a satisfacen 
la desigualdad 

x 2 + y 1 < I; 

recíprocamente, si dos números x, y dados con anterioridad satisfacen tal desigualdad, enton¬ 
ces sobre el plano a existe un punto (exactamente uno), cuyas coordenadas son los mismos nú¬ 
meros x, y dados. Los números x, y se llaman coordenadas delira miañas del punto M. 

§ 217, Ahora precisemos nuestro problema y lo formulemos del modo siguiente: dedúzca¬ 
se una fórmula que exprese Ia distancia entre dos puntos M t {x x ;y t )y MJjt¿ y } ) del plano a a 
porlir de sus coordenadas beltramianas x t ,y f y x r y 2 dadas. 

Para la comodidad del lector, la deducción de la fórmula requerida está dividida en etapas. 

1. En el párrafo antecedente establecimos cierta aplicación especial del plano a sobre el In¬ 
terior del circulo k de la orisfera E. Esta aplicación posee la siguiente propiedad, sobre la cual 
se asientan todas las conclusiones que siguen: las imágenes de los puntos de una recta arbitra¬ 
ria perteneciente al plano a constituyen el arco de cierto oriciclo dentro del circulo k. En efec¬ 
to, al construir la imagen del punto M perteneciente al plano o, trazamos a través de M un ra¬ 
yo paralelo al ON, hasta intersecar la oriesfera E (véase la fig. 159); el punto de intersección 
M' no es sino la imagen del punto M. Sea d3da una reda arbitraria a en el plano o. Tracemos 
un rayo paralelo al ON a través de cada uno de sus puntos; lodos los rayos trazados pertene¬ 
cen a un plano X paralelo al rayo ON, llenando cierta franja en este plano. Además, todos los 
rayos trazados son normales de la orisfera E; luego, el plano X interseca normalmente la oris¬ 
fera E. Mas , la sección normal de la orisfera E por el plano X es un oriciclo, cuya porción que 
está dentro de k, constituye el conjunto de imágenes de todos los puntos de la reda o. Asi 
pues, las imágenes de todos los puntos de una reda arbitraria o perteneciente al plano a cons- 
lituyen el arco de un oriciclo, lo cual se afirmaba. 

2. Consideremos algún movimiento del plano o sobre si mismo, es decir, una aplicación 
del plano a sobre si mismo tal que la distanda entre sus dos puntos cualesquiera sea igual a la 
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que separa sus imágenes. Añoremos simbólicamente esta aplicación en forma de Af * = v(M), 
donde M es un punto arbitrario del plano a, Af* es su imagen; anotemos simbólicamente tam¬ 
bién en forma de Af ' = la aplicación antes considerada del plano a sobre el interior del 
círculo A de la orisfera E. Dos aplicaciones Af - = *>(A/)yAf' = ¿ (Ai) inducen la aplicación 
Af' • = x(M') del interior del circulo A sobre si mismo; aquí. A/' es un punto arbilrario que 
se halla dentro del circulo k, Af'• es su imagen, además, Af'* - x(Af') = ¿.(Af*), 
M' = *>(Af), Af = tA -l (Af'), donde <¡/~' es un símbolo que denota una aplicación inversa a 
la aplicación d. En otros términos, al moverse los puntos del plano o, se desplazan sus imáge¬ 
nes sobre la orisfera E; este desplazamiento viene representado por la anotación simbólica 
Ai" = x(Af'). 

Ahora, hagamos constar que al moverse Af* = *>(Af), los puntos situados en alguna recta 
perteneciente al plano a pasan a puntos situados también en una recta; en resumen; al mover¬ 
se el plano « sobre si mismo, lodos sus puntos pasan también a rectas. A continuación, como 
hemos establecido en el punto anterior, al aplicarse Af' = il(Af), los puntos situados en cual¬ 
quier recta perteneciente al plano a, pasan a puntos que forman el arco del oriciclo dentro de 
*; en resumen: al aplicarse Af' = í(M) del plano o sobre el circulo k, las rectas del referido 
plano pasan a arcos de oriciclos. Comparando estas dos circunstancias, concluimos que al 
aplicarse sobre si mismo Af ' * = x(Af') del circulo k, todos los arcos de los oriciclos ubicados 
dentro de k, pasan también a arcos de oriciclos. 

Desde el punto de vista de la geometría elemental de la orisfera E. la cual es la geometría de 
Euclides, los oriciclos son rectas. Teniéndolo en cuenta, podemos enunciar del modo siguiente 
la conclusión antecedente: mediante la aplicación de Af’ ’ = x(Af'), el interior del circulo A'se 
aplica sobre si mismo de suerte que todas las cuerdas del circulo A vuelven a pasar a cuerdas. 

3. Determinemos la relación compleja de cuatro puntos de un oriciclo del mismo modo 
que se determina la relación compleja de cuatro puntos de la recta de Euclides (véase el 8 137, 
la fórmula (*)). 

Sean AfJAfj dos puntos arbitrarios situados sobre la orisfera E dentro del circulo A. 
sus imágenes respecto a la aplicación x: sean P'. Q' y PQ ” punios, en los 
cuales los oriciclos AfJAfj y Af¡"Afj* cortan la circunferencia A, denotados de modo que el or¬ 
den de sucesión de los punios P',Q ‘. Af¡. Af j en el oriciclo AfJAfj es similar al de los puntos 
P". Q' Af", Af j • en el oriciclo A/J’AfJ’. Entonces 

(f»' 'Q' "Af ¡*Afj - ) = (P'G'AfJAfp, 

es decir, la relación compleja de los puntos P' ", Q” ,M'.\ M‘‘ es igual a la de los P' ,Q\ 
Af', Afj (véase el 8 138). 

4. Este último resultado es la llave para solucionar nuestro problema. 

Estamos buscando una fórmula que permita calcular la distancia entre los puntos arbitra¬ 
rios Af, y Af 2 pertenecientes al plano a, si se conocen sus coordenadas bcltramianas. 

Consideremos las imágenes Aí¡ y Af' de los puntos Af, y Afj para la aplicación 
Af' = i¿(Af) del plano usobre el interior dd cfrculoA déla orisferaE (véase el punto2). Tra¬ 
cemos sobre E un oriciclo a través de Af ¡ y Afj, designando con P‘ y Q‘ los puntos de intersec¬ 
ción del mismo con la frontera del circulo A. Sea (P'Q'AfjAf j) la relación compleja de los 
punios/’’, Q' , Af¡, Afj que se determina en el sentido euclldiano ordinario sobre la orisfera E. 

Afirmamos que la distancia entre dos puntos tomados arbitrariamente Af,, sobre el 
plano de Lobachevski a, se expresa con Ia fórmula 

p(Af,,Afp = clln(/>'G'Af;Afpl, (•) 

donde c es una constante positiva , cuya elección corresponde a la de la escala- 

oí-mostración. Ante todo, hagamos notar que p (Af,, Afp > 0. si los puntos Af, yAíjSon 

diferentes. En rigor, si Af y Af, son puntos diferentes, entonces ** _ por con- 

M\Q' AfjQ, 
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siguienie, (P'Q'AffAíj) * I y In (P'Q'AfJAfJ) * 0. A continuación esiableccinos los si- 
guienles hechos. 

1) Pasen a A/', Aí¿ los pumos A/,, W, para algún movimicmo M" = *>(M) del plano a 
sobre si mismo. A los punios M v M v M‘, M‘ del plano a les corresponden sobre la orisfera E 
los punios A/¡, A/', M ¡*, Af j‘. y al movimienlo M" = v>(Af) le corresponde la aplicación 
M' ■ = x(W) del circulo k sobre si mismo, la cual hace pasar AY¡, A/J a A/¡*. Afj\ Denole- 
mos, como se hizo más arriba, con P'.Q' los pumos de imersección del oriciclo AÍ¡AÍ¿con la 
frontera del circulo k; análogamenie, mediante los punios A/¡*Mj* delerminaremos los pun¬ 
tos P' \ Q' \ Si las notaciones P', 2' y P", Q‘ ‘ están concordadas idóneamente, entonces, 
a base del punto 3 tenemos la igualdad de relaciones complejas 

De aquí se desprende de inmediato la igualdad p(M • A/") = p(M t , Mj. 

2) En la recta tomemos un tercer pumo de forma que el punto A/ 2 esté entre Ai. y 
A/,. Sobre la orisfera E, a los puntos M,, Ai,, les corresponden los puntos Ai¡. Aij, Ai' si¬ 
tuados en un mismo oriciclo, hallándose Mj entre M¡ y Ai'. Tengan el viejo sentido los 
símbolos P‘ y Q’\ supondremos solamente que en el oriciclo Ai’AííAij' la dirección P'Q' es 

contraria a la deAÍJAiyVÍ". Para esta última condición resultará ? > P ^2 _ por con . 

siguiente, (P'Q AijAíj) > 1 ydel mismo modo ^,Q M 2 Q 

(P'Q'M 2 Aij) < I, (P Q Ai¡Ai') < I. 

Escribamos las igualdades 

P Ai- P-Mj \ 

Ai'Q' AfJQ' / " 

= <P'C'aí;aí')(P'Q'aí¿aí;). 

De aquí ln(P'(?'Ai¡Ai¡) = ln(P'Q'Ai¡Ai¡) + lii(P'O'AiJAÍJ), 

Como todas las relaciones complejas sujetas a consideración son superiores a uno, serán posi¬ 
tivos sus logaritmos y, consiguientemente, coincidirán con sus magnitudes absolutas. De suer¬ 
te, podemos apuntar 

lln(P'Q'Ai¡AiJ)l = lln(P'Q'Ai'Aij)l + lln(P'0'AijAÍÍ>l 
lo que conduce a la igualdad 


( p e . w -ZÍÍL : r^L = (J^L : ™L\ 

M[Q' M-Q- \ M[Q' M\Q ' ) 


= p(AÍ,A/j) + ptAíjA/p. 


3) Sea asignado cierto segmento £,£ 2 como unidad de longitud. Dudo que £,, £ 2 son pun¬ 
tos diferentes, entoncesc, = 1ln<p;g;£;£¿)l > 0(aquí P' f , Q' f son puntos de intersección 

del oriciclo £¡£ 2 con la frontera del círculo *). Si en la fórmula (*) suponemos c = —, 
obtendremos: c, 

p(£,£ 2 ) = 1. I 


Así pues, la fórmula (•) atribuye un determinado número positivo a cada segmento, y 

1 ) a segmentos iguales les corresponden números iguales; 

2) si Af 2 es un punto del segmento M { M ¡ y a los segmentos M ¡ M ¡ y Af-Afj les corresponden 
los números p(A/,A/ 2 ) = o, pjA/jAÍ,) = ¿>, entonces al segmento M.M. le corresponde el nú¬ 
mero p(A/,Afj) = o-l-6; 

3) a cierto segmento £,£ 2 le corresponde un número igual a 1. 

Mas, estas condiciones determinan unívocamente la longilud del segmento (véase el § 20). 
Con esto mismo queda demostrado que la fórmula (*) expresa la longitud del segmento 
Aí,Af 2 . 
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Con evo termina la parle de principio de la deducción de la fórmula que oslamos buscan¬ 
do; iodo lo que sigue se reduce a cálculos elementales. 

5. Al igual que en el § 216, designaremos con x,y las coordenadas bellramianas del punto 
Ai perteneciente al plano a, con x' ,y ', las coordenadas cartesianas de su imagen M' sobre la 
orisfera E; al mismo tiempo, x' = Rx, y' = Ry. 

Sobre el plano o. junto con los pumos dados Mfa.y,), M,{x 2 ,y 2 ), la distancia entre los 
cuales tenemos que expresarla, consideremos sus imágenes A/'(x|; y\), ( sobre E. 

Sea M‘ (J-'; y') un punto arbitrario del oriciclo M\ Afj; suponiendo M > M - = X, obtendremos 
las relaciones conocidas M'M 2 


, x\ + Xxí 

x = —-i. 

I + X 


y = 


+ W 

I + X 


(I) 


Sean X = X, y X = X 2 los valores del parámetro X. para los cuales el punto M‘ acierta P' y 
Q' en la frontera del circulo k; tenemos 


(P'Q'AfJMj) = fJfL. PM 


a _ M \ r . M ',Q‘ 

M\Q' M- 2 Q ■ P M 2 ' Q m 2 = X 2 


Para hallar X,, X 2 , hay que sustituir los segundos miembros de las igualdades (I) en la 
ecuación de la frontera del circulo k 

x’ 2 + y' 1 = R 2 

y resolver la ecuación cuadrática obtenida respecto a X Al efectuar esta sustitución y al pasar 
a las coordenadas bcltramianas de los puntos dados, obtenemos: 

Or, + kXj) 2 + (y, + Xy 2 ) 1 - (1 + X) ! - 0; 
suponiendo aquí, para la brevedad, 

■<Í + - I - Q„. 

V2 + m ~ 1 - °.r 

*2 + A - I = °22' 

escribiremos la última ecuación en forma de 

°22* J + = 0. 

-n„ + y/a 2 - n„o„ 


de donde 


X t.2 = 


o,. 


Para la numeración adecuada de los radicales X ( , X 2 obtenemos: 

X, 


(P'Q'Af ¡Af'j = 


_ °U ^°I2 n ii n 22 < |.) 




Por consiguiente. 


q„ - v/iffT- «..n,, 

p{M v M ) - fin —¡2- U -ü-iL 

0 .2 + va?, - B.A, 


( 2 ) 


Esia es la fórmula buscada. Haremos sólo un paso más, a saber, impondremos una determi¬ 
nada condición sobre la elección de la constante c. Es que a su üempo supusimos establecida 
cierta escala sobre la orisfera E; además, introdujimos una escala sobre el plano a. Mientras 


’ Aquí hay que tener en cuenta que todas las magnitudes Q,,, Q |2 , I) 22 son negativas. 
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que no esté reciprocamente condicionada dd todo la elección de estas dos escalas, sigue inde¬ 
terminada la constante c. 

La elección de las escalas quedará sujeta a la siguiente condición. Sea Ai un pumo arbitra¬ 
rio sobre el plano a , Ai', su imagen sobre la orisfera £; supongamos que el punto Ai se aproxi¬ 
ma hacia el pumo O según una recta, entonces el punto Ai' irá aproximándose hacia el punto 
O según mi uricick). exigiremos la igualdad 

1(m OM _ | 

*< - o O Ai' 

donde OM es la longitud del segmento rectilíneo, OM '. la de! arco del oricielo. A esta condi¬ 
ción determinaremos la constante c. Para comodidad de los cálculos, consideremos que el 
punto Ai' pertenece al eje Ox' del sistema cartesiano de la Qrisfera E. Entonces 


OM' = x' = Rx. OM = p(0, M) 


c In 


I + x 

1 - x 


|nos valemos de la fórmula <2) suponiendo x, = 0, y ¡ = 0, x¡ = x. y 2 — 0] y, por consi- 
gniente. 


de aquí í = - . 


UM e I + x 

lint --- = lint —In- 

M-o OM- * - o Rx I - X 


2c 

T 


I; 


1.a fórmula que expresa la distancia no cuclidiana cutre dos puntos mediante sus coorde¬ 
nadas bcliramiauas, obtiene la forma de 


p(M,, Aíj) 


2 n (J + vto|, - a u n u 


(3) 


§ 218. Ahora queremos dar una descripción del sistema de coordenadas beltramianas que 
no lenga que ver con el espacio circundante. 

Por ahora, partamos de la consideración del sistema cartesiano sobre la orisfera £, como 
se hizo en el § 216, donde las coordenadas beltramianas fueron introducidas por primera vez. 

Sean Ox' y Oy' dos oriciclos que sirven de ejes a un sistema cartesiano de la orisfera £ 
(fig. 160). Al aplicarse el plano a sobre la orisfera £, los oriciclos Ox' y Oy' tienen como sus 
preimágenes dos rectas reciprocamente perpendiculares pertenecientes al plano a, que pasan 
por el punto O; las designaremos con los símbolos Ox y Oy. Sobre el plano a. denlro del ángu¬ 
lo formado por las direcciones positivas de las rectas Ox y Oy. lomemos un punto arbitrario 
M con las coordenadas beltramianas x,y, sobre la orisfera £ su imagen M' tiene coordenadas 
cartesianas (positivas) x' = Rx.y' = Ry. Bajemos una perpendicular del punto M a la recta 
Ox y designemos su base con Ai_. Tracemos un rayo del pumo M % . paralelo al ON ( ON posee 
el mismo sentido que en d 8 216); designemos con el símbolo M' x el pumo de su intersección 
con la orisfera £. Ahora hagamos constar que I) el pumo M' pertenece al oricielo Ox'. preci¬ 
samente. a su parle positiva; 2) los puntos Ai, Af', Ai,, AL yacen en un mismo plano; 3) la rec¬ 
ta MM y es perpendicular al plano NOM t , por consiguiente, el plano AíAi'AÍ/iJquc pasa por 
ella, también es perpendicular al plano NOM x . 4) esla última circunstancia permite concluir 
que el arco del oricielo Ai'AiJcs perpendicular al oricielo Ox'. Asi pues, el pumo Ai' corres¬ 
pondiente, según la construcción, al pumo M x sobre la orisfera £, desde el punto de vista de la 
geometría de la orisfera, es la base de la perpendicular bajada del pumo Ai' al eje Ox'. De 
manera análoga se construyen los puntos My y My' sobre Oy y Oy' (el cuadro genera) de 
nuestras construcciones aparece en la fig. 160). A base de lo expuesto tenemos: 

OM' x = x' = Rx. OM' r - y' = Ry. 
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Pongamos 

OW = (. OM, - i 

y expresemos eslas magniludes a Iravés de xty. Hallemos f; la otra magnitud Jsc hallará aná- 
logamcnle. Como conocemos las coordenadas cartesianas del punto ,vr, que son x' y 0. cono¬ 
cemos también las beltramianas del punto M g : x y 0. De este modo, para determinar ( es sufi¬ 
ciente aplicai la fórmula (3) del § 217, suponiendo en ella .v, = O.y, = 0yx 2 = O.J', = 0, 
Obtenemos: 


del mismo modo hallaremos: 


í 


R I + x 

«= — In-: 

2 I - * 



La inversión de eslas igualdades nos da las expresiones de las coordenadas beltramianas 
que necesitamos: 


x - til 


i 

r' 


y 



(i) 


aquf th es un símbolo que denota la tangente hiperbólica. Al deducir estas fórmulas, 
suponíamos positivos los números x, y, ( y f, pero si por f y f se sobreentienden los segmentos 
OM* y OM f con la consideración del signo según la regla corriente, entonces las fórmulas (1) 
expresarán las coordenadas beltramianas para cualquier posición del punto M. Esto se 
desprende de que la tangente hiperbólica es una función impar, es decir, th (-a) = -th a, 
Ahora tenemos la posibilidad de descubrir las coordenadas beltramianas, haciendo abs¬ 
tracción absoluta del espacio que circunda el plano: sobre un /llano se eligen ríos ejes 
recíprocumenie iKrpendiculares Oxy Üy y una escala: tic un /rumo urbilrarlo M se baja lu per¬ 
pendicular MMjil eje Ox. bajándose la MM y al eje Oy (fig. 161). Asi pues, quedan determi¬ 
nados dos números OM g = (y OM y = f. Las coordenadas behramianas del punto M son los 
números 

x = th —, v = th—. 

R R 


Si deseamos construir un punto a base de coordenadas beltramianas prefijadas x, y, prime¬ 
ro tenemos que hallar los segmentos £ y f, trazándolos luego en los ejes correspondientes, a 
partir del origen de las coordenadas y. al fin, levantar perpendiculares a ios ejes, desde los 
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extremos de tos segmentos trazados; la intersección de dichas perpendiculares determinará el 
punto de las coordenadas dadas x, y- 

Las referidas perpendiculares tendrán un punto de intersección si, y sólo si, los números 
dados x, y satisfacen la desigualdad 

X 2 + y 1 < I; 

la observancia de esta desigualdad, según sabemos, es necesaria y suficiente para que los nú¬ 
meros x, y sean coordenadas beltramiaqas de algún pumo perteneciente al plano de Lo¬ 
bachevski (véase el § 216 ). 

Es notable que en las coordenadas beltratnianas la recta es determinada por una ecuación 
de primer grado. En rigor, sea u cierta recta perteneciente al plano a, M, un punto variable de 
dicha recta, con coordenadas beltramianas instantáneas r. y. Sobre la orisfera E. la imagen de 
u es el oriciclo o', la imagen del punto M es el punto M' con coordenadas cartesianas a’, y'. 
Ya que en la geometría de la orisfera el oriciclo u‘ juega el papel de una recta, en las coorde¬ 
nadas cartesianas le corresponde una ecuación de primer grado 

A 'y - + B'y ' + C' = 0. 

En esta ecuación, suponiendo x‘ - Rx.y’ = Hy e introduciendo las magnitudes A ‘ II = A, 
B'R = B. C' = C, obtenemos la ecuación de la curva dada; 

Ax + By + C = 0. 

Vemos que ésta es una ecuación de primer grado (con una condición complementaria; _r J + 

+ y 2 < I). 

} 219. Algo más tarde ñas veremos obligados a ocuparnos de la transformaión de coorde¬ 
nadas beltramianas. 

Sean dados sobre el plano de Lobachevski dos sistemas de coordenadas beltramianas (para 
la simplicidad, supongamas que tienen una misma escala). El punto arbitrario M pertenecien¬ 
te a¡^plano, en uno de los sistemas tiene coordenadas (x; y), en el otro, (x; y); las magnitudes 
(x; y) son funciones de x, y. Nos importará saber que estas funciones I) son diferenciabas 
continuamente, 2) tienen un jacobiano diferente de cero. 

Demostrémoslo. Realicemos un movimiento del plano sobre sf mismo, que haga coincidir 
las nuevas coordenadas del eje con los viejos ejes. En este caso, el punto M pasará al punto 
M‘ = y»(W). No es difícil comprender que las viejas coordenadas (x‘,y‘) del punto M‘ son 
iguales a las nuevas del punto M. De tal modo. 

x* = x, y- - y. 

Veamos de nuevo la aplicación conocida del plano sobre la orisfera E que toca el plano en el 
origen de las viejas coordenadas. El movimiento de M‘ = *(M) induce la aplicación sobre sí 
mismo del interior del círculo k de la orisfera E; al igual que antes, lo anotaremos simbólica¬ 
mente en forma de M‘ ’ = x(M'). 

La aplicación M' * = x(AY') hace que las cuerdas del círculo k vuelvan a ser cuerdas. De 
aquí y a base del § 138 concluimos que en el sistema de coordenadas cartesianas (x', y'), el 
cual, sobre E, corresponde al sistema beltramiano (x, y) del plano dado, esta aplicación viene 
representada por las fórmulas de tipo de 

= g í*' + y + c ; 

+ B'y' + y' 

... _ a í*' + b &' + c t 

a'x' + B'y' + y' ’ 




446 


Cap. VIII. Propiedades diferenciales de la métrica no euclidiana 


a condición de que 

°¡ *¡ ‘í 

A = oj b¡ c' * 0. 
tí' y' 


Valiéndonos do las relaciones x' — Rx, y' — Ry,x‘‘ = Rx' 
las fórmulas (•) obtenemos: 


a'.Rx + b'.Ry + c¡ 

x = -1-1-1— , 

a'R 2 x + 0‘R 2 y + y'R 


a'Jix + h'Jiy + c - 
n/? 2 * + 0R 2 y + yR 



Introdúzcanlos nuevas designaciones de coeficientes, suponiendo que 
oR = a,. b\R = b t . c¡ = c,. 

u’jR = a,, h’Ji - /»,. rj = c,, 

o ’/? 2 = n, tí '/? 2 = fl, y‘R a y. 

Entonces las fórmulas (•*) tendrán la forma de 

- „ V * V + c t ' 

ax + 0y + y (•••) 

_ v i v c l 

siendo ora- + tí>- + Y J 

ff i *t c i I 

ó- a, £ c,j*0 

(pues ó - R 5 ó' y ó' * 0). Las fórmulas {**’) surten las espresioues de las nuevas coordena¬ 
das bellramianas de un punto arbitrario M mediante sus viejas coordenadas beltramianas (en 

estas fórmulas, los coeficientes a,, 6,. y dependen de cómo están situados los nuevos ejes 

respecto a los viejos). Ahora, cerciorémonos de que las fórmulas (*•*) tienen sentido para to¬ 
dos los valores admisibles de las coordenadas beltramianas, es decir, para todos los valores de 
X, y que satisfagan la condición de x 2 + y 2 < I . Efectivamente, si para xi + y 2 < I resultara 
olV 0 + 0y o + y = 0, entonces para los valores de x, y bastante próximos a jy* que satisfa¬ 
gan las condiciones x 2 + y 2 < I, ax + 0y + y * 0, los valores correspondientes de x, y 
podrlaji ser tan grandes como se quiera; mas, esto es imposible a causa de la desigualdad 
x 2 + y 2 < 1. _ 

Asi pues, x, y se expresan a través dea:,.y mediante fracciones racionales, cuyos denomina¬ 
dores difieren de cero para cualesquiera valores admisibles de x, y . 

De aquí se deduce que x. y son diferenciablcs continuamente respecto ax.ycn todos los 
puntos del plano de Lobachevski. 

Luego, un cálculo no complicado conduce a la fórmula 

=- * — 

\x,y / (oor + 0y + y)> 

De aquí concluimos que las funciones x, y tienen un jacobiano diferente de cero en todos los 
puntos del plano de Lobachevski. 
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3. Forma mélrica del piano de Lobachevski 

8 220. Ahora tenemos la posihilidad de establecer el resultado de principio prometido aún 
en el § 217: demostrar que la mélrica del plano de Lobachevski se determina por una cierta 
forma cuadrática diferencia). Con este fin iremos buscando la expresión de la longitud del ar¬ 
co de una línea suave arbitraria. Los cálculos siguientes se basan en la fórmula (3) del § 217, 
que expresa la distancia entre dos puntos del plano de Lobachevski a través de las coordena¬ 
das beliramianas. A continuación representemos esla fórmula en cierta forma especial. 

Sean Af, y A/ 2 dos puntos del plano de Lobachevski. Denotemos con (x; y) las coordenadas 
bcltramianas del primer punto, con (x + Ax; y + Ay), las del segundo; denotemos con Ap la 
longitud del segmento M,M r Supondremos infinitamente pequeñas las magnitudes Ax y Ay. 
Expresemos las magnitudes 0 M . 0 |2 , 0, 2 que integran el segundo miembro de la fórmula (3) 
del § 217; tenemos: 


n i, = ** + y 1 - 

0,J *= x* + y 1 - I + xAx + yAy, 

n„ = x J 


(i) 

"23 ~ ■* + y 2 - I + 2xAx + 2 yAy + Ax 2 + Ay 1 . ) 

A consecuencia de la relación básica x 2 + y 2 < I que enlaza las coordenadas bcltramianas (Je 
un punió arbitrario, todas estas magnitudes son negativas. De las relaciones (I) hallamos: 

n ?2 - n M n 22 = <°,2 - °.|» 2 - “„(“z 2 - ^ti + “„> - cxéur + yAy? + 

+ (■ - x 2 - y 1 ) ■ (A* 2 + A/ 2 ) = (1 - ybAx 2 + IryAvAy + (1 - x 2 )Ay 2 , (2) 

de donde se ve que Q| 2 - ÍI,,U 22 constituyen una magnitud positiva, infinitamente pequeña 
junto con Ax, Ay. 

A base de la fórmula (3) del § 217 oblcncmos: 

- Vil 2 - O 


Ap - - ln-°-!2 

2 ft |2 + Va?. 


17 - 2 Vn} 2 - 0 „ 0 „ y 

12 “ U li n 22 2 \ n t2 + Vií}j - n 


V »?2-«M»22 

. - x 2 - y 2 


+ «(x, y, Ax, Ay), 


(3) 


+ <r(x, y, Ax, Ay), 


(4) 


donde a es una variable infinitésima de orden superior respecto a Vil 2 - fl M Q J2 . Las igualda¬ 
des (3) y (2) nos suministran el aspecto especial de la fórmula (3) del § 217, que necesitamos: 

A _ „V(] - y 2 )Ax 2 + ItyArAy + (I - x’iAy 2 
1 - x 2 - y 1 

del cual ya se deduce fácilmente la expresión de la longitud del arco. 

Sea determinada alguna linea por las ecuaciones paramétricas 
x = x(r), y = y(f). 

Al variar r en el segmento r„ < r < T, un punto arbitrario describe cierto arco Ayl de la 
linea, de forma que para r = f 0 el punto variable coincide con el origendel arco/Ly si/ = T 
con el extremo del arco/1. Si las funcionesx(r) ey(r), junio con sus derivadas de primer orden, 
son continuas en el segmento í„ $ l tí T. y sus derivadas no se anulan simultáneamente en 
ningún punto del referido segmento, entonces llamaremos suave el arco A „/t •*. 

’/rfy 2 ! 2 

0at,ul l,ene el misn ’° sentido que en la Geometría dife¬ 
rencial euclidiana (véase />. K. Rashevski, Geometría diferencial (/7. K. Paiueacxuü, iln*- 
tjtcpcnuHajiMiaa rcoMerpira)). 


La condición de 
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Es importante establecer que la suavidad de una linea no depende del sistema de coordena¬ 
das beltramianas a que pertenece. Con esta finalidad, consideremos una transformación ar¬ 
bitraria dejas coordenadas beltramianas dadas en nuevas coordenadas beltramianas. Sean 
(*. y) y(x, y) viejas y nuevas coordenadas, respectivamente, de un punto arbitrario de un pla¬ 
no; x . y son funciones de x, y. 


x = x(x, y), y = y{x, y). 

En el § 219 mostramos que estas funciones son difercnciables continuamente y poseen un ja¬ 
cobina diferente de cero. De aquí se desprenden la existencia y la continuidad de las deriva- 
ilx dy 
das —, —: 
di di 


dx _ dx dx dx dy 
di dx di dy di 


d Z 

di 


dy dx + dy dy 
dx di dy dt 


, . dx dy . . , dx dv 

Luego, si — y -son desiguales a cero a un mismo liempo, entonces-y-tampoco 

di di di di 

pueden anularse a un mismo tiempo, pues 


dx 

dx 

dx 

~iy 

»y 

dy 

dx 

dy 


De tal modo, la propiedad de suavidad sugerida para el sistema (x, y) se cumplirá también en 
el caso de cualquier otro sistema (í. y). 

Al introducir el concepto de longitud del arco A^A , procederemos del mismo modo que al 
determinar la longitud del arco de una linea en la geometría euclidiana. Parlamos de manera 
arbitraria el segmento t g $ i < T con puntos r,, l } . I n dispuestos en orden ascendente: 

/„ < r, < /j < ... < í, = T. 

En el arco A^A, a cada punto l, le corresponderá cierto punto A.. Construyamos una quebra¬ 
da A¿A ,/1 2 ... A ñ _ j/t, designando con a su longitud. De tal modo, a cada división del seg¬ 
mento l 0 $ / $ ríe corresponde un cierto número positivo o, o sea, la longitud de la quebra¬ 
da correspondiente. 

Ahora, imaginémonos que se opta por una sucesión de divisiones del segmento 
'o' < T lal <iue la longitud máxima de un segmento parcial de una división tiende a cero. 
Si la sucesión correspondiente de los números a tiende a cierto limite s que no depende de la 
elección de ia sucesión de divisiones del segmento í 0 $ r < T, entonces el valor de este limite, 
es decir, el números, lo llamaremos longitud del arco AqA. 

Pongamos 


'M* ♦ i = 

Al, , ,) - Al) = Air,. 
y(', H l- A') = Ay,- 
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Entonces, conforme a la fórmula (4), la longitud de la quebrada se determinará por la igual¬ 
dad 


n - I n - I 

V = * 


- '¡XW 1 


: - 0 


L IÓ - yft (Ay,) 2 + 2x¡yfsx¿y¡ + (1 

\ (i - - yj) 1 

li — l 

+ ^ a(x l ,y p áx l .iíyf. 


Pasando al limite, de aquí hallamos: 

T _ 


i = K 


í 


V(l - y*)*' 1 + Zxyx'y' + (I - xrV 2 


1-^-/ 


di. 


( 5 ) 


donde las virgulillas denotan la diferenciación respecto a /*'. 

La existencia de la integral presente en el segundo miembro de la fórmula obtenida viene 
asegurada por la continuidad de las funciones *</). y{i), jt'(r) ey'(l). Supongamos ser variable 
el limite superior de la integral en la fórmula (J); entonces, el arco de la curva se expresará 
mediante esta fórmula como función de T: 

í = í<7). 

Al determinar la diferencial del arco, hallamos: 

,V(I - yhdx 3 + Ixydx dy + (I - x*)dy 3 


ds = R - 


I — x 3 - y 3 


j j _ „ 2 <' “ > 2 )* 1 + 2xydxdy + (I - x 3 )dy 3 
O-*’-/)’ 


( 6 ) 


De tal modo, el cuadrado de la diferencial de un arco es la forma cuadrática de los diferen¬ 
ciales dx y dy. 

Introduzcamos las notaciones: 

K J (' -/) , R'xy „ , R\ 1 - x 3 ) 

E(*-y)- - -;-= F(x, y). - ; -— = G(x, /). (7) 


O - ** - y 3 ) 3 . . (I - x 1 - y 3 ) 3 

Entonces (6) se apuntará en forma de 

ds 3 = Edx 3 + IFdxdy + Cdy 1 . 


U-x 3 -/) 3 


(8) 


*) 


Para demostrar que Za(y¡,y¡. &x r &y¡) — 0, basta notar que o ( = <*tv,, y¡, Ar, Csy) 
tiene el segundo orden de infinitud respecto a Af, = f, * , ~ f r Más exactamente, si toda la 

linea pertenece al dominio I - x 3 - y 3 > e >0. entonces la relaciónl-ÍÜpor arriba está 

I Aí'l 

acolada por un número que depende de c y de las cocas superiores de las magnitudes l*'(/)l, 
l>'(/)!. Hslo deriva de la determinación de ^conforme a la igualdad (3) y de la expresión A*, 
Ay t a iravós de según la fórmula de Lagránge. 
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La forma cuadrática E dx 2 + 2Fdxdy + G dy 2 determina la medición de las magnitudes de 
lineas sobre el plano de Lobachcvski. Por ende, la llamamos forma métrica del plano de Lo- 
bachevski, 

{ 221. Ahora establecemos la fórmula que exprese el ángulo entre dos lineas. 

Como fue mostrado más arriba (véase el § 218), en las coordenadas beltramianas, una rec¬ 
ta se determina por la ecuación de primer grado: 

Ax + By + C = 0. ' (1) 

Si algún punto Mfyc x , >,) se halla sobre esta recta, sus coordenadas deben satisfacer la 
ecuación (I). es decir, debe tener lugar 

Ax t + By, + C = 0. (2) 

Sustrayendo término a término la igualdad (2) de la ecuación (1), obtenemos: 


y - y, - Hx - x,), 

donde k = -. 

B 

En esta última ecuación, llamaremos a la magnitud k parámetro director de una recta. 
El ángulo entre dos lineas arbitrarias, naturalmente, se define como ángulo entre sus tan¬ 
gentes. Como en las coordenadas beltramianas una recta se representa por una ecuación de 
primer grado, entonces la ecuación de una tangente en estas coordenadas tiene justamente la 
misma forma que la ecuación de una tangente en las coordenadas cartesianas del plano eucti- 
diano, y su parámetro director se expresa justamente del mismo modo que el coeficiente angu¬ 
lar de una tangente en la geometría de Euclides. 

, Efectivamente, sea dada una curva determinada por las ecuaciones paramélricas 
Jf = *>(0. y - +(')■ 


Tomemos en esta curva dos puntos M y M' correspondientes a dos valores del parámetro t y 
I'. La ecuación de la secante MM' en las coordenadas beltramianas, por lo visto, tiene forma 
de 


X-«Q Y - W) 

- v«) ~ W) - m 

De aquí, dividiendo en 1' - I los denominadores de ambos miembros y pasando al limite pa¬ 
ra f — i. obtenemos la ecuación de una tangente en forma de 


x - *ko = y - m 
*>■<») " ‘ 

y el parámetro director 

k = »•(*) _ dy_ 
v>'(f) dx 

Consideremos dos lineas cualesquiera, cuyas direcciones en un punto común M(x. y) es- 

dy by 

tén determinadas por los parámetros *. =-, *. =-. Demostraremos que el ánguio y 

dx bx 

entre estas dos lincas se expresa mediante una fórmula exactamente de la misma estructura 
que la (II*) del § 215, que expresa el ángulo euclidiano en coordenadas arbitrarias; a saber, 

E dx &x + F(dx by + dy bx) + G dy by 
eos v - - ■— . 

SEdx 2 + IFdxdy + Gdy 1 \'Eír 1 + IFbx by + Gby 2 


(3) 
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Ante lodo, estableceremos que el segundo miembro de esta fórmula es un invariante en 
cuanto a la transformación de las coordenadas beltramianas. 

Junto con el sistema de coordenadas (x, y), consideremos un nuevo sistema bcltramiano 
(x, y), el origen y las direcciones de cuyos ejes son arbitrarios. Representemos la fórmula 
métrica del plano de Lobachevski en las nuevas coordenadas: 

efe 2 = EdP + IFdxdy + Gdy 1 . 

Como efe 2 no depende del sistema de coordenadas, debe tener lugar la identidad siguiente: 

Edx 2 + IFdxdy + Sdy 2 = Edx 1 + IFdxdy + Gdy 2 . (4) 


Suponiendo que la relación entre las coordenadas viejas y nuevas se establece ron las fórmulas 
x = xfx.y), y = y(x.y). 

sustituyamos estas expresiones dexey a través dex, y en el segundo miembro de la identidad; 
obtendremos: 

Edx 1 + IFdxdy + Gdp = + ^ + ° (~A?) ] + 

+ 2 [fe-ÜÜ + F (XX + XX)+ cXX 1 d¡¡# + 

dx ay \ dx dy dy dx f dx dy J 

*' 77 ** (7)]*^ 


Más, dx y dy como diferenciales de variables independientes son magnitudes que varían ar¬ 
bitrariamente: por esto, los coencientes de la forma diferencial cuadrática presente en el pri¬ 
mer miembro de la ultima identidad, son iguales a los coeficientes correspondientes de la for¬ 
ma de su segundo miembro, es decir, 

\ dx / dx dx \ dx ) 

- f = eXX + f(XX+XX\ +cXX. 

dx dy \ dx dy dy dx / dx dy 

0 . e (JlY + 2fXX + c(XY. 

\ ay J dy dy V dy / 

El numerador del segundo miembro de la fórmula (3) constituye una forma bilineal 
E dx dx + F {dx dy + dy dx) + G dy dy. 


<S> 


es decir, una expresión homogénea, lineal respecto a cada uno de los sistemas de variables dx, 
dy y dx, dy. Fácilmente se ve que esta forma es invariante respecto a la transformación de las 
coordenadas de Beltrami, es decir, 

Edx dx + F(dxdy + dy dx) + G dy dy = E dx dx + F (dx dy + dy dx) + Gdy dy . (5a) 


En efecto, sustituyendo las magnitudes E. E, G por las expresiones (5) en el primer 
miembro y valiéndonos de las igualdades 


dx _ 

dx _ 


ay - dy 

dx = —~dx + 

—dy. 

dy = 

— — dx + —— < 

dx 

dy 


dx dy 

dx _ 

dx 


»y ay 

dx =—— dx + 

——e- dy. 

dy = 

~dx + — 

dx 

’dy 


dx dy 


(5b) 

(5c) 


2'J 
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después de transformaciones simples, obtendremos el segundo miembro de la igualdad (5a), 
con esto mismo dejaremos demostrada la validez de dicha igualdad, No obstante, la igualdad 
(5a) puede obtenerse fácilmente, sin enterarnos de cómo se expresen E, F, G mediante E, F, G 
para la condición (4), es decir, sin acudir ajas fórmulas (5). Es que la igualdad (4) se observa 
idénticamente, cualesquiera que sean dx, dy, como consecuencia de las fórmulas (5b). Por en¬ 
de, (o, si se quiere, a consecuencia de las fórmulas (5c)) tenemos 

EB? + 2FBxBy + G B? = E Bx 2 + 2FBx By + G By 2 , (4a ) 

asi también 

E(dx + ií) 1 + 2F(dx + Bx)(dy + By) + G (dy + By) 2 = 

= E (dx + Bx) 2 + 2 F (dx + BxXdy + By) + G (dy + By) 2 . (4 b) 


Sustrayendo (4) y (4a) de (4b), obtenemos (5a). 

Hemos demostrado la invariación del numerador del segundo miembro de la fórmula (3). 
La invariación del denominador se expresa por las igualdades (4) y (4a). 

Asi pues, el segundo miembro de la fórmula (3) constituye un invariante en cuanto a la va¬ 
riación de las coordenadas beltramianas. 

Sea dado un punto M con las coordenadas beltramianas x, y y dos lineas que pasen por el 
mismo, con los parámetros directores 


*, 


dy 

dx 


y *, 


By_ 

Bx 


Para establecer que la fórmula (3) determina el ángulo entre las lineas dadas, introduzcamos 
un nuevo sistema de coordenadas beltramianas, ubicando su origen en el punto M. Al nuevo 
sistema de coordenadas le corresponderán nuevos valores de E. F, G y nuevos valores de los 
parámetros directores de las lineas dadas (de relaciones de las diferenciales de las nuevas coor¬ 
denadas); el valor del segundo miembro de la fórmula (3) seguirá invariable. Para no compli¬ 
car la cosa con símbolos excesivos, conservemos las viejas notaciones de las magnitudes. 

Ahora, en el punto M tenemos: x = 0, y = 0; valiéndonos de las fórmulas (7) del § 220, 
en el punto M hallamos los valores siguientes de los coeficientes E, F. G: 

E = R 2 , F = 0. C = R 2 , 


y la fórmula (3) adquiere el siguiente aspecto . 


dx Bx y dy By 

eos = — (•) 

'/dx 1 + dy 2 'jBx 2 + By 2 

Consideremos la orisfera E que toca nuestro plano en el punto M, es decir, en el origen del 
nuevo sistema de coordenadas: apliquemos el plano sobre la orisfera asi, como lo hicimos en 
el § 226. A cada pumo del plano con coordenadas beltramianas (x,y) le corresponde un punto 
con coordenadas cartesianas (x‘ ,y ") sobre E, siendo 



En el segundo miembro de la fórmula (*), sustituyamos los argumentos con arreglo a estas 
fórmulas; obtendremos 


eos <p 


dx’Bx ' + dy'By' 

'Jdx' 2 + dy^'JBx' 2 + By' 2 


(") 


Esta fórmula coincide con la de Euclides (II) del § 215; de aquí es evidente que ella determina 
el ángulo entre las imágenes de las dos líneas dadas sobre la orisfera E. Pero, en e! punto de 
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contacto de !a oosfera E con nuestro plano, el ángulo entre dos lineas cualesquiera sobre el 
plano es igual al ángulo entre sus imágenes sobre la orisfera. Por consiguiente, la fórmula 
(■*) y, por ende, la (•) determinan el ángulo entre las dos lineas dadas sobre el plano de Lo¬ 
bachevski en consideración. Con esto mismo queda demostrado que en un punto arbitrario y 
en cualesquiera coordenadas beltramtanas el ángulo se determina mediante la fórmula (3). 

8 222. Procedamos, por fin, al problema de la medición de áreas. 

Sobre el plano de Lobachevski consideraremos un conjunto de toda clase de dominios fini¬ 
tos acotados por curvas suaves y suaves a trozos. Supongamos que a cada área de tal género le 
está puesto en correspondencia un número positivo, observándose las condiciones siguientes: 

1) a los dominios congruentes les corresponden números iguales: 

2) si un dominio 0 está dividido en dos dominios 0, y 0 2 por una linea suave a trozos, en¬ 
tonces el número correspondiente ai dominio II es igual a la suma de los números correspon¬ 
dientes a los dominios 0, y 0 2 . 

De otro modo se puede decir que está representada la función positiva del dominio 

a =/(íl) 

que I) adquiere valores iguales en los dominios congruentes y 2) posee la propiedad de aditivi- 
dad, es decir, 

/(O, + n 2 ) = /(«,) + /(Qj) 


(aquí íl, + líj lia de entenderse como un dominio constituido por los puntos de los dominios 
1), y l) 2 y por los de la linea divisoria). 

Definamos también el concepto de continuidad de la función de un dominio; preliminar- 
mente, habrá que definir la convergencia de la sucesión de dominios. 

Ubiquemos el centro de un circulo de radio c en cada punto de un dominio acolado 0. El 
conjunto de los puntos internos de todos los circuios de tal Indole convengamos en llamarlo 
c-eniorno del dominio 0. De manera análoga se define el í-entorno de la frontera de un domi¬ 
nio. Designemos con fl' el conjunto de todos los puntos del dominio 0, salvo los que con¬ 
curren en el «-entorno de su frontera. Sea dada una sucesión infinita de dominios acotados 0,, 
n 2 , ... , n o ,... ; diremos que la sucesión 0,. D 2 , ... íl„ ... converge hacia el dominio I), si para 
cualquier c > 0 se puede señalar un número N tal que para cualquier n > N el dominio Q n 
quede comprendido en el e-enlorno del dominio 0 y contenga el conjunto 0'. 

Será natural llamar continua la función del dominio/(fl) siempre que para cualquier do¬ 
minio fl y para cualquier sucesión de dominios íl que converja hacia ella, tenga lugar la igual¬ 
dad 


lím fíflj = /(O). 


Para la función positiva de un dominio, de las condiciones I) y 2) deriva la propiedad de 
continuidad. Sin embargo, no nos detendremos en la demostración de esta afirmación. Para 
facilitar la especulación, se puede suponer sencillamente que son continuas las funciones posi¬ 
tivas del dominio que se consideran más abajo. 

Llamaremos área del dominio II del plano de Lobachevski al valor adquirido en este domi¬ 
nio por la función positiva /(O) que satisfaga las condiciones I) y 2). 

Conviene hacer la pregunta: ¿en qué medida las exigencias 1) y 2) determinan la función 
positiva /(il)7 Esta cuestión se resuelve con el siguiente teorema. 

teorema. Si y(fl) es alguna función positiva de un dominio, que satisface las condiciones 
I) y 2), entonces toda o Ira función positiva dei dominio, que satisfaga las mismas condiciones, 
se representa en forma de k^(Q), donde k es una variable positiva. 

De tai modo, según nuestra definición, las áreas de todos los dominios se determinan con 
la exactitud hasta el factor constante. Este factor será fijo si se atribuye un área igual a uno a 
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cierto dominio entonces el área de un dominio arbitrario se representará en forma de 


/<H) 




donde y>(í¡) es una función positiva arbitraria de un dominio, que satisface las condiciones 

I) y 2 ). 

Pasemos a la demostración del teorema planteado más arriba. Hagamos notar que de las 
proposiciones del § 48 se deduce la validez de la afirmación del teorema para los triángulos; a 
saber, si/(fl) es función positiva de un dominio, que satisface las condiciones 1) y 2), A es cier¬ 
to triángulo y O (A) es el defecto de este triángulo, entonces 


/(A) = *'D(A), 


( 1 ) 


donde k' es una constante que no depende de la elección de A. Sea *>(!)) una otra función posi¬ 
tiva del dominio, que satisface también las condiciones 1) y 2); de manera análoga 


Suponiendo 


vKó) = k-D{ A). 


< 2 > 


tendremos (I) y (2) 



/(A) = MA). 


( 3 ) 


Evidentemente, la misma relación se da entre los valores adquiridos por las funciones/(SI) 
y *>{(!) en polígonos arbitrarios. En rigor, sea S un polígono arbitrario. Partámoslo de algún 

modo en triángulos A )p Aj.A^: 

S = A, + Aj + ... + A v 
Aplicando la igualdad (3) a los triángulos: 

/(A,) - MA,), 


/(ÓJ - MA„) 

y sumando término a término las relaciones obtenidas, hallaremos: 

/(A,) + /(A,) + ... + /(A„) = *MA,) + ... + (A„)]. 

Pero, en virtud de la propiedad de aditividad de las funciones/ y y>, podemos representar esta 
última igualdad en forma de 


ó 


/(A, + A 2 + ... + A„) = MA, + ... + A^) 
AS) = MS). 


Ahora, sea 11 un dominio arbitrario. Elijamos alguna sucesión de polígonos U,, f) 2 . 

fl n , ... , convergente hacia el dominio 0 en el sentido determinado más arriba (no nos de¬ 
tendremos en la demostración de la posibilidad de tal elección). Según acabamos de de¬ 
mostrar, para cualquiera de dichos polígonos tiene lugar la igualdad /(IÍJ = ki/>(OJ. De 
aquí, pasando al limite respecto a n— co y lomando en consideración la continuidad de las 
funciones/ y y>, hallaremos: 

/(O) = Mil). 

es decir, efectivamente, conforme a las condiciones 1 ) y 2 ), la función positiva de un dominio 
se determina con la exactitud hasta el factor constante. Queda demostrar la existencia de una 
función que posee estas propiedades. 
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Ahora demostraremos que la ¡megral doble 

/(O) = jj V£G - F 2 dxdy 


(4) 


es una función conlinua y positiva de un dominio, que satisface las condiciones 1) y 2). 
Ante todo, notemos que la función subinlegral 

R 1 


'¡EG - F 2 


(I - x 1 - y*)» 1 


es positiva y continua en todos los puntos del plano de Lobachevski, en virtud de la desigual¬ 
dad a 4 + ¡i 1 < I, básica para las coordenadas beltramianas. De aquí se deduce que la integral 
presente en el segundo miembro de la igualdad (4) existe, cualquiera que sea la elección del do¬ 
minio acotado tí, y tiene un valor positivo. 

Luego, si las funciones E, FyG son fijas, es decir, si se ha elegido un determinado sistema 
de coordenadas beltramianas, entonces el valor de la integral (4) viene determinado sólo por la 
elección del dominio de integración. Es sustancial que este valor, en realidad, no dependa de 
la elección del sistema de coordenadas beltramianas. Para demostrarlo, consideremos un 
nuevo sistema de coordenadas beltramianas (x, y). junto con el de coordenadas (x, y); sean £, 
F.GyE.F.G coeficientes de la forma métrica del plano de Lobachevski, en las coordenadas 
viejas y nuevas, respectivamente. Valiéndonos de las fórmulas (5) del $ 221, después de cálcu¬ 
los no complicados, obtenemos: 


E F 
F G 


ii ül 1 

E F I 3x 3y 
F G I 3y 3y 
3x 3y 


(5) 


Habiendo compuesto en las nuevas coordenadas una expresión análoga a la (4), a base de la 
igualdad (5) y la fórmula conocida del cambio de variables en una integral múltiple, hallamos 


jj VES - F 2 dxdy = jj 'JEG - F 1 
n n 


dx dx 
3x 3y 

jy j>y 

dx ay 


dxdy = jj yjEG - F*dxdy. 
o 


Con esto mismo queda demostrada la invariación de la integral (4) respecto a la transforma¬ 
ción de las coordenadas. 

Ahora, demostremos que la función del dominio/(O) representada por la igualdad (4) sa¬ 
tisface las condiciones I) y 2). 

Sean O y 0' dos dominios congruentes. Hay que mostrar que/(O) = /(0 ), Dada la 
congruencia de los dominios 0 y 11', existe un movimiento del plano (al, con el cual el dominio 
Q se superpone sobre el Q'. Admitamos que con este movimiento los ejes de coordenadas Ox, 
Oy toman posiciones deO'x', O'y'. Junto con el viejo sistema de coordenadas beltramianas 
x, y, consideremos el nuevo sistema x', y', con los ejes O'x' y O'y': sean 


ds 2 = E dx 1 + 2 F dxdy + G dy 1 


y 


ds 1 = E‘ dx' 1 + sF' dx' dy' + G' dy' 1 
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dos representaciones de la forma métrica del plano de Lobachcvski, en el sistema viejo y el 
nuevo, respectivamente. Designemos con M un punto arbitrario del plano fl y con M\ el pun¬ 
to al cual pasa M al superponerse el dominio U sobre el fl'. Se ve fácilmente Que las viejas co¬ 
ordenadas del punto M son iguales a las nuevas del M ', y los valores de las funciones E, F, G 
en el punto M son iguales a los de las funciones E',F‘, G' en el punto M', respectivamente. 
Debido a ello, tiene lugar la igualdad siguiente: 

JJ •JeG - F : dx dy = JJ 'JE'G' - F l dx' dy' . 
n o 

Más, como hemos visto, el valor de la integral (4) extendida sobre algún dominio, no depende 
de qué sistema de coordenadas se usa en la consideración; de tal modo, 

JJ 'IÉ r G r ^~f i ¡lx- dy- - JJ 4eC - F 2 dxdy 

fl 0 

de donde 

jj V£C - F*dxdy = JJ Veo - F i dxdy. 
ir u 

De este modo queda establecido que la función 

/(Q) = JJ •JEG - F 1 dx dy 

a 

satisface lu condición I). El hecho deque satisfaga también la condición 2), dimana directa¬ 
mente de la propiedad de aditividad de la integral: si el dominio II está dividido en dos domi¬ 
nios 0, y 0¡. entonces 

JJ -JEG - F i ixdy = JJ i JEG - F* dx dy + JJ 'JEG - F* dx dy. 
u o, o, 

ó /(O, + flp =/(0,) +/(ílj). 

Más arriba nos convenimos en llamar área del dominio 0 al valor de la función positiva 
/(O) que satisface las condiciones 1) y 2). De acuerdo con esta definición y a consecuencia del 
teorema demostrado más arriba, el área de un dominio puede expresarse mediante la fórmula 

fifi) = * JJ 'JEG - F*dxdy. (6) 

o 

donde * es la constante que se fija mediante la elección de la unidad de medición de áreas. 

Ahora, pondremos la unidad de medición de áreas en una determinada dependencia de la 
de medición de longitudes. 

En la geometria euclidiana, ladependencia éntrela unidad deáreas y la de longitudes se es¬ 
tablece con que por unidad de área se toma un cuadrado, cuyo lado es igual a una unidad line¬ 
al. Algo análogo lo haremos también en la geometria de Lobachevski. 

Volvamos a considerar la orisfera E que toca un plano en el origen del sistema de coorde¬ 
nadas beltramianas elegido; a las coordenadas bettramianasfx.y) en d plano le corresponden 
las cartesianas (x‘, y') sobre la orisfera E. 

Sea Q' la designación de un cuadrado sobre la orisfera E (cuadrado, en el sentido de la 
geometría euclidiana de la orisfera E) que tiene un vértice en el origen de las coordenadas, un 
lado, en el semieje positivo Ox ‘, otro lado, en el semieje positivo O'y. Designemos con a la 
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longitud del lado del referido cuadrado. Sobre el plano, al cuadrado 2' le corresponde cierto 
cuadrilátero Q (más detalladamente, Q es la pretmagen de Q' al aplicarse el plano sobre E, la 
cual fue definida en el § 216). 

Designemos con S(Q') el área euclidea del cuadrado 2'IS(2) = o 2 !. con S(Q), la del 
cuadrilátero Q. para cierta elección de la unidad de áreas sobre el plano. Subordinemos la 
elección de la unidad de áreas a la condición de 


llm 


S(Q ) 


1. 


* - o S(Q') 

Partiendo de esta condición hallaremos el valor de la constante k en la fórmula (6). 

Hagamos notar que la región (cerrada) Q‘ en las coordenadas cartesianas (x’.y') sobre la 
orisfera E se determina con las desigualdades 0 < x‘ < a, 0 < y' ^ a. Como al pumo [x\y') 
de la orisfera E le corresponde sobre el plano un pumo con las coordenadas bellramianas 
x' y' 

x ~ • y - ~ • emonccs la región (cerrada) Q en las coordenadas bellramianas del pla¬ 

no se determina con las desigualdades 

De aquf hallamos: 


0 < x 

R 




SíQ) 


-*S5 


o a 

R k 


'¡EG — Pdxdy = k 


Q oo 

Después de esto, por cálculos elementales obtenemos: 


n R'dxdy 
(1 - x 2 - >d)> 


lint-?®. 
“ - » S(Q ) 

Por consiguiente, 


* 


0 a 

R R 

IS 


R 2 dxdy 

O-**- yY 2 


lim - 

• - o a 2 


k 


k = 1. 


Vemos que con la elección señalada de la unidad de áreas el área de un dominio arbilrarto 
íl se expresa con la igualdad 

•*«) = Jj 'l EG - Pdxdy. 
a 

Hagamos constar que el área del Iriángulo ó en este caso viene dada por la fórmula 

5(ó) - R 2 D(á), 

donde D(A) es el defecto (es lili! comparar esla expresión con la fórmula (I - ) del 5 48). 

| 223. Asi pues, las fórmulas 

efe 2 = Edx 2 + IFdxdy + Gdy 2 , 

ent „ m _ E dx Sx + Fldx Sy + dyix) + G dy kv 

'¡Edx 1 + IFdxdy + Gdy l 'jEkx 2 + ZF&xty + G óy r 
S(Q) = jj 'JEG - F*dxdy. 


(III) 
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entre las cuales la primera, cscriia detalladamente, tiene la siguiente forma 
ds ¡ = ff2 d - y 1 ) dJT + Ixydxdy + (I - x*)dy 2 

<1 - x 2 - y 2 ) 2 ‘ l> 

determinan la medición de longitudes, ángulos y áreas en las coordenadas beltramianas sobre 
el plano de Lobachevskí. 

La estructura de estas fórmulas coincide exactamente con la de las (I*), (II*), (|||*) del 
§ 215, mediante las cuales se determina la mediación de las magnitudes geométricas sobre el 
plano de Euclides. Más, por supuesto, los valores de los coeficientes E, F, G en las fórmulas 
(1*) — (III•) del § 215 difieren de los de los coeficientes E, F. Gen las (I) — (III) del presente 
párrafo. 

Como en las fórmulas (II) y (111) las magnitudes E, F. G son coeficientes de la forma (*), se 
dice que la forma (*) determina la métrica del plano de Lobachevskí. 

§ 224. Hasta ahora nos vallamos exclusivamente de las coordenadas beltramianas. Ahora 
vamos a ampliar la clase de sistemas de coordenadas admisibles. Puniendo de cierto sistema 
de coordenadas beltramianas (x, y) dado, iremos introduciendo nuevas coordenadas mediante 
dos relaciones cualesquiera de tipo de 

u = u(x.y), v = v{x,y), (•) 

si las funciones tr(x, y), v(x, y) son diferenciables continuamente y poseen un jacobiano dife¬ 
rente decero para lodos los valores dex.y acotados por la condición dex 2 + y 2 < I. Los nú¬ 
meros (u, v) se consideran nuevas coordenadas del punto M(x. y). Las condiciones de la dlfe- 
renciabilidad continua y de la desigualdad a cero del jacobiano se imponen con el fin de con¬ 
servar en cuanto a las nuevas coordenadas la definición de la linca suave, enunciada en el 
5 220 para los sistemas de Bcltrami. Además, en tales condiciones las ecuaciones (*) son inver¬ 
tibles, y su inversión suministra las funciones 

X = x(tr. v), y m y(tr, v) (••) 

continuamente diferenciables, con el jacobiano desigual a cero. En las coordenadas (u, v) la 

dirección de la linea suave u = u(r), v = v(r) viene delerminada por la relación efectiva¬ 
mente, de las igualdades (*•) tenemos: (lu 

dy- Sy dv 

dy ¿ir ¿v du 

dx 9x dx ¿v 

du ¿v du 

dy dv 

y, por consiguiente, se conoce el parámetro director k = -si se conoce la relación-. 

dx , du 

Transformando las fórmulas (I), (II). (III) del § 223 en cuanto a las nuevas variables («, y), 
obtenemos fórmulas de la misma estructura (más con otras magnitudes E. F, G): 

ds 2 = Edu 2 + IFdudv + Gdv 2 , (I) 


E du Su + F Idu Sv + dv Su) + G dv Sv 



i> 


que en el sistema (ir. v) expresan la diferencial del arco, el ángulo entre las lincas y el área del 
dominio. Para llevar cálculo mediante estas fórmulas, hay que conocer los coeficientes de la 
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forma cuadrática (1): £ = £(//, v), F — F{u. v), G - G(u, v). A base de ello decimos que la 
forma cuadrática (I) determina la métrica del plano de Lobachevski en las coordenadas (ir, v). 
Consideremos un ejemplo importante de la transformación de coordenadas: 



(1) 


donde ({, a) son nuevas coordenadas, th y ch son símbolos que denotan la tangente y el coseno 
hiperbólicos. Si x. y satisfacen la desigualdad x 1 + y 1 < I, las ecuaciones (1) son inverlibles 
unívocamente; determinan, por consiguiente, las transformaciones de las coordenadas sobre 
lodo el plano de Lobachevski. 

Sustituyendo x, y en la forma métrica 


. 2 „ 2 <l - f)dx l + Ixydxdy + (1 - x 2 )dy 2 

OS — A — — 

(i - - y 2 ) 1 


( 2 ) 


por los segundos miembros de las igualdades (I), tras iransformaciones no complicadas oble- 
nemos la forma métrica del plano de Lobachevski en las coordenadas £. 


s 1 = d ch 2 — • + di) 1 . 

R 


Conforme a las fórmulas (II) y (111), de aquí 

ni 1 » 


eos v> 


ch 2 - ■ rf( if + dr, i, 
K 


d(>+^ 
ch ~ • di dv. 


+ ÓIJ 2 


101 


En la forma métrica (2) no está presente el término con el producto Hagamos notar 
que en las coordenadas generales («, v) con la forma métrica correspondiente 

ds 2 — E du 2 + 2 E du dv + G dv 2 


F será Igual a cero si, y sólo si, la red de lincas de coordenadas 

ir — const, 
v. = const 

es ortogonal. En rigor, es evidente que las direcciones de las lincas de coordenadas se caracte¬ 
rizan por las diferenciales dv, du = 0 y dv = 0, du, siendo variables arbitrarias dv en el pri¬ 
mer caso y du en el segundo. De aquí y de (II), designando con v> el ángulo entre las líneas 
u — const, v = const, tenemos: 

F 

eos >fl = 

\'FG 

De tal modo, si se = — . entonces F = 0, y viceversa. 
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M. 

y 

■ IV 

* y 


¡vi 



*3 

~o 

l M, X 


lig- i62 



La supresión del término con c) producto d^dij en la forma (2) significa, por lo tanto, la or- 
togonolidad de la red de coordenadas £ = const, i = const. 

Demos la descripción geométrica de las coordenadas £, jj. 

Consideremos los ejes reciprocamente perpendiculares Ox, Oy que sirven para determinar 
las coordenadas bdtramianas x, y (fig. 162). Sea M(x, y) un punto arbitrario de un plano; ba¬ 
jemos una perpendicular de iVf a Ox, designando su base con M x . Comparando la primera de 



Por consiguiente, £ = OAf t . De aquí concluimos que la ecuación £ = o (donde oes una cons¬ 
tante) determina la recta perpendicular al eje Ox. De la fórmula (2) hallamos que para esta 
linca ds 1 = rf>) 2 , o ds = á¡dr¡. La integración de esta última rebelón da MM = + a(a = 

- const). Suponiendo y = 0 en la segunda de las fórmulas (I). obtenemos correspondiente¬ 
mente n = 0. Esto significa que, de estar el punto M en el eje Ox, debe ser n = 0. De tal mo¬ 
do,a = OyMfif - ±rj. Hagamos constar que, en virtud de la segunda de las fórmulas (I), ij 
> 0, si >• > 0, >> ij < 0, si < 0. Consiguientemente, el número n expresa el segmento MJd, 
considerándose el signo según la regla ordinaria. Los números (£, c> se llaman primeras coor¬ 
denadas del punto M\ los números (£, f). con los cuales están denotadas las coordenadas 
beltramianas (,v, v) en el § 218 (véase también la fig. 162 ), llevan el nombre de segundas coor¬ 
denadas del pumo M. 

En la geometría de Lobachevski siempre rj * f. 

Ahora, es fácil comprender que las lincas de coordenadas £ = const son rectas perpendi¬ 
culares al eje Ox, y las n = const son equidistantes ortogonales respecto a ellas. 

4. Geometría interior de la superficie 
y problema de Beltrami 

f¡ 225. Se llama geometría interior de alguna superficie el conjunto de sus propiedades tales 
que puedan ser reveladas mediante mediciones efectuadas sobre el mismo plano. 

Evidentemente, la planimetría de Eudides es un caso particular de la geometría interior in¬ 
terpretada en el referido sentido. 

Los resultados obtenidos por nosotros en los capítulos antecedentes, naturalmente, plante¬ 
an d problema: ¿se puede considerar también, desde cierto punto de vista, la planimetría de 
Lobachevski como geometría interior de cierta superficie del espacio de Euclides? 

Este problema planteado en la obra de Beltrami «Experiencia de la interpretación de la 
geometría no euclldiana» (1868) será objeto de nuestra atención en los párrafos inmediatos. 

Comenzaremos por algunos hechos más sencillos de la geometría diferencial. Si bien la 
mayoría de ellos (si no todos) se conoce comúnmente, no obstante, parece ser conveniente 
proceder asi, con el fin de aclarar nuestra terminología y prevenir con ello al lector de las po¬ 
sibles equivocaciones que puedan surgir al conocer el material subsiguiente. 
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Ante todo, convengamos precisamente en qué comprenderemos bajo la palabra «superfi¬ 
cie». 

Nos limitaremos con el caso más sencillo de una superficie sin puntos múltiples la cual 
pueda definirse como cierto conjunto de puntos del espacio (ahora suponemos euclidiano el 
espacio). 

Sea dado un conjunto de puntos S en el espacio de Euclides. Si es un punto cualquiera 
del conjunto S, llamaremos entorno del punto en el conjunto S ai subconjunto del 
referido conjunto, que es la intersección de S con algún entorno del punto M a en e! espacio 
euclidiano. La definición subsiguiente consiste en la exigencia de que los puntos M tengan en¬ 
tornos L/(A/) los cuales poseen determinadas propiedades. 

Para describir dichas propiedades, estimemos un sistema de coordenadas ortogonales car¬ 
tesianas con el origen en el punto O y con los ejes Ox, Oy, Oí. Además, imaginémonos algún 
plano con un sistema de coordenadas cartesianas bidimensionales, cuyos ejes estén designados 
con u y v (en lo sucesivo, se llama u, v-plano). 

Llamaremos superficie al conjunto S, si para todo pumo M 0 existe un entorno U(M ( ) tal 
que lodos sus pumos tengan coordenadas representadas por las ecuaciones 

x = M". v), • 

y = «(«. v). („) 

* = í(u. V). , 

y al mismo tiempo 

1) x(u, v), y(u, v), z(u. v) son funciones determinadas y univocas en cieno dominio D del 
u, v-plano. 

2) A cada par de números ir, v perteneciente al dominio D de la ecuación (o) le corresponde 
un punto con coordenadas.x, y, z pertenecienie al entorno U(M^\ a distintos paies de núme¬ 
ros ir, v de la ecuación (a) les corresponden sendos puntos diferentes (es decir, con las 
ecuaciones (a) se establece la correspondencia biunivoca entre los puntos del dominio D y los 
del entorno 

3) Las funciones x(ti, v), y(u, v), j(tr, v) en el dominio D son continuas, poseen derivadas 
parciales continuas de primer orden, y 


es igual a dos. 

Algo más tarde explicaremos el sentido de esta última condición. 

Sin perder la comunidad, para la evidencia, consideraremos que el dominio O es un domi¬ 
nio simplemente conexo del ir, v-plano. Al mismo tiempo, el enlomo de un pumo ar¬ 
bitrarlo M 0 , que le corresponde, será un dominio simplemente conexo sobre la superficie .V. 

Los entornos en cuesiión son llamados a veces coordenados. No complicaremos con este 
calificativo nuestra exposición, más en lo sucesivo, al hablar de los entornos de los puntos de 
una superficie, tendremos en cuenta precisamente ios entornos del referido tipo. 

En algunos casos, toda la superficie es entorno de un punto suyo cualquiera (por ejemplo, 
un plano o un paraboloide). En el caso general, una superficie constituye un conjunto de un 
sistema finito o infinito de dominios del tipo descrito. Así pues, al definir la superficie, admi¬ 
timos que el conjunto de sus puntos puede tener, en total, una estructura bien compleja, pero 
cerca de cada punto su estructura debe estar canonizada en determinados aspectos. 

Para hacer más cómodo en el uso el concepto de superficie, es conveniente agregar a su de¬ 
finición también la condición de conexión. Esta puede enunciarse, por ejemplo, en la forma 
siguiente. 
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Sean U y V algunos entornos de dos puntos de una superficie. Diremos que estos dos en¬ 
tornos están unidos por una cadena de entornos, si sobre la superficie existen puntos tales y 
sus respectivos entornos U jr í/ ?1 ... U n tales que f/ ( tenga una porción común con U, V n ten¬ 
ga una porción común con V, y los entornos U k , U k y , tengan una porción común para cual¬ 
quier k = 1.2. n — 1. Llamaremos conexa a una superficie, si sobre ella pueden unirse 

dos entornos cualesquiera mediante una cadcma de entornos. 

Ahora, consideremos algún dominio U de la superficie S representada por las ecuaciones 
de tipo de (a). Cada punto M del dominio U se determina mediante las ecuaciones (a) si tene¬ 
mos dos números u y v prefijados. Por ende, los números u. v los llamaremos coordenadas del 
punto M sobre la superficie, valiéndonos de la designación usual en la geometría analítica 
M(u, v). Eslas coordenadas a menudo se denominan interiores. 

Partiendo de las coordenadas u. v, se puede introducir infinidad de otros sistemas de coor¬ 
denadas interiores en el dominio U. Para hacerlo, basta componer algunas ecuaciones: 

u = w(u, v), 
v = v(u, v), 

que permitan determinar un nuevo par de números u, v para cada par de números u. v, de¬ 
biendo estar subordinados los segundos miembros de las referidas ecuaciones a las mismas 
restricciones enunciadas en el § 224 para las ecuaciones (*). 

Determinábamos la superficie mediante tres ecuaciones (a). Se puede sustituirlas por una 
vectorial 

r - r(u. v), (/») 

cuyo primer miembro posee el radio vector r del punto M de la superficie (es decir, el vector 
OM ), y el segundo, la función vectorial con los componentes x (u. v), y(u, v), z(u, v). 

Si se vale de la ecuación (0), se percibe fácilmente el sentido geométrico de las condiciones 
3 en la definición de la superficie aducida más arriba. Precisamente, se requieren, primero, la 
existencia y la continuidad de los vectores 


ir ir 



y, segundo, la observancia de la desigualdad |rrJ * 0, ya que los componentes de este pro¬ 
ducto vectorial lo son los determinantes de la matriz (•). Esta última desigualdad significa que 
los vectores r_ y r y no son colineales; entonces determinan un plano tangente a la superficie. 
Ahora, estimemos las ecuaciones de tipo de 

u = h(í), 

v = v(r); 

éstas determinan una linea (la trayectoria del punto M(u. v). con t variable) sobre una superfi¬ 
cie. La dirección de esta linea en el espacio se representa por el vector 

dr du dv 

di ~ “ dt 'di' 

Por lo visto, quedará determinada la dirección de la linea, si se da la relación de las diferen¬ 
ciales du : dv. Por ende, du : dv la llamaremos parámetro de la dirección. 

Introduzcamos designaciones usuales en la geometría diferencial: 

'í = E - W = F - 'í = c 

Entonces podemos hallar el cuadrado de la diferencial del arco de la línea sobre la superficie, 
suponiendo 

ds 2 - dt 2 = (r u du + r y dv ) 2 = E du 2 + Idu dv + O dv 1 . 
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Además, si du: dvyiu: 6v son los parámetros de dos direcciones a los cuales les corresponden 
los vectores dr y Sr tangentes a la superficie, entonces el ángulo v> entre estas direcciones viene 
dado por la igualdad 

dr Sr (r du + rdv)(rSu + r Sv) 

QOStp = _ _ =—- - -ü-ü— = 

Vd?\6? ds Ss 

E du Su + F (du Sv + dv Su) + G dv Sv 
'JE du 2 + 2 Fdu dv + G dv 2 'JE Su 1 + 2F Su Sv + G Sv 1 
Al fin, como se conoce de! análisis elemental, si un dominio U de una superficie corresponde a 
un dominio D del u. v-plano entonces el área del dominio U se calcula según la fórmula 

o = j J JEG — F* du dv. 

<d> 

Asi pues, tenemos tres relaciones básicas: 

ds 2 = Edu 1 + IFdudv + G dv 2 , W 

E du Su + F (du Sv + dv Su) + G dv Sv ,,,, 

eos te ° I -- l 11 ) 

v Edu 2 + IFdudv + Gdv l 'jESu* + 2FSuSv + GAv 2 

a = jj JEG — F 2 du dv, (III) 

t°> 

que expresan la diferencial de arco, el ángulo entre dos lineas y el área de dominio en el siste¬ 
ma de coordenadas u, v mediante las funciones E(u. v), F(u, v), C(u, v). De estas fórmulas se 
ve que las mediciones de longitudes, ángulos y áreas sobre una superficie vienen determinadas 
por completo por los coeficientes de la forma cuadrática 

ds 1 = Edu 1 + IFdudv + Cdv 1 . (I) 

Por eso se dice que la forma (I) determina la métrica de la superficie; la llaman métrica. 

Es cierto que con el la variación del sistema de coordenada cambian los coeficientes de for¬ 
ma métrica y, al mismo tiempo, las diferenciales de las coordenadas, correspondientes a algún 
desplazamiento de un punto según una linea situada sobre la superficie. En este caso, si E. F. 
G son coeficientes de forma métrica en un sistema de coordenadas interiores, É, F, Ó son co¬ 
eficientes en otro sistema, y du, dv y du, dv son diferenciales de las coordenadas viejas y 
nuevas determinadas por un mismo elemento de la linea, entonces 

Edu 1 + 2Fdu dv + Cdv 2 = Edu 1 + 2 Fdüdv + C dv 1 , 
ya que el primer miembro y el segundo expresan una misma magnitud ds 1 . 

Cojiociendo las fórmulas de transformación de las coordenadas y E, F, G, es fácil calcular 
E, F. G. Hagamos notar que la dependencia entre E, F, G y É, F. G se obtiene formalmente a 
base de los cálculos algebraicos. Por eso, la computación de E, F, G a partir de E. F, G dados 
puede operarse aplicando las fórmulas (5) del § 221, donde resolvimos un problema justamen¬ 
te igual, desde el punto de vista algebraico, que ésta. 

Si los coeficientes de dos formas están ligados por las relaciones (5) del § 221, diremos que 
estas dos formas pasan una en otra transformándose las coordenadas. Tales formas se llaman 
equivalentes- 

En correspondencia con esta definición, se puede decir que la métrica de cada superficie en 
coordenadas interiores diferentes se determina por formas métricas distintas, mas, todas estas 
formas son equivalentes entre si. 

§ 226. Consideremos algún dominio U sobre una superficie S y un dominio W sobre una 
superficie S‘. Supongamos que entre los puntos del dominio U y entre los del W se ha estable- 
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cido una correspondencia biunlvoca y continua en ambos sentidos. Entonces tendremos tam¬ 
bién una correspondencia entre las lineas del dominio U y las del U' ; a saber, a cada linea L 
del dominio U le corresponde en el dominio £/' una linea L' constituida por pumos corres¬ 
pondientes a los de la linea ¿. De manera justamente igual, a cada dominio V situado dentro 
de ü, le corresponde en U' un dominio V' compuesto por los puntos que corresponden a los 
del V. La figura A • (por ejemplo, una linea) del dominio U' . correspondiente a la figura A del 
U. la llamaremos imagen de h figura A. 

Si cada arco suave 1 en el dominio U liene por su imagen en W un arco suave/' de la mis¬ 
ma longitud que i. entonces la correspondencia se dama ¡sométrica o simplemente isometria. 
L os dominios U y U', entre las cuates se puede establecer la correspondencia ¡sométrica, se 
llaman isométricos uno respecto al otro. 

Para obtener una rasgo analítico del carácter ¡sométrico de los dominios, imaginémonos 
que en el dominio U están introducidas algunas coordenadas interiores u, v. En el dominio U‘ 
introduciremos un sistema de coordenadas interiores relacionado de un modo peculiar con el 
sistema u. v del dominio U. A saber, cada punto M' situado en U‘ lo compararemos con dos 
números (serán los coordenadas del mismo) iguales a las coordenadas en el sistema (u. v) en V 
de aquel punto M de este dominio U, que corresponda al punto M' .Hablando brevemente, el 
sistema de coordenadas en el dominio U' se introduce de modo que los puntos correspondien¬ 
tes en U y ¿/'^tengan coordenadas numéricamente iguales. 

Sean Edu 2 + 2 Fdu dv + Odv 1 y £' du 2 + 2f" du dv + G' dv 2 las formas métricas de 
los dominios Uy U' en las coordenadas dadas. Consideremos los elementos correspondientes 
de dos lincas en U y {/'. Se caracterizan por unas mismas diferenciales du, dv. Según la condi¬ 
ción de la isometria debemos tener: 

Edu 2 + 2 Fdudv + Cdv 2 = E' du 1 + 2 F' du dv + G'dv 1 . (•) 

Ya que nada limita la elección del par de elementos correspondientes de dos lineas pertene¬ 
cientes a los dominios U y U' , entonces en la igualdad (’) du yrfvson magnitudes absoluta¬ 
mente arbitrarias. Por eso obtenemos de (*): 

E • E‘. FmP, C - G'. 

De tal modo, en las coordenadas dadas (u, v), los dominios U y (/' tienen formas métricas 
iguales. Es obvia la proposición reciproca’, sidos superficies tienen formas métricas iguales, 
son isométricas. 

(Notemos que en coordenadas arbitrarias las formas métricas de las superficies isométricas 
pueden no coincidir, pero si. serán equivalentes.) 

De las fórmulas (I) — (III) del { 225 se sigue que en el caso de isometria, siendo ¡guales las 
longitudes de los arcos correspondientes, también resultan iguales los valores de los ángulos 
entre las direcciones correspondientes, asi como las áreas de las superficies correspondientes- 

Por ende, todas las propiedades de la superficie que puedan revelarse mediante las medi¬ 
ciones que se efectún sobre ella, resultan iguales para las superficies isométricas. Esto da moti¬ 
vo para decir que las superficies isométricas tienen una geometría interior común. Una 
geometría interior común para todo el conjunto de superficies isométricas entre si, se determi¬ 
na por una misma forma métrica. 

Para demostrar evidentemente, cómo se construye infinidad de superficies diferentes con 
una geometría interior común, pediremos al lector que se imagine que la superficie físicamente 
está realizada a partir de un material elástico, pero no extensible. Deformemos esta superficie 
de modo que no haya pliegues ni rupturas. Las superficies obtenidas de tal modo, a conse¬ 
cuencia de que c! material no es extensible, serán isométricas entre si y, por consiguiente, 
tendrán una geometría interior común. 

Por ejemplo, dando forma cilindrica a una hoja de papel, demostraremos de un modo evi¬ 
dente que un trozo de superficie y cierta parte del cilindro tienen una geometría interior igual. 
Si tratamos de superponer una hoja de papel sobre una esfera o una ensilladura (paraboloide 
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hiperbólico), entonces, en el primer caso, se formarán pliegues, en el segundo, rupturas. Hsta 
circunstancia demuestra claramente el hecho de que la geometría Interior de cada trozo de una 
esfera o de una ensilladura se diferencia sustancialmcmc de la geometría de cualquier sector 
del plano. 

La deformación continua de una superficie para la cual se conserva la geometría interior 
de ésta, se llama doblado. 

Remilámonos a lo enunciado en el § 224. Allí determinamos la forma métrica del plano de 
I.obachevski y dedujimos las fórmulas (1) — (III), mediante las cuales se expresan las longitu¬ 
des de lincas, las mangitudes de ángulos y las áreas de dominios. La estructura de estas fórmu¬ 
las es del todo idéntica a la de las (I) — (III) del § 225. Naturalmente, por eso surge la pregun¬ 
ta: ¿existe en el espado de Huclides una superficie, cuya forma métrica sea equivalente a la del 
plano de Lobachevski? Puede esperarse que la geometría interior de una superficie de tal géne¬ 
ro coincidirá con la planimetría de Lobachevski, es decir, incluirá todos los axiomas de la 
planimetría de Lobachevski en el sistema de sus proposiciones. 

Si formulamos precisamente en términos de la isometria la pregunta formulada, de pronto 
puede verse que la misma conduce a dos problemas distintos: 

1) Hállese una superficie, para cada punto de la cual exista un entorno ¡sométrico respecto 
a cierto dominio del plano de Lobachevski. 

En cuanto a una superficie (al, aún no puede decirse que su geometría en total sea idéntica 
a la del plano de Lobachevski. 

(Asi, por ejemplo, cada pumo de un cilindro circular licne un entorno que puede de¬ 
sarrollarse y superponerse sobre cierto sector de! plano eudidiano. Sin embargo, la geomelrla 
del cilindro circular, en total, difiere suslancialmene de la geometría tic un plano.) 

Diremos que sobre una superficie que satisfaga las condiciones del problema, la geometría 
de Lobachevski se realiza «localmcnte». 

2) Hállese una superficie que admita su aplicación isométrica sobre todo el plano de Lo¬ 
bachevski. 

La geometría interior de tal superficie debe representar la realización de la planimetría no 
cuotidiana dentro del espado de Eudides. De la soludón positiva del segundo problema se 
deduciría directamente la consistencia lógica del sistema no eudidiano tridimensional. Precisa¬ 
mente. tal objetivo lo perseguía Beltrami al que se debe, como se dijo más arriba, el planteo de 
estos problemas. Pero Beltrami dejó resuelto sólo el primero. En lo que respecta al segundo, 
según se supo más larde, ésle no tiene solución. A saber, D. Hilbcrl demostró que en el espa¬ 
cio de Eudides no existe una superficie que tenga la propiedad requerida* 1 . 

Expondremos bien detalladamente los resultados de Beltrami quede por si respresentan un 
interés geométrico, independientemente de la demostración de la consistencia de la geometría 
de Lobachevski. 


5. Geometría sobre la superficie 
de curvatura constante 

8 227. Nuestro objeto es hallar, si es posible, en el espacio eudidiano una superficie, para 
cada puní o de la cual exista un entorno isomét rico respecto a cierto domlniodd plano de Lo¬ 
bachevski. Supongamos que tal superficie existe; designémosla con S. Tratemos de estudiar 
las propiedades que debe de poseer la superficie 5. En lo sucesivo, esto ayudará a revelar la 
existencia de tal superficie. 

* D. Hilberi, Fundamentos de la geometría. Apéndice V (D. Hilberl. «Die Grundlagen 
der Geometrie», Siebente Auflage, Lpz. — Berl., 1930). Cabe notar que en este teorema de 
Hilberl se trata sobre las superficies, cuyo radio veclor instantáneo satisface la condición de la 
diferenciabilidad continua triple respecto a las coordenadas interiores (u, v). 
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Sean M , y dos pumos arbítranos déla superficie S. Según la condición, para cada uno 
de ellos existe sobre S un entorno isométrico respecto a cima porción del piano de Lobachcvs- 
ki. Designemos con {/, y U 2 tales entornos de los puntos A/, y Al,, respectivamente. Apliqúese 
isométricainente U ¡ sobre el dominio ll¡ del plano de Lobaclievski, aplicándose el punto Ai, 
en el punto M¡ dentro de l >\; análogamente, denotemos con £/j el dominio obtenido por la 
aplicación isométrica del entorno U 2 sobre el plano de Lobachcvski, y con MI, el punto 
correspondiente al M t en esiu aplicación. 

Sobre el plano de Lobachcvski, dentro del dominio Uj existe otro dominio l/¡ que cubre el 
punto M¡ y tiene dimensiones tan pequeñas que para su desplazamiento congruente que haga 
coincidir el punto M J con Mjcubrirá una pane de U¡ del plano, que está por entero dentro de 
U' r Además, al desplazarse el dominio U\ a su nueva posición U’ v cualquier dirección junto al 
punto m; se puede hacerla coincidir con cualquier dirección jumo al punto ,V/' (a esta pro¬ 
piedad del conjunto de movimientos Ja llamamos en el § 45 transilividad respecto a elementos 
lineales), Ahora, designemos con D, y los dominios sobre la superficie S, que correspon¬ 
den a los í/¡ y del plano de Lobuhevski en las aplicaciones isométiieas de U, y V, sobre U¡ 
y U‘ v ’ 

A consecuencia de la isometr ia de los dominios U\ y U' v deben ser isotnélricos uno rcspec- 
lo a otro también los dominios U ¡ y V¡. De tal modo, cualquiera que sea el punto M t de la su¬ 
perficie S, siempre existe un entorno del mismo, que puede aplicarse isométricameme sobie 
cierta porción de la superficie 5 de modo que el punto se aplique en cualquier otro punto 

prefijado de la misma superficie. Además, de los razonamientos aducidos se desprende 
que, al mismo tiempo, cualquier dirección que parta del punto M sobre la superficie S, puede 
sei aplicada sobre cualquier dirección que parla del pumo M r 

Si convenimos en llamar congruentes desde el punto de vista de la geometría interior de lu 
superficie S los dominios isométricos de ésta, y utilizamos la terminología introducida en el 
§ 45, entonces el resultado obtenido puede formularse de la manera siguiente: la superficie S 
admite un conjunto de movimientos transitivo respecto a elementos lineales. 

Sólo hay que tener en cuenta dos circunstancias: 

1) I.os dominios isométricos de la superficie S como imágenes del espacio euclidiano cir¬ 
cundante, hablando en general, no son congruentes. 

En el caso dado se trata de los movimientos en el sentido de la geometría interior de la su¬ 
perficie y ni mucho menos de los movimientos en el sentido de la geometría euclidiana del es¬ 
pacio. 

2) La superficie S en total puede carecer de la aptitud de desplazarse sobre si misma tan 
libremente para que el conjumo de estos movimientos sea transitivo en cuanto a domemos li¬ 
neales. aun cuando se los considere desde el punto de vista de la geometría interior. 

En el caso dado se trata no de los movimientos de toda la superficie sobre sí misma, sino de 
los movimientos de sus trozos suficientemente pequeños sobre ella. 

No obstante para estas restricciones, se puede percibir una gran analogía entre la superficie 
S, cuya geometría interior «Jocalmente» es la geometría de Lobachcvski, y las superficies, 
sobre las que se realiza la geometría elemental en el sentido en que definimos este concepto en 
el § 45, 

Para icner una idea clara sobre d movimiento en el sentido de la georoeuia interior, imagi* 
némonos un trozo de película flexible pero no extensible, aplicada fuertemente a una super¬ 
ficie. El desplazamiento de este trozo sobre la superficie representa el movimiento en el senti¬ 
do de la geometría interior, si el trozo desplazado sigue adherido a la superficie en cada nueva 
posición. La superficie S que nos interesa, debe estar deformada de modo que un trozo de la 
película flexible extensible adherido a ella en cualquier lugar, sin despegarse, pueda ser despla¬ 
zado líbrenteme sobre ella y girar alrededor de su punió cualquiera; no obstante, además, el 
tamaño del trozo que permite tales desplazamientos, puede depender de desde qué pumo ha¬ 
cia cuál lo desplacemos. 
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Acotemos la clase de las superficies sujetas al examen con condiciones complementarias de 
«suavidad de tercer orden». Esto significa que los segundos miembros de las ecuaciones (o) 
del § 225 se suponen ser funciones tres veces difcrcnciablcs continumenle. En tal caso, se hace 
aplicable a las superficies en cuestión la teoría clásica de las superficies. 

Tomando en consideración el teorema de Gauss de la invariación de la curvatura total en 
las aplicaciones isoméricas’ 1 , a base de lo expuesto podemos concluir: la superficie S necesa¬ 
riamente tiene una curvatura total igual en todos los puntos. 

Tal superficie se llama superficie de curvatura constante. 

Demostremos el teorema: cada superficie de curvatura constante admite un conjunto de 
movimientos interpretados en el sentido de la geometría interior, transitivo respecto a tos ele¬ 
mentos lineales. 

Primero, realicemos algunos cálculos preparatorios. Sea S cualquier superficie de curvatu¬ 
ra constante. Tomemos sobre esta superficie un punto arbitrario y tracemos a través de él 
una linea geodésica T. En T, a partir de M., tracemos un arco de una longitud u ya través de 
su extremo tracemos una geodésica de una longitud v. perpendicular respecto a T. designando 
su extremo con M. En cierto entorno U(MJ del pumo las magnitudes u. v pueden conside¬ 
rarse como coordenadas del punto M. A saber, u. v serán las coordenadas semigcodésicas en 
el entorno (/(Mg). En el sistema u, v la forma métrica tiene el aspecto de ds 1 = £ du 2 + dv l . 

Convengamos en llamar la linea T(v = 0) linea geodésica básica del sistema de coordena¬ 
das u, v, el punto A/(tí = 0, V = 0). punto inicial o. simplemente, origen. 

Como la coordenada u es igual a la longitud del arco de la linca T, entonces para v = 0 de¬ 
be tenerse ds 2 = du 1 . Comparando esta igualdad con la relación ds 1 = Edu 2 que resulta de 
la forma métrica si v = 0, hallamos: 

£(u. 0) o |. 

Hagamos notar seguidamente que. por cuanto f es una geodésica, a lo largo de T la curvatura 

geodésica debe ser igual a cero: - = 0. Valgámonos de una fórmula conocida en la teoría d¿ 

», 

las superficies 

que expresa la curvatura geodésica de la linea de coordenadas v = const 
lonccs, para v = 0 

2 ■) -FE + 2 EF m - EE, 

I =*-"-- J h- : = 0. 

il ) 2 (EG - F 1 ) 

Pero en el sisiema semigcodésico F(u. v) = 0; de tal modo, a base de esta última igualdad te¬ 
nemos: 

£>, 0 ) = 0 . 


. Como — =0. en- 

p . 


’ Se llama curvalura total de una superficie en un punto dado el produelo de sus curvatu¬ 
ras principales en dicho pumo: K = -. La demoslración del teorema de Gauss, al igual 

que la demás información de la teoría de las superficies que se usa en el presente párrafo las 
puede hallar el lector en el libro de P. K. Rashevski. Geometría diferencial (K. ¡1. Pauiee- 
ckuü. jJiuffepeuuuayibHan eeoMempun). 
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Ahora, determinaremos la función E(u, v>, partiendo de que una superficie con la forma 
métrica 

ds 2 = E du 2 + dv 2 


tiene una curvatura total constante. 

Se conoce que en las coordenadas semigeodésicas la curvatura total K de una superficie se 
determina con la igualdad 

• - — d — 

TeTÜ 2 ' 

Por consiguiente, nos veremos obligados a integrar la ecuación diferencial 

d 2 fE 

— + KfÉ = 0 (a) 

Suponiendo que K = consl, para las condiciones iniciales 

£<».«)= I. £ v (u.0) = 0. 03) 

Consideremos (res casos: 

1. K — 0. A base de la ecuación (a) hallamos: 

>/e = vK«)v + Uu). 

En virtud de las condiciones iniciales 03). tenemos: tf(u) a l y *>(u) a 0. De tal modo, la for¬ 
ma métrica se presenta 

ds 2 = du 2 + dv 2 . (A) 

2. K>0. Integrando la ecuación (cr) como una ecuación lineal de segundo orden, obtene¬ 
mos la ecuación general 

v'E = *><ir) eos (ffi v) + Hu) sen ('/AT v). 

Para satisfacer las condiciones iniciales 03), hay que elegir funciones de integración ar¬ 
bitrarias o(u) a I y iM u) a 0. De tal modo, la forma mélrica tiene el aspecto: 

ds 2 = cosV* v) du 2 + dv 2 . (B) 

3. K < 0. En este caso la solución general de la ecuación (a) será: 

yfE = + ^O/)*-'^"*'. (B) 

En virtud de las condiciones iniciales 

■JE (u. 0) - y.(u) + *(u) ■ I, 

(V£ <u, 0))v = <*>(u) - *<u))/^7f = 0. 


De aquí 

y 


*>(«) b Hu) 


fÉ 




= ch iJ-Kv). 


La forma mélrica tiene el aspecto: 

ds 2 = ch^V-ZC v)du 2 + dv 2 . (C) 

De tal modo, vemos que en coordenadas semigeodésicas con la linea básica geodésica la 
forma métrica de una superficie de curvatura constante K se determina únicamente por el va¬ 
lor numérico de K. 
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Ahora, tomemos dos puntos arbitrarios Af, y Af 2 sobre la superficie S, «limando cada uno 
de ellos como origen de un sistema de coordenadas semigeodésicas. La dirección de las geodé¬ 
sicas básicas puede elegirse bien arbitrariamente. Denotemos con L/, el dominio de existencia 
del sistema semigeodésico con el punto inicial Af,, y con U v el de existencia del sistema semi- 
geodésico con el punto inicial M r 

SI el número positivo t es suficientemente pequeño, entonces para -e < u < +c, -c < 

< v < +c el punto que tenga coordenadas (u, v) del primer sistema, pertenece a {/,, pertene¬ 
ciendo a t/j el punto con coordenadas (u. v) del segundo sistema. 

Sean 2, y Q x dominios determinados por las desigualdades -e < u < +e, -e < v < 

< + £(Q| y Q 2 tienen una forma parecida al cuadrado) en los sistemas de coordenadas prime¬ 
ro y el segundo, respectivamente. De los razonamientos recién expuestos se deduce que la for¬ 
ma métrica del dominio Q , en las coordenadas del primer sistema coincide con la del Q 2 en las 
del segundo sistema. Por ende, si establecemos correspondencia entre los puntos de dichos do¬ 
minios a base de la igualdad de las coordenadas, entonces esta correspondencia será Isométri- 
ca. De tal modo, desde el punto de vista de la geometría interior de la superficie S. los domi- 
nios Q. y Q 2 son congruentes. Del hecho de que se eligen arbitrariamente las geodésicas bási¬ 
cas en los sistemas de coordenadas usados en este razonamiento, se desprende que el conjunto 
de desplazamientos congruentes sobre la superficie S es transitivo respecto a los elementos li¬ 
neales. El teorema queda demostrado. 

La Investigación aducida de la forma métrica de una superficie de curvatura constante per¬ 
mite enunciar también el teorema siguiente: 

Cualesquiera quesean dos superficies de una misma curvalura constante, cada porción su¬ 
ficientemente pequeña de cualquiera de ellas puede ser aplicada isoméricamente sobre cierta 
porción de la otra. 

Dos superficies de curvatura constante igual, localmente, tienen geometría interior igual. 

Hagamos notar que dos superficies que tengan curvaturas constantes diferentes, no 
pueden ser isométricas una respecto a la otra. En efecto, si en algunas coordenadas estas su¬ 
perficies tuvieran formas métricas iguales, entonces, al calcular las curvaturas totales de 
dichas superficies, deberíamos obtener constantes iguales. 

5 228. A base de todo lo expuesto, llegamos a concluir lo siguiente: al investigar localmen- 
tc la geometría Interior de las superficies de una curvatura constante dada, es suficiente estu¬ 
diar sólo algún representante de esta clase. 

Consideremos tres casos de valores posibles de la curvatura total K = const: K = 0, 
K > 0 y K < 0. 

I) La superficie más elemental de curvatura nula conslanie es el plano. La geometría inte¬ 
rior de un plano es la planimetría de Eudides. 

Esta viene determinada por la forma métrica 

efe 1 = du l + dv 1 . (•) 

Como la forma métrica de cualquier superficie de curvalura nula constante puede reducirse a 
(•), entonces cada porción suficientemente pequeila de tal superficie puede ser aplicada ¡so- 
mét ricamente o, como se dice, desarrollada sobre el plano. En virtud de ello, las superficies de 
curvalura nula se llaman desarrollables. Al mismo tiempo, las superficies desarrollabas 
pueden concebirse como superficies obtenidas en el proceso de deformación de un plano o de 
una porción del mismo, o como superficies compuestas por porciones planas deformadas. 

Por ejemplo, un cilindro parabólico se obtiene mediante la deformación de un plano ente¬ 
ro. En total, su geometría interior es idéntica a la planimetría de Eudides. 

Un cilindro circular se obtiene mediante la deformación de una franja plana; al mismo 
tiempo, deben unirse de dos en dos los puntos situados en ios bordes de esta franja, (.ocal¬ 
mente, el cilindro circular tiene geometría interior de Eudides. no obstante, en total, su 
geometría difiere sustancialmente de la del plano euclidiano. 
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Lo mismo puede decirse también acerca del cono, cuyo ejemplo es cómodo para mostrar el 
movimiento en el sentido de la geometría interior y aclarar el sentido de las restricciones en los 
teoremas referentes a este concepto. 

Designemos con O una parte de un cono circular, cubierta tan sólo una vez por un circulo 
con el centro en el punto M (el lector puede imaginarse el cono en forma de un modelo de ma¬ 
dera, y el circulo hecho de papel). Cada otra parte del cono que pueda cubrirse con el mismo 
circulo, es isomctrica a D. De tal modo, los movimientos del circulo sobre el cono son movi¬ 
mientos en el sentido de la geometría interior. La no identidad de los movimientos en el senti¬ 
do de la geometría interior del cono respecto a los movimientos en el espacio, se expresa evi¬ 
dentemente con la deformación del circulo durante su movimiento sobre el cono. 

Al desplazarse d circulo, podemos hacer coincidir su centro situado inicialmcnte en el pun¬ 
to Ai, con cualquier punto Af del cono. No obstante, si el punto M' está dado cerca del vérti¬ 
ce del cono, entonces habrá que limitar correspondientemente el tamafio del circulo. En lodo 
caso, si la distancia entre el punto Af’ y d vértice es menor que el radio del circulo, entonces, 
al coincidir el ceniro con Ai', el círculo no cabrá sobre el cono; además, hay que tener en 
cuenta que la parte del cono próxima al vértice, puede cubrirse varias veces con el circulo (por 
eso en los teoremas del movimiento sobre una superficie se trata de su porción suficientemente 
pequeña). 

2) La superficie más elemental de curvatura positiva constante K > 0 es una esfera, cuyo 
I 

radio K * —-. 

na 

Ubiquemos el centro de la esfera en el origen de un sistema ortogonal de coordenadas car¬ 
tesianas del espacio e introduzcamos sobre la esfera coordenadas interiores u, v iguales a las 
geográficas (es decir, a la longitud y la latitud) multiplicadas por R . En el espacio, cada punto 
de la esfera será determinado por las ecuaciones 

u v 

x = R eos eos - , 

R R 

u v 

. y = R sen — eos —, 

R R 

v 

Z = R sen - . 

R 


Entonces, en cualquier parte de la esfera exenta del polo superior y del interior, para los cuales 

1 

v = * xR. tenemos: 

2 v 

ds 2 = dx 2 + dy ! + dz 1 = eos 2 — du l + dv 2 . 

R 

I 

Suponiendo aquí R = —, obtendremos: 

ds 2 = eos 2 tfR v)du 2 + dv 2 . 


lo cual coincide exactamente con la expresión (fi) hallada en el párrafo antecedente. 

De tal modo, el sistema u. v es un sistema semigeodésico, cuya linea básica lo es el ecuador 
en el plano z = 0. 

Deformando cierta parte de la esfera, podemos obtener un conjunto infinito de otras su¬ 
perficies con curvatura positiva constante. 

3) Una de las superficies más elementales de curvatura negativa constante K < 0 es la 
seudoes/era. 

Ahora, vamos a ofrecer la descripción de esta superficie. 
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[examinemos una línea plana conocida con el nombre de Iracll ■/.. caracterizada por la pro¬ 
piedad siguiente: el segmento de su tangente desde el punto de tangencia basta el de intersec¬ 
ción con cierta recta determinada, es una magnitud constante. 

Para no gastar tiempo en razonamientos prolijos, pediremos al lector que. al examinar la 
líg. 163a, donde está representada una tractriz, adopte sin demostraciones algunas de sus pe¬ 
culiaridades. 

En la fig. 163a. la longitud del segmento constante de la tangente está denotada con la 
letra a, la recta, por la cual se desliza un extremo de este segmento, con la letra u. Ante todo, 
es evidente que la tractriz tiene un punto de retroceso situado a una distancia a respecto a u; es 
el pumo de la tractriz más alejado de u. Desde el punto de retroceso parten dos ramas 
recíprocamente simétricas, cada una de las cuales se aproxima indefinidamente hacia la recta 
u. De tal modo, esta recta es la asíntota de la tractriz. También es fácil comprender que en los 
puntos no singulares la tractriz tiene convexidad hacia la asíntota. La superficie formada por 
el giro de la tractriz alrededor de la asíntota, se llama seudoesfera (fig. 163 b). 

La seudoesfera tiene dos partes que constan de puntos regulares; cada una de estas dos 
partes, alejándose al infinito, se encoge hacia el eje de revolución. Estas partes eslán unidas 
una con la otra a lo largo de la arista de retroceso. De acuerdo con nuestra definición de la su¬ 
perficie (véase el § 2251. tenemos que considerar que la arista de retroceso no pertenece a la su¬ 
perficie. En lo sucesivo, al hablar sobre la seudoesfera, tendremos en cuenta una de sus dos 
parles regulares. Ahora, demostraremos que la seudoesfera tiene una curvatura negativa cons¬ 
tante en lodos los puntos. Para ello, basic demostrar que la curvatura de la seudoesfera es 
constante (y negativa) a lo largo de alguno de sus meridianos. 

Elijamos un sistema ortogonal cartesiano (r, y, z) de modo que el eje x coincida con el de 
revolució i de la seudoesfera, y el plano x = 0 contenga la arista de retroceso. Examinemos el 
meridiano de la seudoesfera situado en el primer cuadrante del plano (x, y); sea y = f{x) su 
ecuación. Para lodo x > 0 tendremos a > y > 0: además, dado que, al crecer x, el punto de la 
tractriz se aproxima al eje entonces .y' < 0. y como la convexidad de la traciriz mira hacia el 
eje x. entonces y ‘ > 0. 

Designemos con M un punto arbitrario del meridiano y — f(x) y construyamos en este 
punto una normal exterior de la seudoesfera. Lomando en consideración que las direcciones 
principales de la superficie de revolución son direcciones de su meridiano y latitud, calculare¬ 
mos las curvaturas principales de la seudoesfera en el punto M. 

La normal de la seudoesfera da hacia la concavidad de la curva y = /(•*■). por eso la cur- 
I 

vatura principal-correspondiente a la dirección del meridiano, es positiva y exactamente 

R l 

igual a la curvatura del referido meridiano, es decir, 

i _ y" 

K, (I + y'Y ' 2 



472 


Cap. VIII. Propiedades diferenciales de la métrica no eudidiana 


La curvaiura de la latitud es ; por consecuencia, la segunda curvatura principal — puedede- 
» *2 

terminarse con la fórmula 

I _ eos v 

donde *> es el ángulo entre la normal y el segmento y. Evidentemente, este ángulo es igual al de 

inclinación de la tangente al eje x, por consiguiente, Ig *> = y' y eos y = — — . 

Vi + y' 1 

De aquí , ( 

/Vi + y' 1 ' 

Ahora, podemos expresar la curvatura total K = —-— en los puntos del meridiano/ = /(*) 


con la fórmula 


K ---—. 

/(i + y 1 ) 1 


Construyamos en el punto M(x, y) una tangente a la curva / = /(*) y denotemos con 
(X, 0) las coordenadas del punto de intersección de esta tangente con el eje x. De la ecuación 

Y - y = /'(* - x), 

para Y = 0, hallamos 

x-y-L. 

y 

Según la definición de la tractriz, 

X - x - -a eos ^(a — const). 

De tal modo, tenemos la igualdad 

/ 

— = a eos f. 

/' , 

Sustituyendo eos *> con la expresión eos ? = - — , obtendremos la ecuación diferen- 

VI + y ' 1 

cial de la tractriz 

/ Vi + y ' 1 


De aquí , - - * 

/' V - y 1 ) = y 1 , 

y'(o 1 - y 2 ) = y(¡ + y' 1 ). 

De estas dos últimas relaciones hallamos: 

. /''O+y' 2 ) 


yH i + y' 1 ) 


de donde, en virtud de (l). 



5. Geometría sobre la superficie de curvatura constante 


473 


A consecuencia de la ecuación (2) tenemos, a! fin: 

K = - 

ir 

Con esto mismo queda demostrado que en todos los puntos la seudoesfera tiene una misma 

curvatura negativa igual a-, donde a es un parámetro de la tractriz, mediante cuya revo¬ 

có 

lución se ha formado la seudoesfera dada. Evidentemente, existe una seudoesfera con cual¬ 
quier curvatura negativa dada con anterioridad. Para construir un meridiano de una seudoes¬ 
fera con una curvatura dada, sólo hay que integrar la ecuación (2) para un valor dado del pa¬ 
rámetro a. A base de lo anlerior podemos afirmar que en el entorno de cualquier pumo de la 
seudoesfera la forma métrica tiene el aspecto siguiente en las coordenada semigeodcsicas (con 
la geodésica básica) 

ds 1 = ch \/^ÍC v)du 2 + dv 2 

<§ 227. fórmula <C». 

Deformando cierto trozo de la seudoesfera, se puede obtener infinidad de otras superficies 
de curvatura negativa constante 

Asi pues, cualquiera que sea K <-o> < K < +»), en el espacio de Euchdcs cxisle una su¬ 
perficie de curvatura constante K. 

En lo que se refiere a la solución del problema de Bellranti, llegamos a la conclusión que si¬ 
gue: si en el espacio cuclidiano existen superficies, sobre las cuales se realiza localmentc la 
geometría de Lobachcvski, entonces una de tales superficies será o bien esfera, o bien plano, o 
bien seudoesfera. 

Notemos que la construcción de las coordenadas semigeodcsicas de la superficie se cfcciúa 
del mismo modo que la de las primeras coordenadas en el plano de Lobachevski (véase el 
5 224). Por eso, en las coordenadas scmigcodésicas, la forma métrica de una superficie con la 
geometría interior de Lobachcvski debe coincidir con la forma métrica del plano de Lo¬ 
bachevski, expresada en las primeras coordenadas. Al final del § 224 encontrarnos la expre¬ 
sión de la forma métrica del plano de Lobachevski en las primeras coordenadas f, rj: 

ds 2 - ch 1 ? di 2 + dii 2 . (••) 

R 

Nos queda cotejar esia expresión con las formas métricas de la esfera, del plano y la seudoes¬ 
fera, las cuales, según sabemos, tienen el aspeelo siguiente en las coordenadas scmlgeodésicas 
respectivamenlc: 

di 2 = eos \-JK v) du 2 + dv 2 , 

ds* = du 1 + dv 1 . 

ds 2 = ch 1 (V — A' v) du 2 + dv 2 . 

Vemos que (") coincide precisamente con la última de las Ires formas (para ' = 'Í^K ] 
De aquí sigue el teorema de Bctlrami: \ R ) 

En el entorno de coda punto de una seudoesfera tiene lugar la geometría de Lobachevski. 
Cortemos una seudoesfera a lo largo de alguno de sus meridianos; obtendremos un domi¬ 
nio simplemente conexo D acotado por la arista de retroceso y los bordes del corle. Sea D‘ un 
dominio de un plano de Lobachcvski, isométrico al dominio D. Procuraremos describir el do¬ 
minio D‘ ■ con términos de la geometría de Lobachevski. Como los meridianos son las geodé¬ 
sicas de la seudoesfera, entonces, en la aplicación isometrica de D sobre D' los meridianos se 


) Habría que demostrar la existencia de) dominio O’, mas, no nos detendremos en esto 



474 


Cap. VIH. Propiedades diferenciales de la métrica no eiicUdiana 



aplicarán sobre cierto sistema de recias. Será un sisicma de rectas paralelas una a otra en el 
sentido de Lobachcvski. listo último se desprende de la aproximación asimóiica de los meri¬ 
dianos y, por lo lauto, de sus aplicaciones. Evidentemente, serán aplicaciones de las lutiludcs 
las trayectorias ortogonales del rerendo sistema de rectas paralelas, es decir, los oriciclos (más 
bien, los arcos de oriciclos). 

Asi pues, el dominio/)' csiá acolado por dos rayos de un bar iiarabiSlito (véase el 5 39) y 
el arco de un oriciclo oriogonnl a csie haz. Eli la fig. 164 este dominio está señalado con raya¬ 
do. 

Medíanle cieno procedimiento artificial en d espacio euclidiano se puede realizar también 
una parte más extensa del plano de Lobachcvski. Para ello, imaginémonos un conjunto nume¬ 
rable de scudocsferas iguales y coincidentes una con otra. En la disposición de estas scudocsfc- 
rus concebimos un determinado orden, a saber: sobre la seudoesfera designada con/l n csiá su¬ 
perpuesta la/t,, sobre ésta, la seudoesfera A v ele.: además, la seudoesfera A 0 misma está su¬ 
perpuesta .sobre la/t y esta última, sobre la/1 _ 2 , etc. Ahora, corlemos todas las seudoesfe- 
ras a lo largo de alguno de sus meridianos comunes. Partí el observador que csié mirando la 
sección del lado del eje, un borde del corte de cada seudoesfera es izqiitcrdo y el otro, derecho 
Unamos el borde izquierdo de cada seudoesfera A n con el derecho de la A n + ,. Entonces te- 
sultará una superficie L' que puede concebirse en forma de una cinta sin lin arrollada apreta¬ 
damente en un molde scudoesfénco. La superficie C, evidentemente, es isométrica a la parte 
del plano de Lobachcvski que está del lado de la concavidad de cierto oriciclo. 

Puede decirse de otro modo: la parte del plano de Lobachcvski situada del lado de la con¬ 
cavidad del oriciclo, puede ser realizada en el espacio euclidiano en forma de una envoltura sin 
fin (o, como se dice, una superficie que cubre) de la seudoesfera. 

Como ya señalábamos antes. Hilberl había demostrado que en el espacio de Euclides no 
existía unu superficie que fuera isométrica a ropo el plano de l.obachevski. De tal modo, la 
tentativa de Beltrami de realizar la planimetría cuciidiana en forma de la geometría interior de 
cierta superficie, no podía ser coronada por el éxito. 

A pesar de esto, las investigaciones de Beltrami revisten una gran importancia de principio. 

Primero, incluso una realización parcial de la planimetría no cuciidiana en el espacio cueli- 
diano cambió la actitud escéptica de los geómetras ame las obras de Lobachcvski. Por lo lan¬ 
ío, losdcscubrimicntos de Beltrami jugaron un papel importante en el desarrollo general de la 
ciencia. 

Segundo, gracias a Beltrami. la planimetría de Euclides, la de Lobachcvski y la geometría 
sobre la esfera resultaron unidas en un esquema gcoméirico-diferencial general Precisamente, 
se supo que lodos estos sistemas geométricos se realizaban sobre una superficie de curvatura 
constante K y correspondían a los rasos de K = 0, K < 0 y K > 0. 

En virtud de todo lo expuesto, queda determinada la fuente analítica de la estrecha depen¬ 
dencia existente entre la geometría de l.obadicvxki y la geometría esférica. 
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En rigor, la forma métrica de la esfera 

lis 2 = eos \\'K v)ilu 2 + i/v 2 (•) 

y la forma métrica de la seudoesfera 

lis 2 = ch 2 {V-K v)tln 2 + i/v 2 (••) 

son diferentes en el dominio real. Más, si se admiten valores imaginarios para la magnitud VA 
o para V-A , entonces, como se sabe, 

eos (VA' v) = clit'A—A v). 

De tal modo, al ser sustituido VA por V-A, las formas (’) y (") se convierten una en 
otra. 


6. Deducción de las relaciones métricas fundamentales 
en la geometría de Lobachevski 

§ 229. En la presente sección ofreceremos una serie de proposiciones de la geometría de 
Lobachevski que han quedado al margen de la linca fundamental de nuestra exposición. 

No encontraremos más ningunas dificultades de principio. Tras establecidas las más prin¬ 
cipales fórmulas métricas de la geometría de Lobachevski (§§ 216 — 222), lodos los demás 
problemas de carácter métrico que surjan en esta geometría, se resuelven fácilmente aplicando 
las fórmulas obtenidas. 

En la base de nuestros cálculos pondremos cierto sistema de coordenadas bcllramumas (x, 
y). Como es sabido (véase el 5 216), las coordenadas bcltramianas de un pumo arbitrario del 
plano de Lobachevski están ligadas mediante la relación 

x 1 + y 1 <\. (•) 

Consideremos un plano euclidiano E con un sistema de coordenadas rectangulares carte¬ 
sianas (x, ,v). La relación (•) determina un dominio interior de un circulo unilario * , subre E. 
Comparemos un punto del plano E (situado dentro del circulo A,), cuyas coordenadas carte¬ 
sianas son los números x, y. con un punto arbitrario del plano de Lobachevski, cuyas coorde¬ 
nadas cartesianas son los mismos x, y. Con esto mismo estableceremos cierta aplicación espe¬ 
cial de todo el plano de Lobachevski sobre el interior del circulo para esta aplicación serán 
imágenes de las rectas de l.ohachcvski las cuerdas del circulo A, (desde luego, con los extremos 
excluidos). 

Introduzcamos una métrica artificial dentro del circulo*,. A saber, llamaremos distancia 
entre dos puntos internos del círculo *, a un número igual a su distancia entre sus prcimágcncs 
sobre el plano de Lobachevski, convendremos en considerar valor del ángulo entre dos cuer¬ 
das a y ó un número igual al valor del ángulo enire dos recias de Lobachevski que sirven de 
preimágenes de las cuerdas o y ó; de manera análoga determinaremos las áreas de dominios. 

Prácticamente, esto significa que el cálculo de las magnitudes geomélricas fundamentales 
lo debemos llevar en coordenadas cartesianas mediante las fórmulas de la geometría de Lo¬ 
bachevski que expresen las correspondientes magnitudes en coordenadas de Bcllrami. 

De (al manera obtenemos cierta realización del plano de Lobachevski dentro del circulo 
euclidiano Manejaremo esla realización en lo sucesivo. 

Es importante notar que nuestras deducciones tendrán un carácter general, es decir, no os¬ 
larán relacionadas con las particularidades de la realización elegida. Esto eslá claro, pues la 
relación (") y las fórmulas métricas fundamentales de la geometría de Lobachevski deducidas 
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por nosotros a partir de axiomas de la geometría de Lobachevski, independientemente de en 
qu¿ objetos se consideren realizados dichos axiomas*'. 

5 230. LA EXPRESIÓN DE LA FUNCIÓN II (í) A TRAVÉS DE PUNCIONES TRASCENUENI ES ELEMENTA¬ 
LES. 

Sean dados sobre el plano de l.obachcvski una recta arbitraria a y un punto O a una dis¬ 
tancia I > 0 de esta recta. Del punto O bajemos una perpendicular OP a la recta a y, a través 
de O. tracemos una recta b paralela a la recta a. El ángulo agudo n entre las rectas b y OP se 
llama ángulo de paralelismo para el segmento OP = I. constituyendo la función del argumen¬ 
to /: tr = 11(0 (véase el § 33). Ahora, mostraremos que II(/) se expresa mediante una fórmula 
bien sencilla a través de las funciones trascendentes elementales del argumento /. 

Ubiquemos el origen de las coordenadas beltramianas en el punto O, dirijamos el eje Ox 
según el segmento OP, el punto Atendrá las coordenadas beltramianas x = x ,,y = 0. A base 
de lo expuesto en el § 218 , la recta a viene determinada por la ecuación 

X « th~ = JT,( = const), por consiguiente, al representar los objetos del plano de Lo- 

A 

bachcvski dentro del circulo la recta a se representará por una cuerda perpendicular al eje 
Ox (fig. 165), la recta b, por la cuerda convergente con la cuerda a en la frontera del circulo 
(esto deriva de la definición del paralelismo de las rectas en la geometría de Lobachevski). Co¬ 
mo fue mostrado en el § 221, la fórmula que determina el ángulo entre dos direcciones junto a 
cierto punto M sobre el plano de Lobachevski. coincide con la fórmula de Euclides (II), del 
§ 215, si M se halla en el origen de coordenadas. De aquí concluimos que el ángulo cuclidiano 
entre la cuerda b y el segmento OP es igual a a. 

Tenemos una relación trigonométrica cuclidiana x, = eos a. Junto con ésta, tenemos la 

dependenciaX, = th— (véase la primera de las fórmulas (4) del § 218). De estas últimas rcla- 
K . 1 

ctoncs obtenemos: eos a = th - , o. después de transformaciones no complicadas, 

a ~ g 

'*2 = e • Tomando en consideración que o = 11 ( 0 , dé aquí encontramos la fórmula de 
Lobachevski: ( 

n<0 = 2 arctge K . 

§ 231. TRIGONOMETRIA DE LOtlACTirvSKI 

Ahora, estableceremos relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo no cucli¬ 
diano. Consideremos, ante todo, un triángulo rectangular ABC con los catetos CB = a, 
CA = b, con la hipotenusa AB = c y los ángulos agudos CAD = o, Cfl-4 = ¡3. Ubiquemos 
el origen de coordenadas beltramianas en el punto A, dirigiendo el eje de abscisas según el ca¬ 
teto AC (fig. 166). Denotemos con .r,, y, las coordenadas del punto C, con x 2 , y 2 , las del pttn- 
b 

to B. Tenemos jf, = llt - ,y, = 0. X 2 = x; trataremos de determinar la coordenada y 2 de la 
R 

* No obstante, no podemos afirmar que lientos demostrado la completitud del sistema de 
los axiomas de la geometría bidimensional de Lobachevski (el conceptode completitud del sis¬ 
tema de axiomas está expuesto en el § 75). Para ello, habría que deducir las fórmulas métricas 
fundamentales de la geometría de Lobachevski sin acudir a axiomas especiales. Tal conclusión 
fue dada por H. Liebmann, mas, se saca mediante razonamientos bastante largos (véase el 
apéndice Vil en el libro de N. /. Lobachevski, Investigaciones geométricas de la teoría de las 
lineas paralelas (H, 14. Jlo6aKeBCKiilt. rcoMCTptmccKne Hccjtc/ionnitnn no Tcopint 
iiapan/iem.iiMX nmmíi.) Una deducción más sencilla fue sacada por A. V. Pogorclov hace po¬ 
co; está expuesta en el libro «Fundamentos de la geometría» 
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Fifi. 165 Fig 166 



fórmula (3) del § 217. Cu esta fórmula, suponiendo n (/i. C) — «, hallaremos: 


Oe aquí 


K I _je 2 4 -y Vi — x 2 u * + ' 1¡C *' u 

= In '. -S-t/i”_4 = *|„_. JL, 

2 1 - A - 1 - -*t 2 b 

I - y,ch 



Aplicando la relación euclidiana y 2 = x¡ tga al triángulo AHC como objeto de la geometría 
de Eudidcs, obtenemos la fórmula de la geometría de Lobachevski: 

a b 

til = sil Ihu, (I) 

R R 

(la dependencia entre dos catetos y un ángulo agudo). 

Ahora, hagamos notar que la longitud euclidiana c del segmento Alise expresa a través de 
la longitud c del referido segmento en el sentido de la geometría de Lobachevski mediante 

la fórmula c. = th (para demostrarlo, basta dirigir el eje de abscisas desde el punto A a lo 

largo del segmento Al! y aplicar la primera de las fórmulas (I) del § 218). Tomando en consi¬ 
deración esto, de la fórmula euclidiana ó, = e c eos a obtenemos de inmediato la fórmula si¬ 
guiente de la geometría de Lobachevski: 

b c 

th- = th- coso ( 2 ) 

R R 

(la dependencia entre la hipotenusa, un cateto y el ángulo agudo adyacente). 

Ahora, ubiquemos los ejes de coordenadas respecto ai triángulo A BC. así como están en la 
fig. 167, Expresemos el ángulo Ü mediante la fórmula (3) de! § 221. Ante todo, en las expre¬ 
siones (7) del § 220 para los coeficientes E, F. G sustituyamos la coordenadas del punto B : 
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x = di ; y = 0; la fórmula (3) del § 221 tendrá el aspecto siguiente: 
8 


cosfl 


dxbx + (\ - tli^í/fAg 


dx* + ^1 — th2 dy 1 óx ¡ + ^1 - th 2 - ^ Sy 1 

Considerando que dx, dy corresponden al desplazamiento según el eje Ox ( dy = 0), 6x, Sy 

( by 

-= -lh 0 , donde 0 es el valor 

Sx ' ' 


cuclidco del ángulo ABC I , y colocando 


)• 


. - th* = —... 

" Ch>£ 


de la igualdad antecedente obtenemos: 

eos 8 ■ 


I 

i>: 

V ..uzf 


ch l - 
R 

Comparando esta última relación con la fórmula conocida eos 0 


vT + ig'd 


. hallamos 


ch- ■ igp - i&0 r . 
R 


C) 


Notemos que en el cenlro del círculo *, los ángulos cuclidianos coinciden con los ángulos 
en el sentido de Lobachevski: por lo tanto, a f = a y tg 6, *= clg a r = ctg n. De aquí y de la 
fórmula (') obtenemos una nueva relación de la trigonometría de Lobachevski: 


ch- • tgj) = clg ct 
R 


(3) 


(la dependencia entre la hipotenusa y dos ángulos agudos). 

La fórmula (3) establece la dependencia entre una magnitud lineal y las magnitudes angu¬ 
lares. En la geometría euclidiana no hay un análogo para esta fórmula, pues en ella tiene lugar 
la semejanza de figuras. 

Volvamos a la posición del triángulo de la fig. 166. Tenemos una relación euclidiana 


cj = A + A- donde c f - th - . x, = th- , 
R R 


tras cálculos no complicados, de aquí obtenemos: 

Ch£ = ch- - ch- 

R R R 

(la dependencia entre la hipotenusa y dos catetos). 


y, = 


th- 

R 

b 

ch - 
R 


«> 



6. Las relaciones métricas en la geometría de Lobadicvski 


479 


c c 



Señalaremos dos fórmulas más, cuya deducción la efectuará fácilmente el lector mismo: 

a c 

sh- = sh- seno (51 

K R 

(la dependencia entre la hipotenusa, un cateto y el ángulo agudo opuesto) y 

Q 

ch- sin/} = cosa (6) 


(la dependencia entre un cateto y dos ángulos agudos). 

§ 232. Ahora, sea ABC un triángulo arbitrario del plano de Lobachevskt. Trazando en el 
la altura h (como se muestra en la fig. 168) y aplicando la fórmula (4); obtenemos 

b a 
ch— ch— 

A R R 

ch - =--- 



(los segmentos c, y r 2 se ofrecen en la fig. 168). De aquí 


b b 



pero a consecuencia de la fórmula (2) tenemos: 


I U 

th — ± th - eos t». 

R R 

De las dos últimas relaciones se deduce la fórmula 

a be b c 

ch- = ch- ch- - sh- - sh- coso. (A) 

R R R R R 


3 233. Las fórmulas (1) — (6), al igual que la fórmula (A), fueron establecidas antes, en el 
5 61. Sin embargo, en el 5 61 estas fórmulas fueron demostradas por nosotros sólo para un 
modelo especial de la geometría de Lobachevskt. Aqui demostramos las fórmulas (1) — (6), 
(A) partiendo de axiomas de la geometría de Lobachevski, sin hacer suposiciones algunas 
acerca de la naturaleza de los elementos geométricos. Con esto mismo dejamos demostradas 
las fórmulas (1) — (6). (A) para cualquier modelo de la geometría de Lobachevski. 
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En el § 62 «nejamos la fórmula (A) con la fórmula básica de la irigonometría esférica: 
a be be 

eos- = eos- eos- + sen- sen- eos a, (B) 

R R R R R 

La fórmula (B) pasa a (A) mediante la sustitución de R por R¡ (r = /^"7 ). Esto quiere de¬ 
cir que la trigonometría de Lobaehevski puede estimarse como trigonometría sobre la esfera 
de un radio imaginario. Tal dependencia entre las fórmulas de Lobaehevski y fórmulas de la 
trigonometría esférica se explica exhaustivamente desde el punto de vista geométrico- 
difcrencial. Es que la geometría de Lobaehevski es la trigonometría de curvatura negativa 

constante K = , la geometría sobre la esfera es la geometría de curvatura positiva cons- 

1 R 

tatué K = —. Con la sustitución de R por Ri, la forma métrica de la esfera pasa a forma 
/? 

métrica del plano de Lobaehevski. Al mismo tiempo, todas las relaciones métricas de la 
geometría esférica también pasan a correspondientes relaciones de la geometría de Lobachcv- 

ski. 



Capítulo IX 

FORMAS ESPACIALES DE LA GEOMETRÍA 
DE CURVATURA CONSTANTE 

I. Variedades bidimensionales 
con métrica geométrico-diferencial 

§ 2J4. Sabemos que cada superficie dei espacio euclidiano licnc una geometría interior 
bien determinada. Pero la geometría interior, por su parte, no determina ni mucho menos la 
superficie que la posee. Efectivamente, mediante la deformación se puede obtener Infinidad 
de superficies diferentes en forma, pero con una geometría interior común. 

De tal modo, la estructura de la disposición espacial de los puntos de una superficie es una 
circunstancia en mucho grado aleatoria para su geometría interior. V. en todo caso, si se co¬ 
noce la forma métrica de la superficie para cierto sistema de coordenadas interiores, entonces 
todos los hechos de la geometría interior de esta superficie pueden obtenerse sin apelación al¬ 
guna al espacio circundante. Por eso surge la idea de generalizar el concepto de geometría in¬ 
terior de modo que se pueda hacer abstracción absoluta del espacio circundante. 

La conveniencia de tal generalización podemos verla, en particular, si acudimos al mate¬ 
rial de la sección antecedente. Asi, sabemos que la métrica del plano de Lobachcvski, al igual 
que la de cada superficie del espacio euclidiano, es determinada por la forma cuadrática. Abs¬ 
tractamente, el plano de Lobachevski existe, esto fue demostrado al final del capitulo III. 
Mas, es imposible superponerlo totalmente sobre alguna superficie del espacio de Euclidcs. 
En el caso dado, al igual que en muchos otros problemas geométricos, resultan ser demasiado 
estrechos los marcos de la teoría clásica de las superficies. 

Al expandirlos, llegaremos a una concepción de la geometría tan general que podremos 
incluir en un esquema sistemas geométricos más variados y, entre ellos, el de Lobachcvski. 

$ 235. Sea dado algún conjunto R (para nosotros es indiferente la naturaleza concreta de 
sus elementos). Llamaremos puntos a los elementos de este conjunto, denotándolos con las 
letras x, y, i, etc. Sea determinado un número o (x, y) por concepto de distancia para cada par 
de puntos x,y. El conjunto R con las distancias dadas entre sus puntos se llama espacio métri¬ 
co, si su función p(x, y) satisface las condiciones: 

1. pfx.x) = 0 ; 

2. p(x, y) = p(y, X) > 0 con x * y; 

3. p (x, y) + eiy, z) > p(x. z). 

Las condiciones señaladas se llaman axiomas del espacio métrico; la última de ellas se de¬ 
nomina axioma del triángulo. 

Aunque estos axiomas presentan exigencias bien poco rigurosas ante la función p (x, y), no 
obstante, dan la posibilidad de establecer una serie de importantes conceptos y teoremas para 
un espacio métrico arbitrario. Asi, en cualquier espacio métrico puede definirse el concepto de 
sucesión convergente de puntos; la sucesión x,, x 2 , ... , x n , ... converge hacia el punto a, si 
p(x ,0) — 0. Es fácil demostrar que una misma sucesión no puede converger hacia dos puntos 
diferentes. En rigor, admitamos qucx n — a yx n — b. siendoo * b; como a consecuencia del 

segundo axioma p (a, b ) > 0. para n suficientemente grande tenemos: p (x n , a) < - p (o, ó) y 
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o (*„, b) < - p (a, b); pero de aquí p (a, xj + p<*„. 6) < p (a, 6). lo cual contradice al tercer 
axioma. 

Luego, de manera natural se define el concepto de aplicación continua de un espacio 
métrico sobre otro: la aplicación x’ = /(x) del espacio R sobre el espacio R' (es decir, la 
confrontación de cierto punto x' perteneciente aü' con cada puntoxde R) se llama continua 
en el punto o si cada sucesión x,. x 2 .x B convergente hacia el punto o se aplica sobre la su¬ 
cesión /(x,),/(x 2 )./(*„). ••• convergente hacia el pumo/(o); simbólicamente, 

!lm/(x,) - /(Km x„). 

Si la aplicación x' = /(x) es continua en cada punto del espacio R, se llama continua en todo 
el espacio o, simplemente, continua. 

A título de ejemplos del espacio métrico podemos señalar, en primer lugar, el plano eucli- 
diano (asi como el espado euclidiano) y el plano de Lobachcvski (asi como el espacio de Lo- 
bachevski). A continuación consideremos alguna superficie S del espacio euclidiano (supo¬ 
niéndola determinada, al igual que en el 5 22S). No es difícil probar que dos puntos x, y 
cualesquiera de la superficie S pueden unirse con un arco suave o suave a trozos sobre una su¬ 
perficie; un arco tal es necesariamente rectificable, es dedr, tiene una determinada longitud. 
Si llamamos distancia interior entre dos puntos x, y en la superficie S a un número p (x, y) 
igual a la cota inferior de las longitudes de las lineas que unen los puntas xey en la superficie, 
entonces p (x, y) satisfará los axiomas I — 3 (omitimos la demostración). De tal modo, cual¬ 
quier superficie con distancias interiores determinadas entre puntos sobre ella, es también un 
espacio métrico. 

Venios que el concepto de espacio métrico abarca todos los sistemas geométricos conoci¬ 
dos como casos bien particulares. Para subrayar la generalidad de este concepto, señalemos 
que en cualquier conjunto se puede fijar distancias entre pares de puntos, observando los 
axiomas 1 — 3. 

Sea dado un conjunto M cualquiera con los elementos x,y, i ,... Convengamos en conside¬ 
rar p(x, y) = 0, si x ■ y.pfx.y) = l.six i* y. Con esto, evidentemente, quedan satisfechos 
los axiomas I — 3 y, por consiguiente, el conjunto M con las distancias dadas es un espacio 
métrico. 

Tal generalidad del concepto de espacio métrico indica que. para construir una teoría geo¬ 
métrica enjundiosa, son demasiado pobres los axiomas 1 — 3. Ahora, agregaremos una se¬ 
rie de nuevas exigencias más rigurosas a los axiomas I — 3. Con ello, obtendremos una clase 
concreta y. al mismo tiempo, muy general de espacios métricos; los llamaremos variedades de 
Riemann (bidimensionales) o variedades de métrica geométrico-diferencia!. 

He aquí estas exigencias. 

1) Convengamos en llamar e-entorno (e es un número positivo) o simplemente entorno de 
un punto a de un espacio métrico al conjunto de todos sus puntos x. para los cuales sea válida 
la desigualdad p (x, o) < c. 

Exigiremos que para cada punto a del espacio exista un entorno U que permita una aplica¬ 
ción biunivoca y continua en ambos sentidos sobre el plano euclidiano. 

En el entorno U, introduciremos cierto sistema de coordenadas, a saber: llamaremos coor¬ 
denadas u. v del puntos del entorno (/a las coordenadas cartesianas de aquel punto de la su¬ 
perficie euclidiana. que corresponda a x en virtud de la referida aplicación. Las condiciones de 
continuidad planteadas ante esta aplicación significan lo siguiente: si x Q es un pumo constante 
de las coordenadas u 0 , v 0 , siendo x un punto variable con las coordenadas u. v, entonces, cada 
vez que u - u 0 , v — v fl , tiene lugar p (x, xj - 0 , y viceversa, si p (x, xJ - 0. entonces u - 
v - v„. 0 

2) Tengan una parte común ciertos dos entornos con coordenadas dadas en ellos. Exigire¬ 
mos que en la porte común de los dos entornos, las coordenadas de un punto arbitrario dadas 
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en un entorno, se expresen a través de las coordenadas del mismo, dadas en el otro entorno 
por ecuaciones unívocamente convertibles, cuyos segundos miembros tengan derivadas par¬ 
ciales continuas y un determinante funcional diferente de cero. 

Para estas dos condiciones, llamaremos variedad bidimenstonal suave al espacio métrico. 

Se puede definir el concepto de linea suave y de dirección para la variedad suave. 

Llamaremos arco suave cerrado o, más brevemente, segmento en entorno U de la variedad 
S a un conjunto de puntos del referido entorno, cuyas coordenadas se determinen por las 
ecuaciones 

u = tr(r), v = v(/), 

donde / pertenece a cierto intervalo cerrado o < / < 0. si 1) las funciones u(l), v(l) para a ? 
^ r < 0 son continuas y poseen derivadas continuas, 2) si las derivadas u‘(t). v' (i) no se anu¬ 
lan simultáneamente, sea cual fuere el valor de t y 3) si las funciones u(í), v(í) no toman simul¬ 
táneamente valores iguales para dos valores diferentes de t. 

Los puntos del segmento correspondientes a los valores de / = a y t ^ 0 los llamaremos 
extremos del mismo. 

Evidentemente, se conservan las propiedades enumeradas de las ecuaciones que determi¬ 
nan cierto segmento si se pasa a las coordenadas de un otro entorno cualquiera que contenga 
dicho segmento. 

De tal modo, por cuanto, al definirse un segmento, es indiferente la elección del entorno 
que lo cubre, el concepto de segmento tiene un sentido invariante. 

Diremos que en cada uno de sus puntos un arco suave tiene una dirección que se da por la 
relación de diferenciales du = u'(t)dt,dv = v'(r)<í/(aquíes importante queu'(f)y v'(f)no 
pueden anularse simultáneamente, pues en caso contrario la relación du:dv podría ser indefi¬ 
nida); en el nuevo sistema de coordenadas (u\ v") la dirección de la misma curva se da por la 
relación de diferenciales 

du‘ du' dv’ dv’ 

du’ m — du + — dv, dv‘ = — du + — dv. 

9u dv du dv 

Un sistema finito de segmentos suaves (hablando en general, pertenecientes a distintos en¬ 
tornos de una variedad) se llama arco suave a trozos, si, con una numeración adecuada de 
dichos trozos, un extremo del primero de ellos coincide con un extremo del segundo, el otro 
extremo del segundo coincide con un extremo del tercero y asi sucesivamente. Los extremos 
libres del primero y el último segmentos se llaman extremos de un arco suave a trozos. 

Si los trozos vecinos tienen direcciones coincidentes en los extremos comunes, entonces, en 
este caso, el sistema de trozos constituye un arco suave que ha de llamarse cerrado, pues posee 
extremos (lo son los extremos libres del primero y del último segmentos). 

Análogamente a esto se puede definir el concepto de arco suave abierto y suave a trozos 
compuesto de un conjunto numerable de segmentos ¡ n (n = 0, ± I. ± 2, ... ) unidos de modo 
que un extremo del segmento ¡ m coincide con el comienzo del segmento i n + ,. Llamaremos 
simplemente linea a un arco suave abierto. 

3) En el espacio métrico se puede definir el concepto de arco rectificable y el de su longi¬ 
tud, al igual que se hace en el espacio euclidiano’ 1 . Exigiremos que cada arco cerrado fijado 


') En un espacio R, sea dado un arco continuo L, es decir, dada una imagen continua de 
un segmento a < / < (3, cuyos puntos (de la imagen) están marcados con los valores corres¬ 
pondientes de sus preimágenes del segmento «í ISj y se consideran ordenados en función 
del crecimiento de las marcas. Examinemos un sistema arbitrario de puntos a = („<«,< ... 
< t n | ^ i* = I) del segmento a < t < 0; en el juco L, le corresponde un sistema de puntos 

x 0 , ... , x n _ ,, x r . Compongamos la suma ^ p (x,. Jt, + ,). Si un conjunto de todas las 

i a 0 

sumas de este tipo (como un conjunto de números) está acolado, entonces el arco L se llama 
rectificable; la cota superior de este conjunto es la longitud del arco L. , 


,11 
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de cualquier linea suave u = u(/), v = v(í)) sea rectificable y que. sobre la línea suave, la 
longitud del arco con un extremo fijo y con un extremo variable (u(/), v(i)) sea una función 
diferenclable del parámetro l. 

4) Al fin. exigiremos que en cada entorno con un sistema de coordenadas (u, v) dado exis¬ 
tan tres funciones continuas E = E(u, v), F = F(u, v), G = 0(u, v), mediante las cuales la 
diferencial del arco de una linea suave u = u(t). v = v(t) se determina por la fórmula 

ds 1 = E du 2 + 1Fdu dv + G dv 2 . donde du = «'(/) dt, dv = »'(/) dt. 

Al espacio métrico que satisfaga todas las condiciones planteadas, lo llamaremos variedad 
geoméihco-diferencial hidimensional o variedad de Riemann biditnensional. Por lo tanto, pa¬ 
ra hacer más cómodo en el uso este concepto, es conveniente imponer también, además de las 
exigencias enumeradas, la condición de conexión; se puede enunciarla justamente de la misma 
forma que la condición de conexión de una superficie (véase el § 225). 

9 236, Convengamos en llamar ángulo entre las direcciones du :dv y bu :tv a la magnitud 
<P determinada por la igualdad 

_ E du bu + F{du 4v + dv bu) + G dv 6v 

Ve du 2 + 2F du dv + G dv 2 'JE bu 2 + 2 F &u &v + C Sv 2 ’ 

La magnitud que constituye aquí el segundo miembro, es invariante respecto al cambio de 
las coordenadas (lo que puede ser demostrado, al igual que en el { 221); por consiguiente, es 
indiferente la elección del sistema de coordenadas, al determinarse el ángulo, 

Al fin, llamemos área del dominio D de la variedad S al valor de la integral 

0 - jj yJEG - F*du dv. 

D 

extendida sobre el dominio D. La invariación de tal definición está demostrada en el 9 222. 

De tal modo, el cálculo de longitudes, ángulos y áreas de una variedad geomélrico- 
difcrencial arbitraria se realiza exactamente a base de las mismas fórmulas que sobre una su¬ 
perficie (véase el 9 225, las fórmulas (I), (II), (III)). 

. Luego, podemos llamar curvatura total de una variedad en su punto arbitrario a la magni¬ 
tud K que se calcula mediante la fórmula que expresa la curvatura total de una superficie a tra¬ 
vés de los coeficientes de su forma métrica; de manera análoga se puede determinar la curva¬ 
tura geodésica de una linea. No obstante, al calcular estas magnitudes, es preciso diferenciar 
dos veces los coeficientes de la forma métrica E. F. C y Jos segundos miembros de las 
ecuaciones de una linea ir = ir(f),v = v(r). Por ende, nos veremos obligados a limita» con 

EXIGENCIAS ADICIONALES DE SUAVIDAD EL CONCEPTO DE UNA VARIEDAD SUAVE Y SU MÉTRICA; a 
saber, supondremos que las funciones E. F, G son continuamente diferenciables hasta el se¬ 
gundo orden, y todas las transformaciones admisibles de las coordenadas, hasta el tercero. 

Para estas condiciones adicionales, la variedad geométrico-diferencial se llama regular' 1 . 
Sobre una variedad regular se puede determinar de manera ordinaria las lineas geodésicas: o 
bien como extrémales del problema variaciona] mín J ds, o bien como lineas de curvatura ge¬ 
odésica nula. Para hallar las geodésicas podemos valernos del sistema conocido de ecuaciones 


•) 


Si se pasa a nuevas coordenadas u = u(u, v). v = v(u, v), entonces las funciones E, F, 


— 014 014 OV O V 

G correspondientes a estas coordenadas se expresan a través de E.F.G y —^ 

du dv du dv 

(véanse las fórmulas (5) del § 221); por eso la suavidad de las funciones ü{u, v), v(u, v) debe 
ser en uno mayor que la suavidad de tas funciones E, F. G. 
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diferenciales: 



l ] (— V-o, 

2 J ds ds C 22 J \ ds ) 


] —1L+ f 2 ] (M 2 = 0; 

2 J ds ds i 22 ) \ ds J 


la familia de geodésicas coincide con la de curvas integrales de este sistema. De aquí se deduce 
que a través de cada punto de una variedad regular en cualquier dirección pasa una linca ge¬ 
odésica. 

En la geometría de la variedad, las geodésicas juegan el papel de rectas. 

Aplicamos todos los objetos de la geometría interior de la superficie al caso de la variedad 
geométrico-diferencial tridimensional abstracta. Con esto mismo obtuvimos un concepto en 
todo caso más amplio que el de geometría interior de una superficie del espacio cuotidiano, 
pues abarca, por ejemplo, también la geometría del plano de Lobachevski. 

Determinamos la variedad geométrico-diferencial partiendo del concepto de espacio métri¬ 
co, mediante una serie de condiciones adicionales. Estas condiciones las expresamos en térmi¬ 
nos analíticos. Trataremos de revelar su sentido geométrico. 

Consideremos un punto arbitrario Af 0 (u 0 , v„) de una variedad con la forma métrica 
E du 1 + 2 Fdu dv + G dv 2 . Sean £ 0 , F 0 , G a los valores de las funciones E, F, G en el punto 
AY 0 . Mediante cálculos (no los vamos a aducir aquí) se puede demostrar lo siguiente: 

Sean AY(«, v) y AY' (u + Au, v + Av) dos puntos de una variedad y p(AY, AY'), la distancia 
entre ellos; si los puntos AY y AY' tienden a AY 0 , entonces 


llm 


p(AY. AY') 

•JC 0 Air + 2f- u Au Av + GgAi’ 2 


C) 


Ahora, en el plano euclidiano £, tomemos en sistema de coordenadas oblicuas (u, v), cuyos 
vectores de escala c,, e 2 fueron elegidos bajo las condiciones 


le,l = Vt' 0 . Ie 2 l = VG„, 


cos(í - eí, “^; > - 

Si AY*(«, v) y M''(u + Au, v + Av) son dos puntos del plano E, entonces la distancia 
euclidea p^AY*, AY”) entre ellos se expresa por la fórmula 

P e (AY*, AY”) = V£ 0 óu 2 + lh' a Au óv + G Au 1 . 

Tomando en consideración esto y a base de la relación (*) podemos llegar a la conclusión 
que sigue. 

Paro cada punió AY 0 de una variedad existe un entorno que permite una aplicación tal 
sobre el plano euclidiano E que si AY y AY* son dos pumos del entorno y AY", AY” son sus imá¬ 
genes, entonces 

p(AY, AY") = P^AY*. AY”) + ,(AY, AY')p(AY, AY') 
donde (AY. AY') es un infinitésimo si p(AY„, AY) y p (AY„, M') son infinitésimos. 


* Estas condiciones pueden observarse, pues a consecuencia de la determinación positiva 
'• " -->OyfJ< E 0 G 0 . 


de la forma métrica E 0 > 0, C, 
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En oíros términos, p(M, Ai') difiere de p t íM', M") en un infinitésimo de orden superior 
con respecto a las dimensiones del entorno. 

En esto precisamente radica el sentido geométrico fundamental de las condiciones que de¬ 
terminan las variedades de Riemann. Puede decirse que mediante estas condiciones distingui¬ 
mos una clase de espacios métricos que tienen carácter euclidiano en lo localmenle infinito. 

La ¡dea expuesta aquí se ilustra bien con el material de los §§ 220 — 222, donde las pro¬ 
piedades geométrico-difercnciales del plano de Lobachevski fueron establecidas mediante 
cierta aplicación de éste sobre el plano euclidiano representado en forma de una orisfera. 

¡ 237. Sea dada alguna variedad geométrico-diferencial (de Riemann). Sobre ella, conside¬ 
remos un dominio arbitrario H. Es fácil cerciorarnos de que H. a su vez, es una variedad 
geométrico-diferencial. Naturalmente, esta variedad forma parte de una otra, más extensa; si 
fuera dada sólo la variedad é/, la podríamos «prolongar», es decir, incluirla en una otra va¬ 
riedad, a saber, en la inicial. 

Al investigar la geometría interior de variedades, es deseable que se descarten las que 
puedan ser «prolongadas»; en el caso contrario, esta investigación se perderá en la masa de 
detalles nada interesantes. 

Tomando en consideración lo dicho, impondremos sobre estas variedades la exigencia de 
complelilud (la cual, no obstante, es más rigurosa que la de no prolongabilidad). La formula¬ 
ción de esta exigencia emplea el concepto de sucesión fundamenta) conocida por el lector en el 
caso de la geometría euclidiana en el curso del análisis elemental. 

La sucesión de punios x¡ . x ñ ,... se llama fundamental, si p(x„, x m ) tiende a cero. 

cuando los números n y m crecen infinitamente. En el plano euclidiano. cualquier sucesión 
fundamental es convergente, es decir, si llm p (x n . x m ) = 0, entonces existe un punto x tal 

que Ihn p(x n , x) = 0. En el análisis elemental esta propiedad del plano euclidiano se llama 
principio general de convergencia. 

En el caso de una variedad geométrico-diferencial arbitraria, el principio de convergencia 
puede no verificarse. Para convencernos de ello, es suficiente considerar un ejemplo sencillo 
que sigue. 

En el plano de Euclides, tomemos una sucesión de punios x¡, ... , ... convergente 

hacia un punto jr: lím x n = x. Al mismo tiempo, esta sucesión será una sucesión fundamen¬ 
tal. Excluyamos el punto x del plano, dejando invariable la métrica de la porción rcslanle. En 

la variedad que obtendremos de tal modo, los puntos x,, Xj. x n , ... siguen constituyendo 

una sucesión fundamental, mas, ésta no tiene limite. 

Las variedades geoméirico-diferenciales en las que existen sucesiones fundamentales ca¬ 
rentes de limite, se llaman incompletas. Cada variedad completa es improlongable. 

En lo sucesivo, las variedades incompletas no se consideran. 

i 238. Al definir la variedad bidimensional geométrico-diferencial, hemos hecho una im¬ 
portante generalización del concepto de superficie y de su geometría interior. Expliquemos su 
sentido y ventaja. 

En la teoría clásica de las superficies, éstas se consideran como objetos del espacio eucli¬ 
diano. Si cicrla superficie llene la ecuación exterior 

r = r(u, v), 

entonces su geometría interior se determina mediante la forma cuadrática «fe 2 = E du 1 + 
+ 2 Fdu dv + D dv 1 con los coeficientes bien determinados 

£=«;. F = \ r,. G = z?. 

De tal modo, cada superficie tiene una determinada métrica, o una geometría interior. En 
otros términos, la geometría interior de una superficie se determina por las particularidades de 
la disposición espacial de sus puntos. Si queremos realizar la geometría interior con propieda- 
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des dadas a base de métodos de la teoría de las superficies, entonces debemos encontrar una 
superficie que tenga la geometría interior requerida, es decir, se distinga por una disposición 
espacial de sus puntos tal, a la cual le corresponda justamente la métrica que nos interesa. 
Mientras tanto, por el carácter del problema de estudio de la geometría interior de una super¬ 
ficie, la estructura espacial de la superficie no ofrece interés. 

Cuando consideramos la geometría interior de una variedad abstracta, la cual no ha de 
concebirse necesariamente dentro de algún espacio, estamos libres de la necesidad de tomar en 
consideración una circunstancia adventicia, esto es, la forma de la superficie como objeto es¬ 
pacial. Abstrayéndonos de las propiedades adventicias de las imágenes sujetas al estudio, faci¬ 
litamos nuestra investigación. 

Por otra parte, el problema de hallar una superficie, cuya métrica posea determinadas pro¬ 
piedades, puede carecer de solución, es decir, en el espacio puede no existir en absoluto una 
superficie con la métrica necesaria. No obstante, puede suceder que esta misma métrica se re¬ 
alice en alguna variedad abstracta, pues podemos asignar a nuestra discreción, con un grado 
de arbitrariedad bien grande, la métrica de la variedad abstracta. El problema de Beltrami sir¬ 
ve de ejemplo. En las páginas inmediatas se citarán otros ejemplos numerosos. 

En la sección siguiente consideraremos variedades bidimcnsionalcs de curvatura constan 
te, es decir, las variedades, cuya curvatura total es igual en todos los puntos (la definición de 
la curvatura total de una variedad fue aducida en el § 236). 

Las variedades de curvatura constante merecen ser consideradas en primer lugar, debido a 
muchas de sus propiedades. Basta decir que ellas, y sólo ellas, entre todas las variedades 
geométrico-diferenciales bidimensionales, permiten el movimiento libre sobre si mismas de 
sus porciones suficientemente pequeñas. Si llamamos congruentes a dos dominios isométricos 
de una variedad, entonces la aserción enunciada la podemos formular con más exactitud asi: 

Las variedades de curvatura constante, y sólo ellas, admiten tales desplazamientos 
congruentes de sus porciones suficientemente pequeñas (es decir, tales aplicaclónes isomélri- 
cas de una sobre otra) que el conjunto de estos desplazamientos es transituvo respecto a los 
elementos lineales. Para cerciorarse de ello, el lector tiene que acudir al § 227, donde se ha de¬ 
mostrado una aserción justamente igual para las superficies. Como los razonamientos del 
5 227 estaban enmarcados exclusivamente en la esfera de conceptos de la geometría interior de 
la superficie, son aplicables directamente a variedades metrizadas abstractas. 

Además, a base de los resultados obtenidos en el 5 227, podemos afirmar que cada va¬ 
riedad de una curvatura constante K localmente, para K = 0, tiene la geometría de Euclides; 
para K < 0, la de Lobachevski. y. para K > 0, tiene la geometría sobre la esfera. 

De tal modo, las variedades abstractas de curvatura constante, al igual que las superficies, 
al ser estudiadas (ocalmente, se dividen en tres clases solamente. 

Mas, al estudiar estas variedades «en total», descubriremos una enorme riqueza de dife¬ 
rencias en su naturaleza, la cual serla inconcebible si siguiéramos ateniéndonos a la teoría ele¬ 
mental de las superficies. 


2. Formas espaciales parabólicas 

í 239. Cada variedad geométrico-diferencia! completa de curvatura constante se llama 
forma espacial de la geometría de una curvatura constante dada (la condición de completilud 
se ha enunciado en el § 237). Convengamos en considerar equivalentes dos formas espaciales 
de la geometría de una curvatura dada, si tienen igual tipo topológico, es decir, si admiten una 
aplicación biunlvoca y continua en ambos sentidos de una sobre otra. Desde el punto de vista 
de la clara evidencia, esto quiere decir que admitimos deformaciones de la forma espacial que 
excluyan «rupturas» y «pegaduras». 

Con tal condición se obtiene una distribución natural de (odas las formas espaciales en un 
conjunto fácilmente visible de clases de formas equivalentes entre sí; cada clase se caracteriza 
con la indicación de algún representante. 



4R8 


Cap. IX. Formas espaciales de la geometría de curvatura comíanle 


Sin proponemos dar una clasificación lopológica completa de las variedades bidimen- 
sionales, seña]aremos solamente que lodaslas variedades bidimensionales se dividen en abier¬ 
tas y cerradas. Una variedad se llama cerrada, si de cualquier conjunto infinito de sus puntos 
se puede elegir una sucesión convergente (es decir, si para esta variedad es válido el principio 
de Bolzano-Weicrstrass). 

La variedad que no sea cerrada, se llama abierta. 

Ejemplos de variedades cerradas: la esfera, el toro. Ejemplos de variedades abiertas: el 
plano, cualquier dominio sobre un plano, cualquier dominio sobre una esfera que no la cubra 
por entero. 

En lo sucesivo, llamaremos parabólica a la geometría de curvatura constante K, si K = 0; 
elíptica, si K > 0, e hiperbólica, si K < 0. 

5 240. Entre las formas espaciales parabólicas, en primer lugar, debe señalarse el plano 
cuchdiano (como ejemplos de formas equivalentes a él, pueden mencionarse el cilindro para¬ 
bólico, la porción conexa del cilindro hiperbólico, la oosfera del espacio de Lobachevski, 
etc.). 

Además del plano cuclidiano (y de las formas equivalentes a el) existen cuatro formas es¬ 
paciales de geometría parabólica más; sus representantes (opológicos son: el cilindro ordina¬ 
rio. el cilindro unilateral, el toro y el (oro unilateral. Considerémoslos en el orden citado. 

Partamos un plano en franjas iguales mediante un sistema de rectas paralelas |u| 
(fig. 169) y asignemos una dirección en d plano, por ejemplo, perpendicular a las rectas | a | 
(se excluye la asignación de la dirección de las mismas rectas | a |). En alguna franja tomemos 
un punto arbitrario M. Desplazando la franja elegida en la dirección dada, podemos superpo¬ 
nerla sobre cualquier otra; en estecaso el punto M ocupará cierta nueva posición; aqui lodc- 
signaremos nuevamente con la letra M. El conjunto de lodos los puntos que se obtienen de tal 
modo a partir del punto M, lo denotaremos con el símbolo [M\. Convendremos en conside¬ 
rar cada conjunto de puntos |Af| como un demento («punto») dd nuevo conjunto/?. En el 
conjunto R introduciremos una métrica: si x = |A/|ey = [ A'J son dos puntos de fí, enton¬ 
ces, por concepto de distancia p (x. y ) asignaremos un mínimo de distancias eudfdeas entre los 
puntos dd conjunto (A/) y los dd conjunto (NI. Según la definición, b (x, y) = p(y, x). 
Convenzámonos de que o(x. y) satisface todos los axiomas de! espacio métrico (véase el 
3 235). 

1) Si los conjuntos | MI y | N| son idénticos, entonces la distancia cudidea mínima de los 
puntos [M\ hasta los puntos |N| es igual a cero, por consiguiente, para x m y tenemos p (x, 
y) ■ < 1 . 

2) Si los conjuntos ( M\ y |N| son diferentes, entonces la distancia euclidca mínima de los 
puntos | M | hasta los puntos |N| es superior a cero; a consecuencia de esto y según la defini¬ 
ción de la función p(x, y) para x * y, tenemos p(x, y) *■ p(y. x) > 0. 

3) Seanx= \M\,y - |iV| y z = | P\ tres pumos arbitrarios del espacio K. Denotemos 
con Ny algún punto de |N|; en los conluntos | M\ y | P\ existen respectivos puntos Ai, y P. 


a 

a 
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M 

M 
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tales quep {*,.>') = AÍ | /V 1 ypO>,z) = N , p v donde A#,/V, y /V,P, son distancias euclldeas. 
Para las distancias euclídeas tenemos: A/, A/, + N,P, > M,P,', pero M,P, ? p{x, z), por con¬ 
siguiente, p(ar, y) + p0>, z) > p(x. z). 

Con esto mismo queda establecido que R es un espacio métrico. 

La función p(x, y) está definida de modo que un e-entorno suficientemente pequcflo de un 
punto arbitrarios = | A#) del espacio R es isométrico a un c-entorno de un punto M del plano 
cuclidiano; de aqui se deduce que R es una variedad bidimensional de curvatura nula. 

Por fin. dada la completitud del plano euclidiano, la variedad R también es completa. De 
tal modo, R es cierta forma espacial parabólica. 

Para dar más evidencia a nuestros razonamientos, imaginémonos que el plano, a modo de 
una cinta sin fin, está arrollado en un cilindro circular de manera que cada franja envuelve el 
cilindro justamente una vez. coincidiendo todos los puntos de cualquier conjunto | M | con un 
punto situado sobre el cilindro. Con esto mismo, se establece evidentemente que el cilindro 
circular es una forma espacial de la geometría parabólica, equivalente a la variedad R conside¬ 
rada antes. 

Llegaremos al mismo resultado si convenimos simplemente en identificar todos los puntos 
de cada conjunto ( M \, en particular, los que están «uno frente al otro» en distintas fronteras 
de una franja cualquiera. Está claro que la unión de dos en dos de los puntos pertenecientes a 
distintas fronteras de una franja (como se muestra en la fig. 170, donde los punios unidos es- 
lán denotados con una misma letra), da un «tubo». 

Asi pues, descubrimos la clase deformas espaciales de la geometría de curvatura nula, cu¬ 
yo tipo lopológico se concibe en forma de cilindro circular. 

Volvamos nuevamente al piano partido por las rectas paralelas |o) en franjas iguales; 
asignemos una recta b más, perpendicular a las rectas |o| (fig. 171). Sea M un punto arbitra¬ 
rio tomado en alguna franja. Desplacemos la franja elegida a lo largo de la tecla b de modo 
que coincida con una franja vecina; en este caso, el punto M ocupará una nueva posición. 
Apliquemos especularmente el punto obtenido respecto a la recia b, volviendo a designar su 
imagen con la letra M. Desarrollando este proceso, obtendremos un conjunto infinito de pun¬ 
tos \M\. 

Convendremos en considerar cada conjunto de puntos |Af| como un elemento de un 
nuevo espacio métrico A?; la distancia p(x,y) entre dos puntos x = | Af | ey = |/V| del espa¬ 
cio R. al igual que en el caso antecedente, la adoptaremos igual al mínimo de distancias 
euclldeas entre los puntos del conjunto [M\ y los del |N|. 

Es fácil comprender que R constituye un forma espacial de la geometría de curvatura nula. 

Obtendremos esta misma forma espacial, si, limitándonos con una franja, identificamos 
sus puntos de frontera concurrentes en un mismo conjunto ( Af | (el esquema de la identifica¬ 
ción de los punios se ofrece en la fig. 172, donde los puntos identificados están denotados con 
letras iguales). La variedad que se obtiene de (al modo, se llama cilindro unilateral. 
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Ahora, en lugar de una franja sin fin de un plano, consideremos un conjumo de punios si¬ 
tuados dentro de cieno rectángulo ABCD y en sus lados AB y CD, excluyendo los propios 
punios A.B.C.D (de «al modo, quedan excluidos totalmente los segmentos AO y BCj- Fácil¬ 
mente se demuestra que tal conjumo es lopológicamcnte equivalente a una franja sin fin del 
plano acotada por dos rectas paralelas (es decir, admite la aplicación biunlvoca y continua en 
ambos sentidos sobre «la franja). Ahora, identifiquemos de dos en dos los punios de los seg¬ 
mentos Atiy CD situados simétricamente respecto al centro del rectángulo (con esto, el pumo 
A se unirá con el C. el punto B. con el O; en la ftg. 173 las flechas indican la dirección de los 
segmentos AB y CD que deben coincidir, después de unidos estos segmentos). Asi obtendre¬ 
mos una variedad con métrica euclidlana, topológicamenle equivalente al cilindro unilateral 
(no obstante, no es una forma espacial, pues no satisface la condición de contpletitudh se la 
llama cinta de Moebius. 

!,a unión de los lados opuestos de un rectángulo descrita arriba, se puede realizarla de 
hecho mediante una (ira de papel, construyendo asi un modelo de la cinta de Moebius 
(ftg. 174). Valiéndonos de «te modelo, nos cercioraremos fácilmente de que la superficie 
representada por él, es unilateral-, no se puede pintarla de dos colores de modo que éstos se 
jumen sólo en el canto. El modelo de la cima de Moebius hace hasta cierto grado evidente 
nuestra noción sobre el cilindro unilateral, justificando también su nombre. 

Asi pues, descubrimos la tercera clase deformas espaciales parabólicas representadas por 
el cilindro unilateral y topológicamenle equivalentes a la cinta de Moebius, 

Ahora, sobre un plano, consideremos dos sistemas de rectas paralelas (o) y 16) que lo 
parten en rectángulos iguales (fíg. 175). Tomemos un punto arbitrario M en alguno de ellos. 
Desplazando ci rectángulo elegido según los sentidos de las rectas I a) y | b), podemos hacerlo 
coincidir con cualquier otro rectángulo; con esto, e! punto M ocupará un conjunto infinito de 
nuevas posiciones; en cada uno de ellas volveremos a designarlo con la letra M. Asi se obtiene 
un conjunto infinito de puntos |M); convengamos en considerarlo como un elemento de un 
conjunto H. De manera plenamente análoga con lo anterior. Introducimos métrica en el con¬ 
junto /lisia' = \M\ey = | N\ son dos puntos tic H, entonces p (.v, >) son el mínimo de dis¬ 
tancias euclldeas entre los puntos del conjunto (,Vf | y los del | iV(. El espacio métrico ohteni- 
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Fig. 175 


Fig. 176 


do de lal manera resulla ser una variedad completa de curvatura nula, es decir, una forma es¬ 
pacial de la geometría parabólica. 

Una idea clara de esta forma la da un rectángulo con los puntos identificados de dos en dos 
de sus lados opuestos (fig. 176, donde las flechas Indican los sentidos de los lados, que deben 
coincidir al ser identificados dichos lados; como todos los viriles del rectángulo se unen en 
un mismo punto, están designados con unas mismas letras). Ahora, hagamos notar que al ser 
identificados dos lados opuestos del rectángulo, se forma un «tubo»; la identificación ulterior 
de los otros dos lados proporciona un toro (fig. 177). 

De lal modo, el tipo iapológico de la nueva clase deformas espaciales viene representado 
por el loro (por eso se llaman anulares). 

Volvamos al plano partido en rectángulos iguales por las rectas (a| y | b |, pero, tracemos 
complementariamente una linea media entre dos rectas vecinas |h| en cada franja (fig. 178). 
Sea M un punto arbitrario de algún rectángulo; desplazando el rectángulo elegido a lo largo de 
la franja entre dos rectas |o) y superponiéndolo sucesivamente sobre todos los demás rectán¬ 
gulos de dicha franja, obtendremos una serie infinita de nuevas posiciones del punto Af; deno¬ 
temos con la letra M todos estos puntos. Ahora, cada rectángulo de la franja en cuestión lo 
desplazaremos a lo largo de las rectas |¿>| a una franja vecina, aplicando especularmente el 
punto señalado en él, respecto a la linea media del rectángulo (que pasa entre las rectas 16|); 
volveremos a designar con la letra Af todos los puntos obtenidos. Iremos efectuando infinita¬ 
mente este proceso. Los conjuntos de puntos |Af| obtenidos de tal forma convendremos en 
considerarlos como elementos de un nuevo espacio métrico R, cuya métrica es determinada 
justamente por la misma condición que en todos los casos antecedentes. 
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Fig. 179 



Fig 180 


Llegamos a una forma espacial parabólica que se concibe en forma de rectángulo con pun¬ 
tos de los lados opuestos, identificados de dos en dos, según el esquema de la fig. 179. Esta va¬ 
riedad se llama loro unilateral. 

Tratemos de hacer un modelo de un Coro unilateral. 

Uniendo dos lados horizontales del rectángulo representado en la fig. 179, obtenemos un 
«tubo»; pero, para unir luego los lados verticales del rectángulo asi, como lo exige el esquema 
de la fig. 179, tendremos que hacer pasar un extremo de este tubo a través de la pared y unirlo 
con el otro extremo por dentro (fig. 180). Es imposible concebir en el espacio un toro inilate- 
ral en forma de una superficie sin puntos múltiples. 

Las formas espaciales parabólicas representadas por el toro unilateral se llaman unllateral- 
menle anulares. 

Acabamos de establecer que existen variedades de curvatura nula, topológicamente 
equivalentes tanto al toro ordinario como al unilateral. Este resultado se ha obtenido sólo 
merced a que hablamos introducido el concepto de variedad geométrico-dtferencial abstracta. 
Nunguna superficie regular del espacio eudldiano que tenga el tipo topológico de toro ordina¬ 
rio o unilateral, puede tener una métrica natural de curvatura nula en todo punto. De tal mo¬ 
do, no habríamos podido descubrir formas parabólicas anulares si hubiéramos seguido ate¬ 
niéndonos a la teoría cuotidiana de las superficies. 

{ 241. Descubrimos cinco clases de formas espaciales de la geometría parabólica, cuyos 
representantes topológicos son: 

1) el plano, 

2 ) el cilindro circular, 

3) el cilindro unilateral, 

4) el toro, 

5) el toro unilateral. 

Entre las variedades enumeradas existen tres variedades abiertas (primera, segunda y terce¬ 
ra) y dos cerradas (cuarta y quinta): al mismo tiempo, entre ellas tenemos tres variedades bila¬ 
terales (primera, segunda y cuarta) y dos unilaterales (tercera y quinta). En la topología se de¬ 
muestra que todas estas variedudes son topológicamente diferentes. 

Además de las cinco variedades enumeradas, no hay otras variedades tridimensionales que 
puedan llevar geometría parabólica, es decir, no pueden ser metrizadas parabólicamente, con 
la observación de la exigencia decomplelilud. La demostración de esta afirmación se ha traza¬ 
do sucintamente en el libro de Klein «Geometría no eudidiana», capitulo IX (Klein, «Nichl- 
Euklidischc Geometric»), Desde luego, todo dominio de un plano, un cilindro, etc. es una va¬ 
riedad metrizada con geometría de curvatura nula, sin embargo, en todos estos casos no se sa¬ 
tisface la exigencia de completitud. Todas las formas parabólicas, por su definición misma, 
localmente, tienen la misma geometría que el plano euclidiano. Mas. en general, a cada forma 
espacial le corresponde un sistema geométrico, en el cual son puntos los elementos de la va¬ 
riedad de una forma dada, siendo rectas sus lineas geodésicas. Las relaciones reciprocas entre 
los pumos y las rectas se subordinan a todos los axiomas de Hilbert solamente en el sistema ge¬ 
ométrico de la primera de las cinco formas espaciales parabólicas enumeradas. En los sistemas 
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geomélticos de las cuatro (orinas restantes tienen lugar proposiciones completamente distin¬ 
tas, en su mayoría diferentes de las eudidianas. 

Por ejemplo, en la geometría del cilindro, cuyas geodésicas son las hélices y circunferen¬ 
cias ortogonales respecto a las generatrices, es inválida la aserción de que a través de dos pun¬ 
tos pasa sólo una recta. 


3. Formas espaciales elípticas 

8 242, Existen dos clases de formas espaciales elípticas; sus representantes son: I) la esfera, 
2 ) el plano elíptico. 

El hecho de que la esfera es una forma espacial de la geometría elíptica, se percibe de inme¬ 
diato, pues la curvatura total de una esfera de un ¡adió r es igual a cu todos sus puntos. De 

tal modo, la esfera como una superficie del espacio eucltdiano. llene métrica natural de una 
curvatura positiva constante. 

Ahora, vamos a demostrar que existe una variedad geométrico-difercncial completa de 
una curvatura positiva constante que es topológicamente inequivalente a la esfera. 

Sea dada en el espacio eudidiano una esfera S de un radio r. 

Consideremos un conjunto R. cuyos elementos son pares de pumos diamelralmente opues¬ 
tos de la esfera S. introduciremos una métrica en el conjunto R; a saber, six = \M y , M i | e 
y = I N ,. son dos elementos del conjunto R (aquí M,. M 7 y <V ( , N 7 son pares de puntos 
diametralmcnte opuestos de la esfera 5), entonces, por concepto de distancia p (x, y) asignare¬ 
mos el mínimo de distancias sobre la esfera entre los puntos del par | M t , M ¿ \ y los del ( N x , 

Es fácil demostrar (mediante razonamientos análogos a los aducidos al comienzo del 
§ 240) que la función pije,y) satisface los axiomas I — 3 del § 235, es decir, que R es un espa¬ 
cio métrico. 

Luego, es evidente que para cada pumo x = | Ai,, M, | del espacio R existe un e-entorno 
¡sométrico al c-cntorno del punto Af,(o Af,) sobre la esfera S. Consiguientemente, R es una va¬ 
riedad geométrico-deferencial de curvatura positiva constante. Por fin, de la completitud de la 
esfera S se deduce la de la variedad R. 

De tal modo, R es una forma espacial de la geometría de curvatura constante. Esta forma 
(al igual que todas las formas equivalentes a ella) se llama plano elíptico.. 

Topológicamente. la esfera y el plano elíptico no son equivalentes. Para convencernos de 
ello, notemos que la esfera tiene la propiedad siguiente: cada curva cerrada simple que esté 
sobre la esfera, la divide en dos partes. Esta propiedad debe conservarse, cualquiera que sea la 
aplicación topológica de la esfera, es decir, para la aplicación biunlvoca y continua en ambos 
sentidos de la esfera sobre una otra variedad. Mientras tanto, el plano elíptico carece de tal 
propiedad. En rigor, consideremos un conjunto de pares de puntos diametralmente opuestos 
de un circulo grande de la esfera S; denotémoslo con L El conjunto L. como un subconjunto 
de R, topológicamente equivale a la circunferencia. Por consiguiente, sobre el plano elíptico 
R. el conjunto L es una simple curva cerrada. Mas, la curva L no divide R en dos partes, pues 
dos pares cualesquiera de puntos diametralmcnte opuestos de la esfera, que no pertenezcan al 
conjunto L (es decir, dos puntos cualesquiera de R. que no pertenezcan a L), pueden pasar 
continuamente uno en el otro, sin pasar por L. Precisamente de aquí se deduce que la esfera y 
el plano elíptico son topológicamente diferentes. 

Asi pues, descubrimos dos formas espaciales de la geometría de curvatura constante, que 
determinan dos clases diferentes de formas; ambas formas son cerradas. 

No existen otras formas elípticas. Sin embargo, la demostración de esta afirmación no es 
fácil, y no la vamos a aducir aquí. 
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5 243. Aquí vamos a describir dos nuevas representaciones del plano elíptico. 

1) Designemos con T un conjunto, cuyos elementos son todas las rectas que pasen por el 
centro de la esfera S (es decir, un haz de rectas concéntrico con S). En el conjunto 7*introduci¬ 
remos una métrica, suponiendo p (a-, y) = nr, donde a es el ángulo mínimo entre dos rectas x 
ey.res el radio de la esfera S. 

Si a cada recta de De asignamos un par de punios diametralmente opuestos de la esfera S, 
en los cuales esta recta interseca la esfera, obtendremos una aplicación isométrica de T sobre 
ft. De aquí sigue que el haz T con la métrica establecida es una nueva representación del plano 

elíptico. 

2) Completemos el espacio cuclidiano con elementos infinitamente dejados así, como se 
hace en la geometría proycctiva (véase el 5 80). En el espacio tomemos un plano arbitrario u, 
considerándolo como un plano proyeclivo, es decir, tomando en consideración los puntos in¬ 
finitamente alejados. Introduciremos métrica en el plano proyectivo a. 

Con este objeto, tomemos algún haz de rectas T, cuyo centro no se halle en el plano u. Con 
cada recta u del haz T confrontemos un punto x del plano a, situado en la recia u. La confron¬ 
tación resulla ser biunfvoca (aquí es importante lo que el plano eslá completado por puntos in¬ 
finitamente alejados; gradas a esto, a las rectas del haz, paraidas al plano a, les corresponden 
sus puntos infinitamente alejados). Como disiancia entre dos puntos .c, y del plano a asigne¬ 
mos el númer op(x,y) igual a la distancia entre aquellos elementos del haz T que corresponden 
a los pumos x, y (la métrica del haz T se ha determinado más arriba). Eslá claro que con tal 
definición de dlslanclas sobre el plano a. es isométrica la correspondencia entre.los punios del 
plano cr y rectas del haz T. Consiguientemente, un plano proyeclivo metrizado del modo refe¬ 
rido es una forma espacial equivalente a T. Obtenemos una nueva representación del plano 
elfplico, en forma de un plano proyeclivo metrizado. 

} 244. Tratemos de hacer un modelo topológico del plano proyeclivo en forma de una su¬ 
perficie del espado cuclidiano, lopológicainente equivalente a él. 

Sobre un plano euclidiano a, lomemos tres rectas que no pasen por un mismo punto; las 
mismas parlen el plano a en siete dominios marcados con I', I*. II', II*, II!', III', IVen la 
fig. 181. Adicionados los puntos infinitamente alejados al plano a, los dominios!' y II*. ini- 
cialmenle diferentes, se unen conformando un único dominio conexo; lo designaremos con la 
cifra romana I y lo denomioaremos triángulo, pues está acotado por segmentos de tres rectas. 
Análogamente, los dominios II' y II* se unen conformando un triángulo II, y los III' y III*. 
un triángulo III. Deial modo, el plano completado por puntos infinitamente alejados, con sus 
tres recias queda partido en cuatro triángulos I, II. III, IV. Ahora, notemos que si eliminamos 
el triángula IV de la variedad en cuestión, el dominio que se queda será topológicamenle 
equivalente a la cinta de Moebius. 

Esto quedará evidentemente claro si representamos los triángulos I, II, III asi, como lo 
muestra la fig. 182. El lector se cerciorará de que el esquema de ¡a unión reciproca de los trián¬ 
gulos I. II. III de la fig. 182 no se diferencia de! de la unión de los triángulos anotados con las 
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mismas cifras en la fig. 181. Además, los vértices,* y B del triángulo II han de considerarse 
unidos con los vértices designados con las mismas letras en el triángulo III. Es evidente que 
con tal unión los triángulos 1,11,111 conforman la cinta de Moebius, cuyo contorno consta de 
los lados rectilíneos CA. AB, BC. El plano completado con puntos infinitamente alejados se 
obtiene mediante la unión del conlomo de la cinta de Moebius con el de) triángulo IV. 

Es sabido que el triángulo es topológicamente equivalente a aquella porción de la esfera 
que queda después de abrirse en la esfera algún orificio redondo. De ial modo, la unión del 
contorno CABC de la cinta de Moebius con el del triángulo IV da una superficie topológica- 
mente equivalente a la que resulta con la pegadura de la esfera con un orificio mediante la cin¬ 
ta de Moebius. Esta superficie es unilateral. En el espacio euclidiano tridimensional, es impo¬ 
sible realizar la referida construcción de la superficie sin puntos múltiples. La representación 
del plano proycctivo en forma de una esfera con un orificio pegado por la cima de Moebius, 
permite interpretar claramente las particularidades de la disposición mutua de las rectas pro- 
yectivas sobre el plano proyectivo. A base de esto, por ejemplo, se percibe fácilmente que una 
recta proyectiva no divide el plano proyectivo en dos partes. 

Nos cercioraremos de esto si cortamos un circulo pequeño en el plano proyectivo, sin tocar 
la recia dada a; la parte del plano proyectivo que se quede, será cinta de Moebius, a la que per¬ 
tenece la recta a. para mayor evidencia nos imaginaremos que esta recta a coincide con la linea 
media de dicha cinta de Moebius. mas, el corte cerrado de la cinta de Moebius no la divide en 
dos partes según la linea media, lo cual se revela con un sencillo modelo de papel. 

8 24*- A dos formas espaciales elípticas les corresponden dos sistemas geométricos: la 
geometría sobre la esfera y la geometría sobre el plano elíptico. La geometría sobre el plano 
elíptico no es sino la geometría bidimensional de Riemann (véanse los §8 63 — 67). Corres¬ 
pondientemente a ello, el plano elíptico se llama también plano de Riemann. 

4. Formas espaciales hiperbólicas 

8 246. A diferencia de la geometría elíptica que tiene dos clases de formas espaciales 
equivalentes topológicas, y la parabólica, en la cual existen cinco clases, la geomeiria hiperbó¬ 
lica puede realizarse con la observación del principio de complelilud en un conjunto infinito 
de variedades bidimensionales topológicamente diferentes. Incluso cnlre las variedades cerra¬ 
das existe in Unidad de tales variedades, en las cuales puede darse la métrica de curvatura Cons¬ 
tante K < 0. . 

A base de los resultados expuestos en los §8 216 — 222 y 227 — 228, podemos afirmar 
que en el espacio de Lobachevski axiomáticamente determinado, cada plano constituye una 
variedad geomélrico-diferencial de curvatura negativa constante; esla variedad es completa, 
lo cual se demuestra exactamente del mismo modo que la complelilud del plano euclidiano 
(empleando solamente axiomas de la geometría absoluta). Por consiguienle, podemos 
concluir que el plano de Lobachevski es una de tas formas espaciales hiperbólicas. La dase de¬ 
terminada por ella se caracteriza de Ia manera siguiente: sus reprcscnlanles son variedades 
geonuUrico-diferenriales completas de curvatura negativa consiame. iapológicamente equiva¬ 
lentes al plano ordinario ( euclidiano ). Todas estas variedades se llaman planos hiperbólicos. 

8 247. Considerando dado cierto plano hiperbólico, mostraremos cómo hay que construir 
un conjunto infinito de otras formas hiperbólicas. Ame iodo, ocupémonos de las formas 
cerradas. 

Nos valdremos de un método de construir variedades bidimensionales cerradas conocido 
en la topología elemental. Durante cierto tiempo nos atendremos a un punto de vista netamen¬ 
te topológico. es decir, admitiremos cualesquiera deformaciones continuas de figuras, aunque 
alteren sus propiedades métricas. Además, para facilitar la exposición, nos valdremos de mé¬ 
todos evidentemente descriptivos. 

Imaginémonos un cuadrado hecho de película de goma fina (fig. 183). Uniendo sus lados 
designados con la letra a de modo que coincidan las direcciones de estos lados indicadas por 
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las flechas, convertiremos este cuadrado en un tubo. Además, uniendo las fronteras de las bo¬ 
cas del tubo, obtendremos un toro (fig. 184). De tal manera, el toro puede estimarse como un 
cuadrado con los lados opuestos pegados de dos en dos, coincidiendo sus direcciones indica¬ 
das por las flechas en la fig. 183 y uniéndose los cuatro vértices en un punto (en la fig. 183, los 
lados unidos están denotados con una misma letra: los cuatro vértices están designados con 
una misma letra A; en la fig. 184, donde está representado un toro hecho, las designaciones 
corresponden a las usadas en la fig. 183). 

Imaginémonos que en el toro se ha hecho un orificio, de forma que dicho loro se convierte 
en un «asa» (fig, IBS). Pase por el punto A el borde de este orificio. Entonces, en el cuadrado 
Inicial el borde del orificio se representará en forma de una linea cerrada c que pasa por el 
punto A (fig. 186). Rompiendo la linea c en el punto A y produciendo cierta deformación de 
la figura representada en la fig, 186, podemos convertirla en pentágono dado en la fig. 187. A 
la inversa, pegando los lados de este pentágono marcados con la letra ir de manera que coinci¬ 
dan sus direcciones señaladas con las flechas; pegando análogamente los lados denotados con 
la letra b, y dejando libre el lado c como frontera de la figura, nuevamente obtendremos un 
asa. , 

Pegando las fronteras de dos asas, obtendremos un «bollo» (fig. 188). Al mismo tiempo, 
se podrá considerarlo, evidentemente, como un octángulo, cuyos lados están pegados según el 
esquema mostrado en la fig. 189, donde los lados a unir vienen designados con letras iguales, 
y las Hechas marcan las direcciones que han de coincidir. En efecto, tal octángulo surge de dos 
pentágonos que representan asas, al ser empalmados sus lados libres. 

Análogamente a que el toro es una superficie del género 1 engendrada por la unión de dos 
en dos de los lados de un cuadrado, el bollo es una superficie del género 2 engendrada por la 
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unión de dos en dos de los lados de un oct ángulo, cada superficie bilateral cerrada de! gf ñero 
p puede obienerse medíanle la unión de dos en dos de los lados de un 4w4gono regular según 
un determinado esquema, el cual se muestra para un caso particular p = 3 en las figs, 190, 
191. 

Ahora, ocupémonos de la construcción de formas espaciales cerradas de la geometría hi¬ 
perbólica. Ante todo, demostremos que existe una forma topológicamenle equivalente ala su¬ 
perficie de gónero p - 2 (es decir, al «bollo» en forma de 8). 

Consideremos cierto punto O sobre el plano de Lobachevski, trazando cuatro rectas a tra¬ 
vés de él de modo que constituyan una estrella regular. Trazando en cada una de estas rectas 
segmentos congruentes de longitud r en ambos sentidos a partir dd punto O, y uniendo con 
segmentos rectilíneos sus extremos, obtendremos un octágono regular P g . Exluyamos de la 
consideración los puntos def plano de Lobachevski exteriores respecto a este triángulo, identi¬ 
ficando de dos en dos sus lados, siguiendo el esquema dado en la fig. 189. Además, se supone 
que. al ser identificados dos lados, se identifican de dos en dos los pumos que dividen estos la¬ 
dos en proporciones iguales. Designemos con K un conjunto, cuyos elementos son: I) los pun¬ 
tos interiores del octágono P g ; 2) los pares de pumos identificados de los lados; 3) los ocho 
vértices (identificados). Suponiendo que lodos los pumos del plano de Lobachevski que «pre¬ 
senten cierto elemento x del conjunto R, están denotados con la letra M, escribiremos este ele¬ 
mento simbólicamente en forma dey = [M\. Convengamos en designar la distancia entre los 
puntos P y Q del plano de Lobachevski con d(P, Q). 
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Inlroüuciremos métrica e» el conjunto R. A saber, si a' = \M\cy - \ N\ son dos elemen¬ 
tos de R, entonces por p(x, y) eligiremos el menor de los dos números: 
tí, = d(M. M), 

il 2 = mín [d(M. T,) + d(N, E,)]. 

donde r, y T 2 son dos puntos identificados cualesquiera. De este modo. R se convierte en un 
espacio métrico topológicameme equivalente al «bollo». Podemos concebir R en forma de un 
«bollo», sobre el cual viene dada una métrica artificial mediante la superposición del octágo¬ 
no P t sobre el «bollo» (es decir, mediante cierta aplicación del octágono P x sobre el «bollo»), 
Esta métrica será la métrica ordinaria de Lobachcvski en cada entorno suficientemente pe¬ 
queño de cualquier punto del «bollo», menos, tal ver, el entorno de aquel punto en el cual 
coinciden todos los vértices del octágono. 

Ei punto señalado será un punto particular dd «bollo» metrizado si la suma de los ángulos 
internos del octángulo se diferencia de cuatro ángulos rectos. Para que la métrica dada en el 
«bollo» sea regular en lodo pumo, debemos usar un octágono tal en el cual la suma de los án¬ 
gulos internos sea igual a cuatro rectos. 

De tal modo, la cuestión de la posibilidad de meuizadón hiperbólica regular del «bollo» se 
reduce al problema de la existencia de un octágono regular con la suma requerida de ángulos 
en la geometrfa de Lobachevski. Este problema se resuelve fácilmente en el sentido positivo. 

En rigor, sea S (r) la suma de los ángulos internos del octángono P„\ con restá designada la 
distancia del vértice del octágono hasta su centro (esta magnitud fue eitada durante la cons¬ 
trucción de P s ). Notemos que sobre el plano de Lobachevski la suma de los ángulos internos 
de un triángulo que disminuye infinitamente, tiende a t. Por ende, S{r) — 6 tr para r — 0 (es 
decir, S (r) tiende a la suma de los ángulos internos del octágono de Euclidcs). De aquí se de¬ 
duce que, siendo suficientemente pequeño, r = r^{r^ > 2». De otro lado, si designamos 
con tí(z) el valor de la mitad de un ángulo del octágono P,, y con b = b(r). la mitad del lado 
del referido octágono entonces, evidentemente, 0 (r) < n(4</-)). donde II es la función de Lo¬ 
bachevski. 

Como para r - « también í (r) - oo (véase d lema II del $ JO), y para 6 - ® 17(5) - 0. 
entonces, a consecuencia de la desigualdad antecedente para r — <*> 0 (r) tiende a Cero, De aquí, 
si r — a> tenemos S(r) — I6íl(r) — 0 . De tal modo, para r suficientemente grandes debe ser 

S(r) < 2ir. 

En virtud de la continuidad de la función S(r), existe r = r, tal que S(r,) = 2», Con esto 
queda demostrado lo que se necesitaba. 

Al notar que sobre el plano de Lobachevski todo cuadrilátero tiene una suma de los ángu¬ 
los internos inferior a 2t. es fácil comprender que con nuestra método es imposible construir 
una métrica hiperbólica determinada en lodo punto del toro. Se puede probar que el toro (el 
cual es una superficie del género p - I), en general, no es un representante lopológico de las 
formas espaciales de la geometría hiperbólica. 

Al contrario, cada superficie cerrada bilateral del género /7 > 2, al igual que en el caso con¬ 
siderado del /i — 2, puede ser hiperbólicamente niel rizada Esto se deduce de inmediato de 
que sobre el plano de Lobachevski existe un 4 / 1 -polígono regular con la suma de los ángulos 
internos igual a 2 tr. 

Consideraciones análogas permiten establecer que cada superficie cerrada unilateral, salvo 
el plano proyectivo y el toro unilateral, también admite la metrización hiperbólica*'. 


Las superficies cerradas unilaterales se engendran a base de 2/i-poligonos regulares me¬ 
diante la identificación de dos en dos de sus lados según un esquema especial; en un caso parti¬ 
cular n = 2 mostramos este esquema en el § 240 al construir un toro unilateral. Una informa¬ 
ción sucinta, pero suficiente para el problema dado, sobre la topología de las superficies cerra- 
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Todo lo expucsio en esie párrafo lo resumimos con el tcurcnia siguiente. 

Existe infinidat! de diferentes clases deformas espaciales hiperbólicas cerradas ; sus repre¬ 
sentantes topológicos son todas las superficies cerradas, excepto aquellas que representen for¬ 
mas espaciales parabólicas y elípticas. 

¡ 248, Diremos sólo unas cuantas palabras acerca de las formas espaciales abiertas de la 
geometría hiperbólica. Existe también un conjunto infinito de tales formas. Para que todo es¬ 
té claro, basta mostrar unos cuantos ejemplos. 

Sobre el plano de Lobachevski consideremos una franja infinita P, acotada por dos rectas 
paralelas. Sea P 2 una otra franja exactamente igual. Si identificamos las rectas que acotan la 
franja /», con las que acolan la P z . considerando diferentes los puntos internos de estas fran¬ 
jas. entonces resultará una variedad homeontorfa a cilindro, con una métrica hiperbólica de¬ 
terminada en todos los pumos de ella. En este caso se cumple con clara evidencia la condición 
de completitud. 

Se puede proceder de otra manera: tomar dos ejemplares de una franja del plano de Lo¬ 
bachevski acotada por dos rectas otvuttOENTES, superponerlos uno sobre el otro e identificar 
las fronteras coincidentes. Entonces de nuevo se engendrará un cilindro hiperbólicamente 
met rizado. 

A propósito, las variedades hiperbólicamente metrizadas obtenidas por los dos métodos 
referidos, localmcntc, tienen una misma geometría interior, un mismo tipo topotógico, siendo 
completas las dos. pero, en general, sus propiedades métricas son sustancialmenie diferentes 
(una de estas variedades es un tubo que se ensancha infinitamente en un sentido, estrechándo¬ 
se infinitamente en el otro: la otra variedad es un tubo que se ensancha infinitamente en am¬ 
bos sentidos). 

Si consideramos dos «triángulos» con los lados extendidos infinitamente, superpuestos 
uno sobre el olro (evidentemente, existen tales figuras sobre el plano de Lobachevski) e identi¬ 
ficamos los punios de sus fronteras, entonces resultará una variedad abierta hiperbólicamente 
metrizada completa de un nuevo tipo tipológico. 

Se puede variar infinitamente este método. Sin embargo, con tal procedimiento no se 
puede obtener, por ejemplo, una métrica hiperbólica sobre la esfera; si ident ificáramos puntos 
de la frontera de dos círculos coincididos del plano de Lobachevski, obtendríamos una esfera 
con la métrica hiperbólica, mas, con una linea especial. En el caso dado, el método no da una 
variedad con una métrica determinada en todo punto, pues el plano de Lobachevski (al igual 
que el de Euclides) no es simétrico respecto a la circunferencia. 

( 249. Resumamos nuestra investigación. Obtuvimos infinidad de diversas variedades que 
llevan geometría de curvatura constante. Todas las variedades que posean la métrica de una 
curvatura dada, localmente, tienen geometría común. Cada una de ellas admite desplazamien¬ 
tos sobre si misma, congruentes en el sentido de su geometría, de sus porciones suficientemen¬ 
te pequeñas, y el conjunto de estos desplazamientos es transitivo respecto a los elementos line¬ 
ales. Mas, las variedades metrizadas de tipos topológicos difeientes, en total, poseen 
geometrías distintas. A cada una de ellas le corresponde su sistema de teoremas que expresan 
propiedades pertenecientes a esta variedad de objetos. La clase de tales geometrías es una ge¬ 
neralización natural de las geometrías de Euclides, Lobachevski y Ricmann. 

En esta sección nos ocupamos exclusivamente de geometrías de dos dimensiones. Las 
geometrías no euclidianas de la dimensión n > 3 las puede conocer el lector en los libros de 
F. Klein. Nicht-Eukhdische Ceometrle, P. K. Roshcvski, Geometría de Riemann y análisis 
tensorial (IT K. Paiueucxnn, PitMauoaa reoMCTpus n TeusopubiO ananas), E. Carian, 
Lccons sur la géometrie des espaces de Riemann. Par Élie Carian. 2-me éd., revue el augm. 
P., Gauthier — Villars. 1946 (véase también la primera edición del presente libro). 


das. asi como fotografías de modelos de algunas superficies unilaterales cerradas en el espacio 
euclidiano (con puntos múltiples, por supuesto) la encontrará el lector en el libro de D. Hil- 
bcrt y S. E. Cohn-Vossen. Anschaulichc Geomctric, N. Y. Dover Publicadnos, 1944. 
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